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TAKIATIOMS   DANS   LES    CARRES   HAGIQDES. 

Lounv'cH  carré  est  Eut,  Q  peut  être  susceptible  d'une 
foule  de  Tariations  sans  cesser  d'être  magique.  C'est  par- 
ticulièrement le  carré  de  4  de-racine  que  l'on  va  examiner, 
attendu  que  c'est  celui  qui  revient  le  plus  souvent.  Il  ser- 


TOH.    II. 


TARIATIONS 


Tira  d'exemple  pour  les  yariations  qui  peuvent  atoir  liea 
dans  les  carrés  dont  la  racine  est  plus  élerée. 
Soient  les  deux  tableaux  : 


12  3  4 

0    4    8  12 

4  32  1 

8  12    0    4 

4  32  1 

4    0  12    8 

123  4 

12    8    4    0 

On  a  dit  qu'un  quadriUe  consiste  en  quatre  nombres 
symétriquement  jdacéfl,  et  dont  la  somme  est  égale  à  celle 
de  l'une  des  lignes  du  carré. 

Si  l'on  fiiit  attention  aux  tableaux  ci-dessus,  on  yerra 
que  les  deux  premières  horizontales  donnent  6  quadrilles, 
savoir  :  les  &  nombres'des  angles  de  gauche;  les  4  nombres 
des  angles  de  droite;  les  &  nombres  du  milieu  :  ces  trois 
quadrilles  sont  disposés  en  carré;  plus  les  4  nombres  des 
Ije  et  3.®  verticales;  ceux  des  2.^  et  4,®  verticale;  enfin 
ceux  des  l.re  et  A.®  verticales.  Ces  trois  derniers  quadrilles 
sont  dbposés  en  parallélogramme.  Les  deux  dernières  ho- 
rizontales en  auront  également  6  dbposés  comme  ci-des- 
sus; les  deux  horizontales  du  milieu  n^en  auront  que  2, 
savoir:  les  4  angles,  ce  qui  donne  un  parallélogramme;  et 
les  ft  nombres  du  milieu,  disposés  en  carré*  La  première 
et  la  dernière  horizontale  en  ont  aussi  deux,  savoir  :  les  4 
angles  disposés  en  carré,  et  les  4  du  milieu  en  parallélo- 
gramme. La  1  je  et  la  3.®  en  donnent  6,  savoir:  les  4  angles 
de  gauche,  les  4  nombres  du  milieu,  et  les  4  angles  de 
droite:  ces  trois  quadrilles  sont  des  parallélogrammes; 
ensuite  les  4  an^^esdes  ij^  et  d.<^  verticales,  les  4  angles 
des  %e  et  4.^  verticales,  enfin  les  4  angles  des  deux  horir 
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Bontales  :  ces  3  qaadriUes  sont  des  carrés.  Les  2.«  et  4.« 
horizontales  en  ont  également  Codent  3  carrés  et  3  parallé- 
logrammes. Yoilà  pour  le  premier  tableau  :  en  tout^  Ift 
carrés^  et  autant  de  parallélogrammes. 

Quant  au  2.^  tableau,  les  deux  premières  horisoniales 
donneront  4  quadrilles,  dont  un  parallélogramme  et  trois 
carrés;  les  deux  dernières  de  même;  celles  du  milieu  en 
auront  6,  dont  3  carrés  et  3  parallélogrammes;  les  pre- 
mière et  dernière  en  auront  6,  dont  5  parallélogrammes 
et  un  carré;  les  première  et  troisième  ont  ft  quadrilles,  dont 
2  carrés  et  2  parallélogrammes.  11  en  est  de  même  des  2.» 
et  ft.«  :  en  tout^  28,  dont  H  carrés  et  14  parallélogrammes. 

Les  quadrilles  d'un  tableau  ne  répondent  pas  toujours 
aux  mêmes  quadrilles  de  l'autre  tableau. 

Lorsqu'un  quadrille  se  partage  en  deux  parties ,  chacune 
de  deux  nombres  de  même  somme  égale  à  un  couple  (ici 
c'est  17) ,  cela  donne  lieu  à  une  foule  de  variations  que 
l'on  Ta  présenter. 

On  prendra  pour  type  le  carré  résultant  des  tableaux 
ci-dessus;  Von  y  joindra  les  différences  : 

1     6  11  16  7,5+2,5—2,5—7,5 

12  15    2    5  —3,5—6,5+6,5+3,5 
8    3  la    9  +0,5+5,5—5,5—0,5 

13  10    7    4  _4,5— 1,5+1,5+4,5 

Ces  différences  sont  remarquables  par  la  répétition,  à 
chaque  horizontale ,  des  mêmes  différences  en  plus  et  en 
moins ,  et  symétriquement  disposées ,  comme  on  le  yoit 
ici.  C'est  sur  ce  carré-type  qu'on  ya  opérer  les  change- 


II 


* 

4 

VARIATIONS 

mens, 
ne  pas 

Le  carré  des  différences  est  utile  à  consulter,  pour 
fiiire  de  dusses  mutations. 

»REMIEB.8  CHARGBHBRS. 

1  10    7  16           1    6  11  16           1  10    7  16 

12  15    2    5           8  15    2    9           8  15    2    9 
8    3  14    9          12    3  14    5          12    3  14    5 

13  6  11     4          13  10    7    4          13    6  11     4 

On  tire  de  ces  premiers  changemens,  et  toigours  i 
l'aide  des  différences,  les  autres  changemens. 

SECOHDS   CHARGailBHS. 

1    6  11  16           6    1  16  11            6    1 
12  15    2    5          15  12    5    2         15  12 
14    983           9  14    38           38 

7    4  13  10           4    7  10  13          10  13 

16  11 
5    2 

9  14 
4    7 

TROISlimS  CHARGIMBRS. 

1    6  11  16                6    1  16  11 
15  12    5    2               12  15    2    5 

8    3  14    9                 3    8    9  14 
10  13    4    7               13  10    7    4 

QirATKiims  cniHeBMBifS. 

\ 

111    616       1    71016       111    616       1    71016 
1214    3  5      1214    3   5       814    3   9       814    3   9 

8  215   9       8   215   9     12   2 15   5      12   2 15   5 
13   710   4      1311    6    4      13   7  10   4      1311    6   4 

Toilàles  changemens  dont  k  carré-type  est  susceptible; 
mais  ces  nouyeaox  carrés  peurent  eux-mêmes  supporter 
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partie  de  ces  mêmes  cbangemens ,  devenant  types  à  leur 
tour»  Ainsi 

Le  1.^  carré  du  2.®  changement  am*a  les  premiers  et 
quatrièmes. 

Le  2.®  carré  du  même  changement  aura  les  premiers, 
trobièmes  et  quatrièmes. 

Le  3.®  carré,  toujours  du  2.^  changement,  aura  les 
premiers  et  quatrièmes. 

Les  deux  carrés  du  3.®  changement  auront  aussi  les 
premiers  et  quatrièmes. 

Maintenant  que  lès  angles  des  diagonales  remplacent 
les  cases  du  milieu,  et  réciproquement,  il  Tiendra  lé 
type 


15 

12 

5 

2 

6 

1 

16 

11 

10 

13 

4 

7 

3 

8 

9 

14 

Ce  type  aura  les  quatre  genres  de  changemens  que  l'on 
a  donnés,  en  suivant  le  même  ordre;  et  lorsqu'on  aura 
obtenu  ces  variations ,  il  viendra ,  pour  chacun  des  carrés 
des  deuxièmes  et  troisièmes  changemens,  d'autres  varia* 
tiens,  comme  ci-dessus,  pour  le  type  primitif 

On  peut  en  obtenir  davantage  :  par  exemple,  le  3.®  carré 
du  premier  changement  aura  les  deuxièmes  et  troisièmes; 
il  en  sera  de  même  du  2.®  carré  du  4.®  changement* 

Il  peut  se  Êdre  qu'en  traitant  un  nouveau  type,  on  rc'» 
tombe  sur  des  variations  déjà  obtenues;  il  faut  les  mettre 
de  côté;  mais  avec  un  peu  d'attention  on  peut  éviter 
ces  doubles  emplois* 


6  TlRlATIOnS  DANS  LBS  CARRÉS  HAOIOVES. 

n  j  a  pour  d^auties  carrés  pairs  des  changemens  aaa- 
logues. 

Voici  le  carré  de  8,  d'après  la  méthode  expéditive»  et 
les  différences  : 

1  6S    3  61  60    6  58    8 

56  10  54  12  13  51  15  49 
17  47  19  45  44  22  42  24 

40  26  38  28  29  35  31  33 
32  34  30  36  37  27  39  25 

41  23  43  21  20  46  18  48 
16  50  14  52  53  11  55  9 

57  7  59  5  4  62  2  64 

.  +31,5—80,5+29,5—28,5—27,5+26,5—25,5+24,5 
—23,5+22,5—21,5+20,5+19,5—18,5+17,5—16,5 
+15,5—14,5+13,5—12,5—11,5+10,5—  9,5+  8,5 
_  7,5+  6,5—  5,5+  4,5+  3,5—  2,5+  1,5—  0,5 
+  0,5—  1,5+  2,5—  3,5—  4,5+  5,5—  6,5+  7,5 
-^  8,5+  9,5—10,5+11,5+12,5—13,5+14,5—15,5 
+16,5—17,5+18,5—19,5—20,5+21,5—22,5+23,5 
—24,5+25,5-26,5+27,5+28,5—29,5+30,5—31,5 

Le  carré  des  différences  est  remarqoable:  les  mêmes  dif- 
férences ,  ne  différant  qae  par  le  signe,  sont  symétrique- 
ment placées  par  rapport  au  centre  de  ce  carré  :  de  là  une 
foule  de  changemens.  Ainsi^  25,5—26,5,  différant  d'une 
unité  en  moins,  peuvent  remplacer^*30,5+  29,5 ,  ces  diffé- 
rences restant  dans  les  menées  horizontales  ;  ou,  dans  le 
carré  des  nombres,  7  et  59  se  mettront  au  lieu  de  63,  3. 
Heu  est  de  même  de  62,2,  au  lieu  de  6, 58,  et  aussi  de  56, 
17 pour 49, 24 ,  de  41, 16  pour  48,  9.  On  peutaussi  chan«> 
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ger  les  angles  57, 64  pour  1,  8,  mais  en  même  temps 
5,  4  pour  61,  60;  par  conséquent  la  dernière  Terti- 
cale  entière  au  lieu  de  la  première,  et  la  première  hori'* 
zontale  pour  la  dernière.  On  peut  changer  50  et  14  pour 
10,  54,  si  Ton  change  en  même  teioaps  11,  55  pour 
51, 15  :  car  alors  les  deux  diagonales ,  altérées  par  un  des 
changemens,  sont  rectifiées  par  Tautre. 

Une  foule  de  changemens  auront  lieu ,  indépendamment 
de  ceux  indiqués  ci-dessus  :  c'est  aux  différences  surtout 
à  les  indiquer. 

U  est  abé  de  se  conyaincre  que  les  carrés  impairs  ne 
se  prêtent  pas  à  ce  ^enre  de  yariations. 

§  2. 

FORMES    DBS   CARRÉS. 

On  n'examinera  que  les  formes  simples,  les  variétés  n'en 
feront  pas  partie  :  ainsi ,  lorsqu'on  dira  que ,  dans  un  carré 
à  compartimens ,  les  carrés  partieb  ont  deux  bordures , 
on  supposera  qu'ib  ont  tous  ces  deux  bordures  5  les  va* 
riétés  seraient  bordure  simple  à  quelques-uns ,  ou  absence 
de  bordure  à  quelques  autres;  mais  dans  le  cas  actuel 
il  est  toujours  indispensable  qu'il  7  ait  des  carrés  à  deux 
bordures. 

Examinant  d'abord  Jes  carrés  impairs ,, 

La  racine  3  n'a  qu'une  forme. 
5  en  a  2,  le  carré  simj^  et  le  carré  avec  bordure. 
7  en  a  3  :  car  le  carré  est  simple ,  et  avec  une  ou  deux 
bordures. 
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9  en  aura  5,  étant  simple ,  et  avec  une  ,2,3  bordures , 
ou  par  9  carrés  de  9  cases* 

t1  en  a  6,  simple  et  avec  bordure,  les  5  de  9. 

13  en  a  7,  simple  et  avec  bordure,  les  6  de  11. 

15  en  aura  11 ,  simple  et  avec  bordure,  les  formes  de  13; 
mais  1 5=3*5  :  donc  on  peut  avoir  25  carrés  de  9  cases, 
ou  9  carrés  de  25  cases ,  avec  ou  sans  bordure. 

17  en  aura  12^  simple^ et  avec  bordure,  les  11  formes 
de  15. 

19  aura  13  formes. 

21  en  aura  18,  savoir  :  simple  et  avec  une  bordure,  celles 
de  19, ce  qui  fait  14;  mais  21  =  3*7:  donc  49  carrés 
de  9  cases ,  ou  9  carrés  de  7,  ce  qui  donne  les  3  formes 
de  7. 

23  en  aura  19  :  en  général  les  nombres  premiers  n'ont 
qu'une  forme  de  plus  que  l'impair  précédent. 

25  en  aura  d'abord  20,  étant  simple  ou  avec  bordure, 
ayant  les  formes  de  23;  mais  25=5*5  :  on  peut  donc 
Êdre  25  carrés  de  5  avec  ou  sans  bordure,  ce  qui 
donnera  en  tout  22* 

27  aura  d'abord  23  formes,  savoir  :  simple  et  avec  bor- 
dure, celles  de  25;  mais  27=3*3*3  :  on  peut  donc  avoir 
9  carrés  de  9,  ou  81  carrés  de  3  s  or  le  carré  de  9 
donne  5  formes  :  on  aura  donc  en  tout  29. 

29  en  aura  30. 

31  en  aura  31. 

33  aura  d'abord  32  formes;  mais  3a==:3*11  :  d'où  9  carrés 
de  11,  ce  qui  fournit  6  formes,  et  121  carrés  de  3:  en 
tout,  39. 

35  aura  d'abord  40  formes;  mais  35=  5*7  :  on  aura  donc 
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25  carrés  de  7,  on  3  formes  ^  et  49  carrés  de  5  on  2 

formes  ;  en  tout  U5. 
37  en  aura  46. 
39  en  aura  d'abord  47;  mais  39=3  «13.  H  viendra  donc 

9  carrés  de  13,  ou  7  formes,  ou  169  carrés  de  3:  en  tout 

55  formes. 
ftl  en  aura  56. 
43  en  aura  57. 
45  aura  d'abord  58  formes  ;  mais  45  =  3  •  3*  5  :  ce  qui 

donnerait  9  carrés  de  15,  ou  1 1  formes;  81  carrés  de  5, 

ou2 formes;  225  carrés  de  3;  enfin  25  carrés  de  9,  ou 

5  formes.  Total  77  formes. 
Et  ainsi  de  suite. 

Passant  aux  racines  paires, 
On  a  dit  que,  si  i  est  un  nombre  impair,  on  ne  pourait 
avoir  ni  4  carrés  de  i',  ni  P  carrés  de  4  :  en  effet  ce  der- 
nier cas  n'est  jamais  possible ,  puisque  le  carré  de  2  ne  peut 
s'arranger  magiquement.  Quant  au  premier  cas,  soit  la 
racine  2î,  et  la  progression  1  •  2  •  3. . . .  4î'  :  la  somme  sera 
(4î»+1)  ^=8î*+2i*=2(4i*+i*)  :  or  **  est  impair;  mais 
4î^  est  pair;  et, comme  î'  est  impair,  il  suit  que  ii^+i^  est 
impair  :  donc  2  (4î^4-^*)  ne  peut  se  diviser  par  4 ,  et  se 
divise  par  2  seulement  :  donc  on  ne  peut  avoir  4  carrés 
égaux.  Mab  si  laracine  est  seulement  2*2t,  la  progression 
étant  1.2-3. . .  4.4i*,  la  somme  deviendra  (16i*+1)  ^=z 
8.16*^+8**=8  (16t*+î«),  nombre  divisible  par  4,  et  qui 
donne  pour  quotient  2  (l&'^-f  »*).  La  parenthèse  est  im- 
paire, mais  le  quotient  est  pair  :  on  pourra  donc  avoir  4 
carrés  égaux  en  prenant  pour  chacun  autant  de  petits 
nombres  que  de  complémens. 
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Toici  les  formes  simples  pour  les  ftO  premiers  nombres 
pairs: 
Le  carré  de  2  n^est  pas  possible* 
ft  de  racine  n'a  qu^une  forme; 
6=2*3  ne  donne  rien  par  cette  décomposition  :  il  n'aura 

que  deux  formes^  simple  et  avec  bordure. 

8=2*4  sera  simple  et  avec  bordure,  aura  les  deux  formes 

de  6,  et  de  plus  U  carrés  de  4  :  donc  en  tout  4  formes. 

i0=^*5  ne  fournit  rien  par  cette  décomposition:  il  n'aura 

donc  que  5  formes,  savoir  :  simple,  et  avec  bordure, 

celles  de  8. 

12=2*2«3  donnera  2*6  et  3*4.  11  aura  donc,  l.*"  forme 

simple;  2.«  4  carrés  de  6,  ou  2  formes;  3.*  9  carrés  de 

16  cases;  4.*  16  carrés  de  9  cases;  5.°  enfin,  avec  une 
bordure,  les  5  formes  de  iO :  en  tout  10  formes. 

14=2*7  n'aura  que  11  formes. 

16=:4*4=2*8  aura,  1  fi  forme  simple;  2.0  avec  une  bordure, 

les  11  formes  de  14;  3.o  4  carrés  de  8,  ou  4  formes; 

4.0  16  carrés  de  4  :  total,  17  formes. 
18=2*9=:3*6  aura,  1.*  forme  simple;  2.»  avec  bordure,  les 

17  formes  de  1 6 ;  3.**  9  carrés  de  6 ,  ou  2  formes;  4."  36 
carrés  de  3  :  total,  21  formes. 

20=2*10=4.5  aura,  l.o  forme  simple;  2.o  avec  bordure 
celles  de  18,  ou  21  formes;  3.o  4  carrés  de  10,  ou  5 
formes;  4.''  16  carrés  de  5,  ou  2  formes;  S."*  25  carrés 
de  4  :  total ,  30  formes. 

22=2*11  aura  31  formes. 

24=:â*12=3*8=4*6  aura,  1.«  forme  simple;  2.*  avec  bor- 
dure, les  31  formes  de  22;  3.o  4  carrés  de  12,  ou  10 
formes;  4.o  9  carrés  de  8,  ou  4  formes;  5.<*  64  carrés 
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de  3;  6.^  16  carres  de  6,  ou  2  formes;  7 fi  36  carrés 
de  A  :  en  tout  50  formes. 

26=2*13  aura  51  formes. 

28=2«1ft=:A*7  aura,  1.®  forme  sitnpie;  %^  avec  bordure, 
les  51  formes  de  26 ;  3.^  4  carrés  de  14,  ou  1 1  formes; 
4.'>  16  carrés  de  7,  ou  3  formes;  5.*  49  carrés  de  4: 
total ,  67  formes* 

S0=2*15=3*10=:5*6ne  donne  rien  pour  la  décomposi- 
tion 2*1 5  ;  mais  il  aura ,  1  •''  forme  simple  ;  2.*»  avec  une 
bordure,  les  67  de  28;  3.*>  9  carrés  de  10,  ou  5  formes; 
4.''  100 carrés  de  3;  5."»  25  carrés  de  6,  ou  2 formes; 
6.*^  36  carrés  de  5,  ou  2  formes  :  total,  78  formes. 

32=:;2*f 6=:4*8  aura,  f  .«forme  simple;  2.*  ayec bordure, 
les  78  formes  de  30;  3.o  4  carrés  de  16,  ou  17  formes; 
4.0 16  carrés  de  8,  ou  4  formes;  5.^  64  carrés  de  4: 
total,  101  formes. 

34=2*17  n'aura  que  102  formes,  la  décomposition  ne 
produisant  rien. 

36=2*18=3*12=4 •9=6*6  aura,  l.o  forme  simple; 
2.0  avec  une  bordure,  les  102  formes  de  34;  3.^  4  carrés 
de18,ou21  formes;  4.*  9  carrés  de  12,  ou  10  formes; 
5.<»  144  carrés  de  3;  6.«  16  carrés  de  9,  ou  5  formes; 
bfi  81  carrés  de  4;  S.®  36  carrés  de  6,  ou  2  formes  s 
total,  143  formes. 

38=2*19,  n'a  que  144  formes. 

40=2*20=4*10=5*8  aura,  1.»  forme  simple;  2.**  arec 
une  bordure,  les  formes  de  38,  ou  144  formes;  3.^  4  car- 
rés de  20,  ou  30  formes;  4.o  16  carrés  de  10,  ou  5 
formes;  5.<>  100  carrés  de  4;  6.o  25  carrés  de  8,  ou  4 
fonnes;7.o64  carrésde  5,ou  2  formes;  total,  187  formes. 
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On  voit  que  le  nombre  des  formes  8im{4es,  lorsque  la 
racine  est  paire ,  crott  beaucoup  plus  rapidement  que  pour 
les  racines  impaires. 

Il  est  utile  de  mettre  sur  la  voie  relativement  aux  formes 
variées  dont  est  susceptible  une  forme  simple.  Deux 
exemples  su6Sront  : 

Soit  prise  pour  les  nombres  impairs  la  forme  sim)>le  de 
9  carrés  de  11.  Puisque  le  carré  de  11  a  6  formes,  il  est 
aisé  d'établir  les  calculs.  Ces  6  formes  sont  le  carré  de  1 1 
ûmple,  le  carré  arec  4  bordures,  avec  3  bordures,  avec 

2  bordures,  avec  une  bordure,  et  le  carré  simple  de  9; 
enfin  arec  une  bordure  et  9  carrés  de  9  cases. 

Maintenant,  les  9  carrés  de  1 1  peuvent  être  uniformes, 
ce  qui  donnera  6  formes  particulières. 

Si  l'on  n'a  que  2  des  &  formes  du  carré  de  1 1 ,  il  ne  peut 
arriver  que  quatre  cas,  savoir  :  un  d'une  forme,  et  8  d'une 
autre,  2  et  7,  3  et  6,  enfin  ft  et  5. 

S'il  j  a  des  carrés  de  3  formes ,  ib  sont  les  suivans  : 
1,1, 7...  1,2, 6...  1,3, 5...  1,4, 4... 2, 2, 5... 2,  3,4... 
3,  3,  3;  ce  qui  donne  7  cas. 

Pour  les  carrés  de  4  formes  il  viendra  1,  1,  1,  6.  • .  • 
1,1, 2,5...  1,1. 3,4...  1,2,2, 4...  1,2^3, 3...  2,2,2,3: 
en  tout  6  cas. 

Pour  les  carrés  deSformes,  1,1, 1, 1,5. .  .1,1,1,2,4. . . 
1, 1, 1,  3,  3.. .  1, 1, 2, 2,  3. .  •  1,  2,  2, 2, 2:  total,  5  cas. 

Pour  les  carrés  de  6  formes  on  ne  peut  avoir  que 
1,1, 1, 1, 1,  4. . .  1, 1, 1, 1, 2,3...  1, 1, 1,  2, 2, 2:  en  tout 

3  cas. 

Les  chiffires,  pour  chaque  cas,  indiquent  ce  qu'on  peut 
prendre  de  chaque  espèce  de  carré  :  ainsi  1, 1, 1, 2,  4  dé- 
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signe  que  sur  5  espèces  de  carrés  il  j  en  a  3  dont  on  ne 
prend  qu'un  carré;  une  autre  dont  il  j  aura  2  carrés ,  et 
une  cinquième  dont  il  entrera  4  carrés  sur  les  9  dont  il 
8'agit. 

Si  l'on  n'a  que  deux  espèces  de  carré,  dont  un  d'une 
forme,  et  8  d'une  autre ,  le  1  .^^  pourra  occuper  l'une  des 
9  places  à  yolonté;  mais  chacune  des  5  formes  différentes 
de  celle  qu'affecte  le  carré  unique  chobi,  peut  occuper  les 
8  places  restantes  :  donc  on  aura  9*5;  et,  comme  chacune 
des  6  formes  peut  être  celle  du  carré  en  question ,  on  aura 
enfin  9»5«6. 

Pour  le  cas  de  2  carrés  d'une  espèce  et  7  d'une  autre, 
les  2  premiers  auront  dans  les  9  carrés,  -f  8,  7,  6, 5,  4,  3, 
2,  J=9*4=:36  positions  qu'il  fiiut  toujours  multiplier  par 
5*6  :  donc  ici  36»5*6. 

S'fl  J  a  3  carrés  d'une  espèce  et  6  d'une  autre ,  on  aura 
successivement  28,  21, 15, 10, 6,  3, 1  =84=somme  des 
7  premiers  nombres  triangulaires,  laqueUe  sera  toujours 
multipliée  par  5*6  :  donc  ici  84* 5*6. 

Enfin  le  4.®  cas ,  de  4  carrés  d'une  espèce  et  5  d'une 
autre,  donne  successÎTement  21, 15, 10,  6,  3, 1=:56;  puis 
15, 10, 6,  3, 1=s35-,  ensuite  10,6, 3, 1=20;  puis  10,  pois  4, 
puis  enfin  1  :  or  la  série  1,  4, 10, 20,  35,  56,  est  celle  des 
nombres  pyramidaux  triangulaires ,  dont  la  somme  est 
nj&tii^njzm.  ici  n=6  :  donc  ^^  =  126  À  multiplier 
par5.6:  ainsi  126 •5.6. 

Soit  l'un  des  cas  oii  l'on  a  des  carrés  de  3  formes,  et 
soit  ce  cas  celui  où  il  Êtut  un  carré  d'une  forme ,  4  carrés 
d'une  seconde ,  et  4  carrés  d'une  troisième.  D'abord,  puis- 
que huit  lettres  combinées  entr.'eUes  donnent  8*  7*6  «5 
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combinaisons  ft  à  ft ,  et  qa'il  faut  diviser  ce  produit  par 
1  •  2 •  3*/ly  si  les  lettres  sont  égales  par  moitié,  il  Tient  70 
pour  résultat  ;  mais  le  carré  unique  prend  9  positions  par 
rapport  à  chaque  combinaison  :  on  aura  donc  70  •  9.  Main- 
tenant, chacun  des  6  carrés  différons  peut  être  le  carré 
choisi  :  donc  7*9  «6;  mais  les  deux  formes  de  carrés  égaux, 
&  à  4 ,  doivent  se  prendre  sur  les  5  formes  restantes  :  il 
&ut  donc  calculer  5  lettres  2  à  2,  ce  qui  donnera  10  :  donc 
en  tout  6*7*9«10. 

On  agirait  de  même  pour  les  autres  cas  ;  on  aurait  à 
sommer  des  nombres  figurés ,  ce  qui  se  fait  aisément. 

Pour  deuxième  exemple,  soit  pris,  parmi  les  formes  de  20, 
16  carrés  de  5  :  comme  5  n'a  que  deux  formes,  on  aurait 
ou  les  formes  toutes  égales ,  ce  qui  donnerait  deux  formes 
particulières;  ou  bien  on  prendrait  des  deux  formes  de  5, 
savoir  ;  1, 15. . .  2,  U. . .  3, 13. . .  4, 12. . .  5, 11. .  •  6, 10. . . 
7,  9. ..  8,  8,  ce  qui  donnerait  8  cas.  Qu'on  choisisse  celui 
ou  Ton  a  3  carrés  d'une  façon  et  1 3  de  Tautre  :  il  vient  les 
nombres  triangulaires  1,  3,  6,  10. . .  105,  dont  le  dernier 
est  le  14.e;  or  la  somme  =:*i-^2iJHali2  ;  ici  /i=14:  donc 
iti|U6_j ij . 5 . 8=560,  qu'il  fiiut  multiplier  par  2,  puisque 
5  n'a  que  deux  formes  :  il  viendra  donc  1 120  formes  par- 
ticulières. 

S'il  est  £icile  de  connaître  les  formes  simples  d'un  carré 
pair  ou  impair  lorsqu'on  a  les  précédens,  il  n'est  pas  pos- 
sible de  déterminer  à  priori  celles  dont  un  carré  donné 
est  susceptible ,  sans  recourir  aux  précédens  carrés.  Il  n'y 
a  point  de  formule  pour  résoudre  ce  problème. 

Il  faut  remarquer  que  l'on  n'a  considéré,  dans  ce  qui 
précède,  que  les  carrés  simples  à  bordures  et  à  comparti- 
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mensi  mais  on  Terra,  dans  cette  3.®  partie  d^autres 
lôirmes  tout-^^ait  différentes  de  celles  données  jusqu'à 
présent. 

S    3. 

BORDURES    FAUTITE9. 

C'est  à  Frénide  que  l'on  doit  cette  théorie,  d'avoir  un 
carré  magique  arec  telle  ou  telle  bordure ,  et  non  magique 
avec  telle  ou  telle  autre  :  c'est  ce  qu'il  appelle  attachement 
de  figures.  On  ya  voir  une  application  au  carrédel  k  {planche 
XXIII,  ^ure122).Ilprend  pour  le  carré  central  les  16  nom* 
bres  du  milieu,  et  pour  chaque  enceinte  les  précédens  et 
les  suirans.  Il  suppose  aussi  que  les  carrés  de  6^  8^  10, 
14,  sont  magiques ,  mais  non  celui  de  12. 

On  formera  un  tableau  qui  comprendra  les  yerticales 
de  deux  bordures,  dont  l'une  est  intérieure,  c'est  celle 
qu'on  veut  rendre  faïutive  ;  l'autre  lui  est  immédiatement 
extérieure.  Les  angles  n'entrent  pas  dans  ce  tableau,  qui 
renfermera  aux  colonnes  A  et  B  les  nombres  des  bordures, 
et  aux  colonnes  G  et  D  leurs  complémens ,  comme  on  le 
voit  ci-après.  On  cherche  dans  la  colonne  B  deux  nombres 
dont  la  somme  soit  égale  à  ceUe  de  deux  nombres  de  la  co- 
lonne A,  par  exemple,  UO  et  1 52=;3-f  1 89;  on  transportera  UO 
et  1 52  de  la  colonne  B  à  la  colonne  A,  et  dans  sa  ligne  ho- 
rixontale.  On  mettra  ensuite  3  et  189  au  lien  de  40  et  152. 
Quant  à  15  et  186,  on  peut  les  mettre  au  lieu  de  3  et  189; 
ensuite,  et  sans  toucher  à  la  colonne  G,  on  mettra  à  la 
colonne  D  les  complémens  des  nombres  de  la  colonne  A, 
soit  qu'on  les  ait  remj^cés,  soit  qu'on  les  ait  changés  de 
colonne,  soit  qu'on  n'y  ait  pas  touché:  ainsi  182  et  11^ 
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complémens  de  15  et  de  186 ,  seront  en  face  de  ces  nom- 
bres ;  194  et  8  seront  en  &ce  et  sur  la  même  ligne  qae 
3  et  189,  dont  ils  sont  complémens.  Il  suit  de  cette  nta- 
nière  d'opérer,  qae  la  bordure  de  14  n'est  pas  altérée  en 
verticale ,  ni  à  la  colonne  A ,  ni  à  la  colonne  D.  Quant  aux 
horizontales,  par  exemple,  celle  où  se  trouvent  3  et 40, 
il  est  clair  que  les  quatre  nombres  de  cette  ligne  donnent 
deux  couples  :  par  conséquent  le  carré  total  est  magique. 
Hais,  comme  3  et  157  ne  fournissent  pas  un  couple,  pas 
plus  que  189  et  45 ,  il  suit  que  le  carré  n'est  pas  magique 
avec  la  bordure  de  12.  Toici  les  tableaux,  l'un  d'après  les 
bordures  exactes ,  l'autre  d'après  les  bordures  rectifiées, 
et  celle  de  12  fautive  : 


3 

189 

13 

4 

15 

185 
7 

187 
6 

186 

188 
5 


30 

39 

44 

40 

156 

155 

154 

168 

152 

46 

B 


167 

158 

153 

157 

41 

42 

43 

29 

45 

151 


194... 
8... 
184... 
193. . . 
182... 

12... 
190... 

10... 
191... 

11... 

9... 

192... 


15 

186 
13 

4 

40 
185 

7 
187 

6 
152 
188 

5 


39 

44 

3 

156 

155 

154 

168 

189 

46 

B 


167 

158 

153 

157 

41 

42 

43 

29 

45 

151 


182 

11 
184 
193 
194 

12 
190 

10 
191 

8 

9 
192 


D  A 

On  ne  peut  vicier  une  bordure  en  changeant  deux  nom- 
bres d'une  même  horizontale  :  ainsi  (^planche  XXIII ,^ 
gure  123),  an  carré  de  8,  le  tableau  serait  : 
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25 

40 

31 

2 

63 

34 

32 

58 

7 

33 

93 

51 

14 

22 

39 

37 

28 

26 

36 

29 
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On  a  bien  31  +  39=:63+  7;  noais,  comme  63  est  sur 
la  ligne  de  31 ,  on  ne  peat  remplacer  les  mis  par  les 
antres  les  nombres  dont  la  somme  est  égale. 

n  n'est  pas  nécessaire  d'opérer  snr  les  lignes  que  Fou 
a  choisies  au  carré  de  14.  On  peut  en  choisir  d'antres, 
pourvu  q[u'on  n'emploie  pas  des  nombres  et  leurs  com-- 
plémens  :  ainsi  (  planche  XXDI^  fiff^re  124)  le  carré  de  9 
donne  le  tableau 
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36 

56 

2 

80 

55 

73 

9 

54 

64 

18 

50 

62 

20 

43 

53 

29 

42 

A 

B 

C 

46. . . . 
26.... 
27.... 
28.... 
32.... 

40. . . 
D 


36 

55 

27 

80 

56 

73 

9 

43 

39 

18 

54 

62 

20 

50 

53 

29 

42 

A 

B 

C 

46 
2 
26 
64 
38 
32 
40 


Comme  27  et  39  de  la  colonne  D=:64  +  2  de  la  co- 
lonne B,  on  peut  metlre  27  au  lieu  de  2,  et  39  au  Heu  de 
64;  ensuite  2  et  64  vis-à-Tis  27  et  39.  On  ne  touchera 
pas  à  la  colonne  G;  et  â  la  colonne  A  se  trouyeront  les 
Gomplémens  des  nombres  qui  étaient  dans  la  colonne  D, 
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soit  qu'ib  y  restent,  soit  qu'As  aient  changé;  comme  on 
Yoit  au  tableau  ci-dessus. 

Si  l'on  roulait  ricier  deux  bordures  de  suite  ^  on  agirait 
sur  les  plus  petites ,  et  sur  celle  qui  les  enveloppe  toutes 
deux  :  ainsi,  pour  le  même  carré  de  14  ( pi.  XXIII^  figure 
122  ),  ai  l'on  reut  rendre  fautives  les  bordures  de  8  et  de 
10  «  on  formera  les  tableaux  suivans  de  la  12.e  et  de  la  8.^ 
bordures,  angles  non  compris. 

158 
157 
«3 
42 
29 
153 
45 


Opérant  sur  les  colonnes  A  et  G ,  on  aura  89  + 154  = 
69+124  :  on  mettra  donc  39  au  lieu  de  124  ,  et  154  au 
lieu  de  69;  puis  124  sur  la  ligne  de  39,  et  69  sur  la  Ugne 
de  154.  On  ne  pourrait  mettre  69  sur  la  ligne  de  39,  et 
124  sur  celle  de  154  :  car  on  ne  touche  pasâ  la  colonneB, 
et  il  faut  toujours  que  69  réponde  à  128,  et  124  à  73, 
pour  avoir  des  couples  exacts,  qui  sont  ici  197*  Mainte^ 
nant ,  la  colonne  D  contiendra  les  complémens  de  la  co- 
lonne A  du  tableau  régulier,  soit  que  les  nombres  de  la 
colonne  A  restent  encore  dans  cette  colonne,  soit  qulb 
ùent  passé  dans  la  colonne  G ,  comme  il  a  été  dit ,  am 
moyen  de  l'opération  précédente.  Les  verticales  sont  ré- 


39 

44 

73 

124 

40 

78 

119 

156 

128 

69 

155 

74 

123 

154 

117 

80 

168 

122 

75 

152 

A. 

B 

C 

15a... 

156 

153. . . . 

124 

157.... 

40 

41.... 

69 

42.... 

155 

43. . . . 

168 

29.... 

44 

45. . . . 

152 

73 

39 

78 

119 

128 

154 

74 

123 

117 

80 

122 

75 

B 

C 
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gafières;  mais  qoant  aux  horksontries,  H  est  dair  que 
73+39=112  est  <  197;  de  même  128+15/lb=282est> 
197  :  donc  la  bordure  est  fatisse;  or  il  est  érident  qu'elle 
ne  peut  pas  être  fittisse  sans  que  celle  qoi  la  précède , 
et  qui  est  régulière  ^  ne  donne  un  carré  fiiutif ,  puisqu'on 
n'a  pas  touché  à  cette  bordure  de  10^  et  que  le  carré  de 
10  participe  à  la  défectuosité  de  celui  de  8;  mais  tout  est 
rétabli  dans  le  carré  de  12,  puisque  les  horizontales  des 
bordures  de  12  et  de  8  font  2  couples,  et  que  le  carré  in« 
termédiaire  de  10  est  régulier  :  ainsi  on  ne  ^icie  pas  réeU 
lement  deux  bordures ,  mais  denx  carrés* 

On  aurait  pu  agir  sur  les  horiiontales  comme  snr  les 
rerticaleSy  ce  qui  fournirait  de  nouvelles  combinaisons.  Ce 
qui  Tient  d'être  dit,  suffit  pour  ne  laisser  aucun  embarras 
lorsqu'on  aura  à  tider  un  ou  pluMeurs  carrés  à  bordures: 
la  dernière  ne  peut  jamais  être  défectueuse  :  car  le  carré 
total  ne  serait  plus  magique;  c'est-à-dire  qu'dle  ne  peut 
être  Tieiée  seule,  les  autres  étant  exactes;  mais  elle  peut 
l'être  si  la  précédente,  ou  plusieurs  jusqu'à  efle ,  devaient 
être  ÊLutives ,  puisqu'elle  les  envetopperait* 

La  méthode  de  Frénicle,  quelque  ingénieuse  qu'elle 
soit,  n'est  ni  la  plus  iacile,  nila  plus  directe,  et  il  j  a 
des  arrangemens  de  bordures  teb,  que  ces  bordures 
peuvent  être  doubles,  triples,  etc. 

Yoici  donc  une  manière  d'opérer  que  n'a  proposée  au- 
cun auteur,  file  est  simple,  facile  à  retetdr ,  et  commode* 
Elle  consiste  à  placer  les  nombres  qui  ne  couvrent  pas 
le  carré  central^  dans  les  cases  symétriques ,  au  lieu  des 
eases  opposées,  à  savoir,  un  nombre  et  son  complément 
On  en  va  donner  plusieurs  exemples.  Il  n'est  pas  besoin 
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de  dire  que  le  carré  ceutral  doit  ayeir  au  moins  deux  bor- 
dures dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

Soit  le  carré  de  7  à  deux  bordures  :  qu'on  prenne  les  9 
nombres  du  milieu  pour  le  carré  central,  et  qu'on  de- 
mande une  double  bordure  ;  les  différences  restantes  sont 
de  +5  à  +  24  :  on  formera  les  deux  horizontales  sup^ 
rieures.  Soient  supposées  ces  horixontales  : 

La  plus  extérieure  24+23+22—21  —20—19—9 

L'intérieure 18  +  17  +  16— 15— 14— 12— 10 

Il  reste  les  différences  5, 6, 7, 8  J 1 , 1 3. 

Maintenant, lai «i^c  verticale  doit  avoir  une  différence  de 
chaque honzontale  avec  son  signe,  et  une  autre  de  chacune 
de  ces  lignes  avec  changement  de  signe*  La  2.®  verticale 
sera  composée  de  même,  et  l'on  ne  pourra  disposer  que 
de  3  des  différences  restantes  pour  les  compléter. 

Soitla  ijeverdcale  24  +  18  —  23—17—13+5  +  6: 
il  ne  reste  plus  que  7,  8, 1 1.  Qu'on  forme  les  différences 
de  ces  trois  différences  positivement  seulement  :  on  aura 
7-|.114.8=î^...7+8— 11  =  4...  7+11— 8=10... 
8+11—7=12. 

Il  &ut  prendre  4  différences  parmi  cdles  des  horixon- 
tales ,  et  qui  n'ont  pas  été  employées  dans  la  1.^^  verticale, 
de  sorte  que  la  somme  de  ces  4  différences,  dont  une  de 
chaque  horizontale  avec  son  signe,  et  une  autre  avec  signe 
contraire,  soit  égale  à.±26,  ±4,±10,±12.  Or— 21  — 
15  +  20+12=—  4  :  ainsi  la  2.e  verticale  serait  —21  — 
15+20  +  12  +  7  +  8—11. 

On  aurait  pu  avoir  encore  +  22-|- 19—15—16=10. . . 
+  22+20— 16— 14=12...  21— 9  +  10— 12=10... 
22  +  9+10-15=26. 
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Dans  la  fonnati<xi  des  bordures  cèacime  se  construit 
à  part  On  tichI  qu'ici  elfes  se  construisent  cumulativement. 

Yoici  maintenant  la  manière  de  distribuer  ces  diffé-' 
rences,  et  c'est  seulement  à  cette  manière  qu'on  est  rede- 
vable de  la  méthode  pour  obtenir  des  bordures  doubles, 
triples,  etc. 

lies  différences  communes  remplissent  les  4  cases  ^caffi* 
laires^  et  leurs  complémens  se  placent  symétriquement, 
et  non  en  opposition,  comme  cela  se  pratique  pour  les 
bordures  ordinaires;  les  différences  avec  changement  de 
signe  remplissent  également  les  cases.-sjmétiiques  à  celles 
de  ces  différences  arec  leurs  signes,  et  se  placent  aux  cases 
angulaires;  les  trois  autres  différences  se  mettent  à  volonté 
dans  leurs  lignes  ,et  leurs  complémens  dans  les  cases  op- 
posées ,  à  cause  du  carré  oentral  :  autrement  le  carré  total 
ne  serait  pas  magique«  On  yerra  ce  carré  de  7  avec  les 
nombres  et  les  différences  (  pL  XXH  bis,^»  a). 

On  Toit  fiicilement  que  la  somme  des  deux  bordures  est 
exacte  :  car  les  parties  qui  recouTrentle  carré  font  2  couples, 
les  diagonales  en  ont  aussi  2,  et  les  cases  symétriques  en 
doniient  un ,  puisque  les  signes  sont  différons,  les  différences 
étant  les  mémes«  Ce  sont  de  nouyeUes  combinaisons  à 
donner  aux  carrés. 

Toici  le  carré  de  9  avec  trois  bordures  n'en  fiusant 
qu'une  triple. 

Le  carré  central  est  composé  des  3  progressions  7  •  18  • 
29 30«41.52....53.64«75;  ilresteles  différences: 
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123456789  10 
13  14  15  16  17  18  19  20  21  22 
24  25  26  27  28  29  30  31  32  3% 
35  36  37  38  39  40 
Soit  la  1  jo  horÛBontale  : 

40+39+38  +  37—36—35—33—32—18 
la  2,e    81  +  30+29+28—27—26—25—24—16 
la  3.«    22  +  21+20  +  10—19—17-15—14—  8 
Les  Tertioales  doÎTont  ayoir  une  fiffiérence  commune 
arec  cluujpie  horuontale,  en  conserrant  le  signe  de  cette 
différence^  plus  une  autre  aTec  changement  de  signe.  H 
n'j  aura  toujours  que  3  différences ,  dont  on  pourra  dispo- 
ser parmi  les  restantes;  et,  en  général ^  autant  qu'il  j  a 
de  cases  à  une  ligne  du  carré  central. 

Les  différences  restantes  sont  1, 2,  3,  4 ,  5,  6, 7^  9, 13; 
si  l'on  forme  les  deux  premières  yerticales  comme  suit  : 
1/e verticale  40+31+22—37—30—20—13+6+1 
2.e  verticale  39  +  28+10-^38—29—21+  9  +  7—5 
il  reste  en  différences  2,  3,  4  :  ce  qui  donne  pour  diffé- 
rences de  différences  2+  3  +  4  =9. .  •  2  +  3 — 4=  1. .  • 
2  +  4—3=3. . .  3+  4—2=5. 

H  reste  des  trois  horizontales  les  cinq  dernières  diffé- 
rences, n  s'agit  d'en  prendre  deux  de  chacun  des  groupes, 
dont  une  avec  changement  de  signe ,  de  manière  que  la 
somme  des  six  différences  soit  ±  9,  ±  1 ,  ±  3,  ±  5.  0  y  a 
beaucoup  de  manières  d'y  parrenir.  Si  l'on  choisit — 36 — 
24— 17  +  85+25  +  14=— 3,  il  faudra  4  +  2—3=3; 
et  alors  on  aura  pour  cette  troisième  yerticale  : 

3.^Terticale— 36— 24  — 17+35+25  +  14+4+2— 3 
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Le  carré  de  9  avecr  les  nombres  et  les  diffiraoïces  se 
trouTe  {planche  XXII  bis,  f%u,rt  hy 

On  Toit  ayec  quelle  rapidité  on  arrive  au  résultat.  Toute 
la  méthode  ne  consiste  donc  qu'à  placer  symétriquement 
les  complémens  des  différences  qui  ne  couvrent  pas  le 
carré  centraL  Par  ce  moyen  la  tr^le  bordure  se  construit 
plus  promptement  que  les  trois  bordures  qu'il  but  cber- 
cher  pour  la  méthode  de  Frénicle;  et,  en  second  lieu,  on 
évite  cette  méthode ,  qui  laisse  de  Tincertitude,  et  nécessite 
des  corrections  dont  on  est  dispensé  au  moyen  de  la  com* 
position  cirdessus. 

Si  Ton  voulait  la  1/^  bordure  exacte,  et  que  les  deux 
autres  ne  fissent  qu'une  bordure  double ,  on  construirait 
d'abord  régulièrement  la  première ,  et  l'on  considérerait 
le  carré  central  avec  cette  bordure,  comme  ne  bisant  qu'un 
seul  carré  central.  Le  reste  s'arrangerait  à  l'ordinaire.  Bans 
le  carré  ci-dessus  le  carré  central  comprend  les  9  nombres 
du  milieu.  Sa  bordure  a  été  construite  parles  8  différences 
suivant  les  h  premières ,  ou  par  les  différences  5,  6,  7,  8, 
9, 10, 11, 12,  en  plus. est  en  moins. 

Horisontale  12  +  11—6—7—10 
Verticale..  •  12—  5—8—9+10 

La  bordure  double  se  forme  avec  les  diflérences  res- 
tantes; chaque  verticale  aura  une  différence  de  chaque 
horizontale  avec  son  signe,  et  une  autre  avec  signe  con- 
traire :  il  y  aura  donc  10  différences  restantes,  et  l'on 
disposera  de  cinq  d'entr'eDes  pour  chaque  verticale. 

Soient  les  horizontales,  savoir  : 
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l.re  horiaontale  fiÔ+39+38+37— 33— 32— 31— âÔ—S 
2.C   homontale  36+35+3Î+25^S— 27-36— 25— S 
Qu'on  fonne  à  volonté  la  première  yerticale,  comme  il 
est  dît,  sayoir: 
l.re  yerticale  5Ô+23+35— 37— 5S+2I— 18— 19— 20 
Il  reste  les  différences  13;  U,  15, 16,  17. 
On  peut  faire  la  2.®  yerticale,  savoir  : 
2.eyeracale  16+17— 13— 14+59— 15+30— S— S 
On  a  marqué  d'un  trait  les  différences  qui  font  partie 
des  verticales  et  des  horizontales  ;  celles  qui  n'ont  pas  cette 
marque  se  placent  à  volonté  dans  leurs  lignes  respectives , 
au  dessus  de  la  bordure  du  carré  central,  et  à  côté  de  cette 
bordure*  Ces  traits  font  également  éviter  les  faux  place- 
mens  de  différences.  Ainsi  40,  étant  commun  à  la  1  .l'e  hori- 
zontale et  à  la  l.re  yerticale,  sera  à  l'angle  commun.  37 
à  la  1.>*e  horizontale,  ayant  —  37  à  la  l.^e  verticale,  sera 
à  l'angle  de  droite,  et — 37  à  l'angle  inférieur  de  la  1 .""«  ver- 
ticale 'y  34,  commun  à  la  2.®  horizontale  et'  à  la  iJ^  verti- 
cale,  sera  placé  à  la  case  commune ,  qui  est  la  première  de 
la  2.e  horizontale;  24  à  la  2.^  horizontale ,  ayant  —24  à  la 
1  .re  verticale,  sera  placé  à  la  dernière  case  de  cette  2.«  hori- 
zontale, et— 24  symétriquement  à  Favant-demière  case  de 
la  1  .re  verticale;  de  même — 28,  étant  commun  à  la  1 J^  ho- 
rizontale et  à  la  2.®  verticale ,  sera  placé  àla  case  commune, 
qui  est  la  première  de  cette  2.®  verticale;  —^  30,  à  la  1  .^  ho- 
rizontale ,  ayant  +  30  à  la  2.^  verticale ,  sera  placé  à  la  case 
symétrique ,  qui  est  l'avant-demière  de  la  1 J^  horizontale  ; 
— 22,  commun  à  la  2.»  horizontale  et  à  la  2.®  verticale,  sera 
à  la  case  commune,  qui  est  la  seconde  des  2.^  horizontale 
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et  2.^  rerticale  ;  enfin  —  29,  à  la  2.^  horizontale ,  ajanl+ 29 
à  la  2.^  verticale ,  sera  placé  à  l'angle  du  carré  central , 
considéré  avec  sa  bordure ,  et  29  à  la  case  symétrii^ue,  ou 
à  l'autre  angle  diagonal  de  ce  carré  central.  Il  n'y  a  jamais 
d'incertitude  à  cet  égard*  On  est  entré  dans  ce  détail  parce 
qu'U  serrira  par  la  suite  pour  d'autres  carrés  auxquels 
il  sert  de  base. 

On  peut  être  curieiix  de  connaître  queUes  seraient  les 
secondes  verticales^  lorsqu'on  a  déjà  formé  arbitrairement 
les  deux  horizontales  et  la  première  verticale;  ici  les  diffé- 
rences de  différences  sont  indispensables.  Yoir  d'abord 
le  carré  de  9  construit  d'après  les  données  ci -dessus 
{planche  22  bis,  figure  c). 

Pour  avoir  les  secondes  verticales;  puisque  chacune  est 
composée  de  deux  différences  de  chaque  horizontale,  dont 
l'une  avec  changement  de  signe,  et  des  cinq  différences 
restantes  avec  les  signes  i:,  il  suit  que  l'on  doit  chercher 
toutes  les  différences  que  peuvent  comporter  ces  cinq  dif- 
férences, et  il  suMt  d'avoir  des  résultats  positif,  comme 
on  va  le  voir. 

Si  l'on  cherche  toutes  les  différences  2  à  2  que  pré- 
sentent les  différences  de  la  1 J^  horizontale  non  employées 
dans  la  1.^  verticale ,  on  aura  tous  lés  couples  de  difië- 
rences  dont  une  avec  changement  de  signe,  que  présente 
la  l.re  horizontale,  et  qui  peuvent  fiûre  partie  de  la 
2.«  verticale. 

Si  l'on  agit  de  même  sur  les  différences  non  employées 
de  la  2.®  horizontale,  il  est  clair  qu'en  ajoutant  ou  sous- 
trayant l'une  de  l'autre  ces  nouvelles  différences,  il  fiiut 
que  cette  somme,  ou  le  résultat  de  cette  soustraction,  pré- 
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sente  un  nombre  égal  aux  différences  des  cinq  différences 
restantes* 

Si  Pon  prenait  ceUes-^i  négativement,  la  somme  ci-dessus 
deriendrait  positive;  si,  au  contraire ,  on  les  prenait  posi- 
tivement, cette  somme  serait  négative  :  c'est  pourquoi, 
ainsi  qu'on  l'a  dit,  il  ne  but  s'occuper  que  des  résultats 
positiÊ. 

Les  cinq  différences  restantes  sont  18,  U,  15, 16,  17. 
On  les  ajoutera  ;  ensuite  on  en  soustraira  une  de  la  somme 
des  ft  autres;  puis  2  de  la  somme  des  3  autres.  H  est 
inutfle  d'aller  plus  loin  :  car  on  obtiendrait  le  même  ré- 
sultat, avec  changement  de  signe,  en  ôtant  3  différences 
de  la  somme  de  2  autres  ;  or  5  lettres  combinées  4  à  4 
donnent  le  même  résultat  que  5  lettres  combinées  1  à  1. 
Ainsi  il  n'y  aura  que  5  différences  de  différences,  si  l'on 
soustrait  l'une  de  la  somme  des  4  autres. 

He  même,  5  lettres  combinées  3  à  3  donnant  le  même 
résultat  que  5  lettres  combinées  2  à 2,  on  aura,  pour  le  cas 
011  l'on  6te  2  différences  de  la  somme  des  ^  autres,  f;|=10  : 
donc  10  différences  de  différences  p<mr  le  second  cas. 
Yoici  les  résultats  : 


13+14+15+16+17=^75 
13+14+15+16—17=41 
13+14+15+17—16=43 
13+14+16+17—15=45 
13+15+16+17—14=47 
ia+15+16+17— 13=49 


13+14+15-16—17=9 
13+lii+16— 15— 17=11 
13+15+16—14—17=13 
14+15+16—13—17=15 
13+14+17—1^-16=13 
13+15+17—14—16=15 
14+15+17—13—16=17 
13+16+17—14—15=17 
14+1Q+17— 13— 15=19 
15+16+17—13—14=21 
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Les  diffirenoes  de  la  1.'«  horuontale  non  eraj^ojëes 
dans  la  1.»»  vertioale, sont +  39+ 38  — S3— 32^31 — 
S0*-28. 

Celles  de  la  2.^  horizontale  également  non  employées 
dans  la  même  yerticale  sont  +  36  +  3S — 29 — 27-— 26^ 
25—22. 

Formant  les  différences  de  différences  2  à  2,  on  anra  : 


J.n» 

■OUIOHTIU. 

2."  ■OMMItlU. 

89-^38.. 

.     1 

8»-.S2.. 

.1 

86—35.. 

.  1 

29—27.. 

.2 

39+33.. 

.72 

38-411.. 

.2 

96+29.. 

.65 

29-26.. 

.8 

39+82.. 

.71 

33—30.. 

.3 

36+27.. 

.63 

29—25.. 

.4 

39+31.. 

.70 

33—28.. 

.5 

36+2&. 

.62 

29-2Z. 

.7 

39+30.. 

.69 

32-31.. 

.1 

36+25.. 

.61 

27—36.. 

.1 

39+28.. 

.67 

32-30.. 

.2 

36+22.. 

.58 

27-25.. 

.2 

88+33.. 

.71 

32-28.. 

.4 

35+29.. 

.6a 

27—22.. 

.5 

38+32.. 

.70 

31—30.. 

.1 

85+27.. 

.62 

26—25.. 

.1 

38+31. . 

.69 

31—28.. 

.3 

35+26.. 

.61 

26-22.. 

.4 

88+30.. 

.68 

30-28.. 

.2 

35+25.. 

.60 

35—22.. 

.3 

38+28.. 

.66 

35+22.. 

.57 

n  iant  maintenant  qa'en  ajoutant  l'on  des  résultats  de' 
la  f  •>«  horizontale  a^ec  l'mn  de  cenx  de  la  2»®9  on  en  sous- 
trayant Ton  de  l'antre,  on  obtienne  l^ane  des  différences 
des  cinq  différences  dont  on  a  le  tableau*  Or,  en  jetant  les 
yeux  sur  oes  différons  tableaux,  on  voit  qu'il  n'est  pas  pos- 
sible d^aToir,  soit  par  addition,  soit  par  soustraction  y  les 
résultats  ftl,  43,  45,  47,  49  :  car  l'un  des  grands  nombres 
soustrait  d'un  autre  grand  nombre  aurait  une  différence 
trop  petite;  un  petit  soustrait  d'un  grand  donnerait  une 
différence  trc^  grande  :  ainsi  5,  plus  grand  des  petits 


28  BORDURES    FAUTIVES. 

nombres  9.^té  de  57,  plus  petit  des  grands,  resterait  52^  plos 
grand  qae  49.  On  ne  compare  pas  7,  qui  est  en  effet  le 
plus  grand  des  petits  :  car  il  ûiudrait  l'ôter  de  66,  et  la 
différence  59  est  encore  plus  grande  que  52. 

On  ne  peut  pas  aToir  17, 19  et  21  :  car  un  petit  nombre 
soustrait  d'un  grand  donne  un  résultat  trop  grand ,  et  le 
plus  petit  grand  nombre  soustrait  du  plus  grand  des  grands 
nombres ,  ce  qui  serait  ici  72—57,  ne  domoie  que  15<17, 
et  à  plus  forte  raison  <  19  <  21  :  il  n'est  donc  plus  ques^ 
fion  que  d'obtenir  75,  9, 11, 13, 15,  à  quoi  se  réduisent  lès 
différences  des  cinq  différences  restantes.  C'est  ce  qu'on 
obtient  fiicilement.  D'abord  on  ne  peut  pour  75  combiner 
deux  petits  nombres  ni  deux  grands;  de  plus, les  grands 
nombres  de  la2.c  horizontale  ne  peuvent  se  combiner  avec 
les  petits  de  la  t.*«:  car  le  plus  grand  de  cette  2.®  horizon- 
tale est  65,  et  le  plus  grand  des  petits  de  la  L^^  horizon- 
tale est  5  :  or  65+5=;70<75  ;  il  Êiudra  donc  combiner  les 
grands  de  la  \J^  horizontale  ayec  les  petits  de  la-2.^ 

Quant  à  9, 11, 1  S,  15,  on  ne  peut  comparer  un  grand  et 
un  petit  nombre ,  mais  bien  deux  grands  ou  deux  petits , 
comme  on  le  verra  ci-dessous» 

.  D'abord  9  par  les  petits  nombres  s'obtient  par  2+7, 
et  4+5;  il  s'obtient  encore  par  66—57, 67—58,  69—60, 
70—61,71—62,72—63. 

11  peut  provenir  de  4+7,  68—57,  69—58,  71—60, 
72-61. 

13  s'obtient  par  70—57,  71—58. 

15  ne  peut  provenir  que  de  72 — 57. 

Au  moyen  des  données  précédentes  on  obtient  fiicile- 
ment  les  résultats  snivans: 
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39  +  33  +  29—  26  ) 

39  +  33  +  25  —  22 

39+32  +  29  —  35 

39+32+26—22 

39  +  31  +  27—22 

^75 

38  +  30  +  29-22 

38  +  32  +  27  —  22 

38+33  +  29—25 

38  +  33  +  26  —  22  j 

33  —  31  +  29  —  22  ' 

\ 

32  —  80  +  29—22 

30  —  28  +  29  —  22 

33-28  +  29  —  25 

33-28  +  26  —  22 

32  —  28  +  27  —  22 

38  +  28  —  35—22 

89+28-36-22 

39  +  30-35—25 

h 

88  +  31—35-25 

39  +  31—36-25 

39  +  31  —  35  —  26 

38  +  32  —  36-  25 

38  +  32  —  35  —  26 

39  +  32  —  36-  26 

39  +  82—35  —  27 

38  +  83  —  86  —  26 

88+38  —  35—27 

39  +  83  —  36—27  ; 

/ 
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32  — 28  + 

29  — 

22 

38  +  30  — 

35  — 

22 

39  +  30  — 

36  — 

22 

38  +  31  — 

36  — 

22 

39  +  32  — 

35  — 

25 

38  +  38  — 

35  — 

25 

39  +  38  — 

36  — 

25 

39  +  33  — 

35  — 

26 

39  +  31  — 

35- 

22 

38  +  32- 

35- 

■  22 

39  +  32  — 

36- 

.  22 

38  +  33  — 

36- 

22 

11 


13 


39  +  33  —  35  —  22       15 

En  tout  41  secondes  verticales  ;  et,  comme  on  peut  chan- 
ger le  signe  du  résultat  des  différences  des  cinq  différentes , 
et  par  conséquent  aussi  celui  des  résultats  qui  précèdent, 
on  aurait  encore  41  autres  yerticales  :  total,  82. 

€e  grand  nombre  de  verticales  fidt  qu'on  s'abstient  de 
la  recherche  que  l'on  vieni  de  &ire>  parce  qu'on  trouve 
aisément,  et  à  l'œil,  une  verticale  convenable. 

Les  bordures  triples,  quadruples ^  etc.,  peuvent  alter- 
ner de  manière  à  se  trouver  entre  des  bordures  simples 
régulières,  ou  d'autres,  bordures  ausâ  doubles,  triples, 
etc.  Ainsi,  pour  le  carré  de  15  à  carré  central  de  3, 
que  l'on  veuille,  par  exemple,  les  2.c,  8.®  et  5.«  bor- 
dures &utives  :  comme  il  j  aurait  6  bordures  simples,  on 
composerait  les  ij^  et  2»^  horizontales  à  l'ordinaire,  ainsi 
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que  les  1  .^^  et  2.®  rerticales ,  en  plaçant  les  complémens 
des  4  cases  autour  des  angles  symétriquement,  et  les 
autres  complémens  aux  cases  opposées^  puisque  la  ft.« 
bordure  est  régulière.  On  aura  par  ce  moyen  une  double 
bordvy  extérieure,  et  la  S.®  sera  feutire*  On  passera  aux 
trois  horizontales  et  aux  trois  verticales  suivantes,  pour 
le  carré  de  1 1 ,  et  fes  nombres  seront  encore  placés  symé- 
triquement ,  sauf  ceux  qui  couvrent  le  carré  de  5  ^  lequel 
est  régulier,  et  l'on  aura  bordure  triple;  enfin  on  compo- 
sera la  6.®  horisontale  et  la  6.^  verticale ,  chacune^  de  5 
cases  à  chaque  ligne ,  et  régulièrement 

On  a  choisi  le  carré  central  formé  des  9  nombres  du  mi- 
lieu du  carré  total, lesquels  sont  109, 110, 111, 112,113, 
114,115, 116,  117.  Puisque  le  moyen  est  alors  au  mi- 
fieu,  il  restera  les  différences  de  +  5à  +  112*  On  peut 
se  dispenser  de  fsdre  le  tableau  de  ces  difiérences  et  des 
nombres  qui  y  répondent  :  car  il  est  fecile  de  trouver  ces 
demiets,  lorsqu'une  différence  pour  l'un  d'eux  est  con- 
mue ,  et  il  n'est  pas  plus  £fficile  de  composer  les  bordures 
sans  tableau ,  en  prenant,  autant  que  possible ,  des  diffé- 
rences qui  se  suivetit  en  plus  et  en  moins ,  et  en  com- 
mençant par  les  plus  grandes* 
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IlfesCe  les  différences  5^  6,7, 8, 9, 10, 11, 12,  avec  les- 
quelles on  compose  aisément  llioriiontale  et  la  yerticale 
de  la  bordure. 

Si  l'on  voulait  connaître  toutes  les  bordures  qu'on  pour- 
rait &ire  avec  ces  8  différences ,  on  remarquerait  d'abord 
que  12  ne  peut  se  joindre  à  deux  autres  différences  :  car 
12,  avec  les  deux  plus  petites  5  et  6,  fiiit  23;  or  on  ne 
peut  Caire  23  avec  deux  autres  différences  :  dcmc  12,  qui 
doit  faire  partie  de  l'une  des  lignes ,  ne  peut  s'y  trouver 
avec  deux  autres  différences  du  même  signe.  On  joindra 
12  successivement  avec  11, 10,9 , 8,  7,  et  l'on  aura 
12+11—10—8—5  12+10—  9—7—6 

—10-7-6  12+  9—10—6—5 

—  9—8—6  —  8—7—6 

12+10—11—6—5  12+  8—  9—6—5 

_  9—8—5  12+  7—  8—6—5 

On  verra,  pour  chaque  combinaison  ci-dessus,  quels 
sont  les  nombres  restans;  on  formera  les  différences  de 
différences,  ce  qui  en  donnera  4  :  elles  seront  toutes  paires, 
ce  qui  provient  de  ce  qu'il  y  a  autant  de  pairs  que  d'im- 
pairs dans  les  8  différences  restantes.  Par  conséquent , 
puisque  chaque  ligne  a  5  différences,  il  faut  qu'il  j  entre 
deux  impairs  :  autrement  la  somme  de  ces  différences  ne 
pourrait  étre=:0.  H  restera  donc  2  impairs  et  1  pair  par- 
mi les  3  différences  à  comparer  entr'elles,  ce  qui  donne 
un  résultat  pair.  Maintenant  il  faut  prendre  les  différences 
de  chaque  ligne  ci-dessus ,  deux  par  deux ,  mais  ne  s'oc- 
cupant  que  des  résultats  pairs.  Par  exemple ,  les  différences 
restantes,  après  la  l.'e  ligne,  12+11—10—8 — 5,  sont  6, 
7,9,  qui  donnent  6+7+9=22. . .  6+7— 9=84. . .  6+9—7 

TOM.    II.  3 
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=8...  7+9-6=10;  mais  12+10=22;  12  +  8=20; 
11+5=16;  10— &=â:  il  n'j  a  qne  22  qui  puisse  serrir  A 
la  verticale,  laquelle  sera  12+10 — 6 — 1 — ^9. 
Agissant  de  même  pour  les  autres  rerlicales,  on  aura  : 


12+11—10-8—5 
12+11—10-7—6 
12+11-10—7—6 
12+11—  9—8—6 
12+10—11—6—5 
12+10—  9—8—5 
12+10—  9—7-6 
12+10—  9—7—6 
12+  9—10—6—5 
12+  9—  8—7—6 
12+  8—  9-6—5 
12+  7—  8—6—5 


12+10-  6-  7—  9. . . .  1 
12+10-  5—  8—  9. . . .  2 
10—  6+  9—  8—  5. . . .  3 
8—6+10—7—5....  4 
11—5+  9—7—8....  5 
1i_10+11—  7—6* 
12—10+11—  8—  5* 


9—7+11—8—5....   6 

10—6+11—  7—8....   7 

9+  7+  5—10—11....    8 

8+  6+  7-10—11....    9 

7+  5+  9— 10— 11....  10 

On  pourrait  croire  qu'il  j  a  12  systèmes  de  lignes* 

mais  il  j  en  a  qui  rentrent  les  uns  dans  les  autres;  on 

les  a  marqués  d'un  signe,  et  il  reste  10  systèmes.  Si  l'on 

ch<^it  le  2.«,  on  aura: 

Horizontale 12+11-10—7—6 

Terticale 12—  5+10—8—9 

n  résulte  de  l'analjse  ci-dessus  que  l'on  arrire  fiicile- 
ment ,  par  le  moyen  des  difltérenoes  de  différences ,  à 
trouver  la  dernière  ligne  que  l'on  cherche;  mais,  comme 
la  plus  légère  altération  dans  l'une  des  précédentes  oblige 
de  recommencer  l'opération ,  on  conçoit  qu'on  ne  se  serve 
que  rarement  de  ces  diflikences  de  différences;  d'ailleurs 
il  y  a  souvent  tant  de  difiérences  i  combiner  entr'efles , 
et  il  en  reste  un  si  grand  nombre,  que  le  travail  deviendrait 
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insupportable.  II  j  a  des  cas  cependant  où  il  est  bon  de 
recourir  à  cette  méthode  des  différences  de  différences. 

On  doit  &ire  remarquer  une  fois  pour  toutes  que> 
dans  l'opération  de  la  composition  de  bordures  doubles , 
trijrfeSy  etc.  9  il  Oatut  considérer,  comme  on  l'a  fait  jusqu'à 
présent,  chaque  carré  terminé  par  une  bordure  exacte, 
comme  si  ce  carré  était  sans  bordure.  En  conséquence  les 
^iïérences  qui  seront  placées  au  dessus  ou  à  gauche  de 
ces  carrés  pour  les  horizontales  et  les  yerticales,  auront 
leurs  complémenstoujoursopposés,  et  jamais  symétriques. 
On  trouvera  le  carré  de  15,  d'après  les  données  cô-dessus, 
(  planche 'SLSJl  his y  figure  d). 

On  a  donc  une  bordure  simple,  une  double  et  une  triple. 
On  Ta  terminer  par  le  carré  de  17  les  bordures  de  carrés 
impairs.  On  suppose  qu'on  yeuille  les  1.^^  et  2.^  bordures 
régulières  ;  pub  une  bordure  triple,  et  les  deux  dernières 
régulières;  on  donne  ce  carré ,  dont  on  a  supprimé  les 
différences,  et  dont  on  se  contente  de  présenter  le  détail. 
Le  carré  central  de  3  se  compose  des  nombres  1 33 , 1 36  , 
139, 142,  IM,  148,  151 ,  154, 157.  Yoir  {planche  XXII 
bis,  figure  c). 

Les  deux  premières  bordures  étant  construites ,  on  les 
considère,  ayec  le  carré  central,  conmie  ne  fabant  en- 
semble qu'un  seul  carré  central  de  7.  Les  trois  suivantes 
sont  arrangées  pour  en  donner  une  triple,  et  les  deux 
dernières  sont  construites  régulièrement. 

Ce  carré  a  été  construit  immédiatement,  sans  correction. 
On  va  voir,  par  la  composition  des  lignes,  qu'on  est  parvenu , 
sans  tableau  des  différences ,  à  écrire  sur  le  champ  ce  carré. 
On  n'a  eu  que  les  nombres  à  substituer  aux  différences , 
opération  facile ,  et  qui  n*exige  qu'un  peu  d'attention. 
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(Horia(mtaIe.a6+23+24— 22— 21— 17— 18 
2.e  iwrdnre.^^^^^^      26-23+19+18-1»-14— 11 

,    ^    ^       CHorBontak-  — 5+16+7— 10— 8 
^•"*^'^\Tertic.le...-5+  2-4-  1  +  8 

Passant  aux  carrés  pairs,  il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  : 
le  carré  central  sera  pair;  il  importe  peu  qu'il  ait  ou  n'ait 
point  de  bordure.  Yoici  celui  de  8,  dont  la  \J^  bordure 
est  âutire,  et  par  conséquent  carré  central  de  ft  avec  bor- 
dure double*  n  Êiut  toujours  que  les  cases  autour  des  angles 
soient  remplies  symétriquement. 

Le  couple  étant  de  65.»  chaque  nombre  vaut  32,5; les 
différences  seront  donc  de  0,5  à  31,5  en  plus  et  en  moins. 
Que  l'on  compose  le  carré  central  àes  nombres  du  milieu, 
qui  sont  de  25  à  40;  il  restera  les  différences  de  8,5  à  31,5, 
qui  sont  celles  des  nombres  de  1  à  24.  Soient  donc  les 
horizontales  et  les  verticales  : 

\.^h.  3ÎI5+to1^+29,5— 28^,5— 27^5---26,5— 25,5+16^ 

2.e  h»  ^154-23^-22,5—21^^ 

1.'Ct.   31,5— 3o!5+îà!îU.23^15,5+14l,5-.1355+12,5 

i.h.       I.h.       2.  h.       2.  h. 

2.e  T.   27,5+28,*— 20,5+21,5^11J5+10,5—  9,5+  8,5 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  il  riendra  le 
carré  (^planche  XXII  his ^  Jigure /*) 

Si  dans  le  carré  de  10  à  toutes  bordures  on  voulait  que 
la  première  fût  irrégulière,  on  construirait  la  plus  extérieure 
à  l'ordinaire,  les  complémens  étant  aux  cases  opposées,  et 
les  deux  premières  bordures  en  feraient  une  double*  Que 
l'on  prenne  encore  les  16  cases  du  milieu  pour  le  carré 
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central  :  3  restera  les  différences  de  8,5  à  49^.  (Voir 
planche  XXIII  his^  figure  g.) 

On  se  dispense  de  donner  le  détail  des  lignes. 

Il  ne  serait  pas  plus  difficile  de  Êdre  le  même  carré  ayec 
la  2.e  bordure  fiiutire  :  on  construirait  la  1  •>•«,  qui  est  régu- 
lière, et  le  carré  serait  celui  de  6;  on  agirait  à  l'ordinaire* 
On  pourrait  aussi  commencer  par  la  bordure  double,  et 
conserver  les  36  nombres  du  milieu  pour  le  carré  de  6 
avec  ou  sans  bordure.  On  va  terminer  par  le  carré  de  1A 
à  5  bordures,  de  manière  que  les  1.'^,  2.«,  3.®  et  4.©  soient 
fautives,  ou  mieux,  de  manière  à  avoir  bordure  quintuple* 
(  Planche  XXIII  his ,  figure  h.  ) 

On  va  donner  les  lignes  de  différences ,  et  l'on  peut  juger 
de  la  ÊLCilité  avec  laquelle  on  arrive  au  résultat  dans  tous 
les  cas.  On  voit  combien  la  méthode  donnée  est  préférable 
à  celle  de  Frénicle, laquelle ,  d'ailleurs,  peut  ne  pas  se  prê- 
ter aux  cbangemens  que  l'on  veut  effectuer,  et  présente 
des  causes  d'erreurs  que  l'on  ne  peut  'rencontrer  par  le 
moyen  donné.  On  doit  toujours,  par  la  méthode  de  Fré- 
nicle ,  commencer  par  construire  le  carré  avant  de  le  lec-» 
tifier,  et  faire  des  bordures  inutiles.. 
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On  a  distribué  les  différences  de  manière  à  indiquer, 
aux  Terticales^  celles  de  ces  différences  communes  aux 
horizontales  avec  lé  même  signe  ou  signe  contraire* 
Ainsi,  à  la  l.re  yerticale,  par  exemple ,  les  deux  premières 
différences  sont  les  deux  premières  de  la  l.''^  horixontale, 
et  la  première  des  deux  conserre  le  signe,  la  seconde  le 
change;  les  deux  différences  suiyantes  se  rapportent  à  la 
2.^  horizontale,  et  les  signes  ont  la  même  distribution;  les 
deux  différeaces  qui  viennent  après ,  sont  tirées  de  la  S.® 
horizontale  ;  les  suivantes ,  de  la  4.® ,  et  les  deux  qui  suivent , 
de  la  5.^.  Les  quatre  dermères  sont  ceHes  qui  recouvrent 
le  carré  central  dans  les  dix  lignes.  La  2.^  verticale  pré- 
sente le  même  arrangement  que  la  première ,  et  ainsi  des 
autres.  On  voit  qu'il  ne  Êiut  qu'un  peu  d'ordre  pour  arriver 
promptement  au  carré  cherché. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  différences  se  suivent 
comme  dans  les  exemples  donnés.  Spit  à  faire  le  carré  de 
9  avec  la  iJ^  bordure  exacte  et  double  bordure.  Soit  le 
carré  central  formé  par  les  nombres  1 , 8, 15. ...  34 ,  41 , 
48. . . .  67, 74 ,  81  :  il  restera  les  différences. 
12  3  4  5  6.... 8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19 

20  21  22  23  24  25 27  28  29  30  31  32 34 

35  36  37  38  39. 

Soit  la  bordure  du  carré  de  3  r 

Horizontale 23—28+  39  +  36—24 

VerUcale 23+28+11— 13— a 

U  restera  les  différences 
1  2  4  5  6  8  9  10  12  14  15  16  17  18  19  20  21  22 
25  27  29  30  31  32  34  35  37  38 


J 
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Pour  la  bordure  double,  Boieat  les  faoriflontales  et  les 
yerticales  : 

l.«5bori«.— 32— 34  +  21  +  12+20+38—  6—17—  2 
2.e  horia,— 29— 27+35+25+22— 15— 14— 16+19 
l.'^Tert.— »+ 34— 27+29+31— 37+10— 9+  1 
2.e  vert— 21— 12+35— 25  +  18+  5—30—  8—  4 

n  reste  à  donner  les  combinaisons  de  ces  bordures 
multiples. 

GARRé  DE  &  A  DOUBLE  BORDURE. 

Le  carré  central  de  25  comprend  les  25  nombres  du 
milieu. 

Chaque  ligne  du  carré  de  9  doit  être  impaire  >  ajant 
9  •  41  =s369«  Parles  différences ,  à  chaque  différence  paire 
répond  un  nombre  impair ,  et  réciproquement  :  d'oii  il  suit 
que  les  différences  impaires  doivent  être  en  nombre  pair 
dans  chaque  ligne,  afin  que  les  paires  soient  en  nombre 
impair,  et  par  conséquent  que  les  nombres  correspondans 
aux  différences  paires  j  soient  en  nombre  impair. 

Gela  établi,  il  fiiut  voir  queUes  sont  les  combinaisons 
pour  les  deux  horisontales,  d'après  le  nombre  d'impairs 
qui  les  composent  H  ne  s'agit  pas  ici  des  permutations 
des  9  nombres  choisis  pour  chaque  ligne,  mais  seulement 
du  choix  de  9  différences  pour  <^que  horizontale.  D'abord 
on  ne  peut  prendre  2  impairs  sur  les  1 4  que  présentent  les 
différences  de  13  à  40  :  car  il  iaudrait  16p^rs,  et  l'on  n'en 
a  que  1 4. 

PRBMIJiR   CAS. 

Soient  donc  4  impairs  et  1 4  pairs  pour  les  deux  lignes  : 
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on  peut  ayoir  ou  2  impain  dans  chaque  ligne  ou  les  4  im- 
pairs dans  une  ligne. 

Que  les  4  inquôrs  soient  dans  une  hgne  :  il  reste  5  pairs 
à  placer  sur  ii,  ce  qui  donne  ^♦UV.V.V.V'^=2002;  les  « 
impairs  sur  U  donnent  ^\'Jj:f?;'^  =  1001.  Ainsi  pour  la 
j^remière  ligne  on  aura  2002*1001  =2004002; la  seconde 
ligne,  comprenant  les  0  pairs  restans,  est  détaminée  :  il 
n'y  a  donc  dans  ce  cas  que  les  2004002. 

Ilja2impairs  dans  chaque  ligne;  il  reste  les  14  pairs, 
ce  qui  donne  pour  7  sur  14,  3432.  Les  2  impairs  sur  14 
donnent  ^=91.  Ainsi  3432.91  =  312312;  la  2.»  ligne 
est  déterminée  quant  aux  pairs  par  les  7  de  la  première; 
mabpour  les  2  impairs  sur  les  12  restans,  elle  aurait  ti^ 
=66  :  donc  312312*66=20612592. 

DEUXlàMB   CAS. 

S'il  j  a  6  impairs  employés,  ils  seront,  ou  2  dans  une 
ligne  et  4  dans  l'autre,  ou  tous  les  6  dans  une  même  ligne. 

Soient  les  6  dans  une  ligne  :  cda  donnera  ^^îîî'.iViViJé''* 
=  3003;  les  3  pairs  auront iVi^=^*  '  ^o»<^  3003-364 
=1093092.  Quant  àla2.e  ligne,elle  aura  9 pairs  sur  les  1 1 
restans,ouU^=55:ainsiilYientl093092.55=60120060. 

S'il  y  a2  impairs  dans  une  ligne  et  4  dans  l'autre,  la  l.*^ 
aura,  pour  les  7  pairs,  3432,  et  pour  les  2  impairs  91  :  en 
tout  312312=3432. 91.  La  seconde  ligne  aura  5  pairs  à 
prendre  sur  les  7  restans  ou^=21,et  surks  12impairs 
elle  en  doit  prendre  4  ou'y.V.V>\''=^9^  -  ^^^  495*21 
=10395.  Ainsi  pour  ce  cas, 312312. 10395=3246483240. 

TEOISlàxB   CAS. 

On  emploie  8  impairs;  ik  seront  dans  la  même  ligne , 
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oa  6  dans  Tune  et  2 dans  l'antre^,  ou  4  dans  chaque  ligne. 

Soient  les  8  dansla  même  ligne  :  il  fiiudra  encore  nn 
pair;  ces  8  impairs  donnent  ^♦îlVAViVf^r*  =:  3003.  Il  faut 
un  pair  sur  14,  ce  qui  donne  14;  ainsi  3003*  14=42042* 
Quant  à  la  2*0  ligne,  elle  aura  9  nombres  pairs  sur  les  13 
restam,  ou  ^V^|fJV7^z==  715,  ainsi  42042. 715c=30()600TO 
pour  ce  cas. 

S'il  y  a  2  impairs  dans  une  ligne  et  6  dans  l'autre,  la 
première  aura  312312  comme  ci-dessus;  la  seconde  ligne 
aura  6  impairs  sur  les  12  restans,  ou  ^V:^:^ît?f?f^=924; 
et  pour  3  pairs  sur  7  restans^7|r|=35  :  d'où  924  •  35r=: 
32340,  et  312312.32340=13130170080  pour  ce  cas. 

Enfin  4  impairs  dans  chaque  ligne  donneront  pour  la 
premièreiVrfriH"=1001.  5pairsfourniront<*;!V.V.V!i  ^^ 
=  2002:  ainsi  2002.1001=2004002.  La  2.»  ligne  aura 
4impairssur  10  restans,  *^!f|7J^  =  210,et  5  pairs  8ur9 
restans  =  »:»:;:;:;  =  126  :  donc  126  .210  =26460  et 
2004002 .  26460  =  53025892920. 

QUATRIÀMB   CAS* 

On  emploie  10  impairs,  et  il  y  aura  ou  2  et  8  dans  les 
fignes,ou4et6. 

Pour  2  et  8,  la  iJ^  ligne  aura  91  pour  les  2  impairs,  et 
3432  pour  les  7  pairs,  ce  qui  donne  312312.  La  2.^  ligne 
aura  7  pour  le  pair  qui  lui  manque  sur  7  restans  ;  quant 
aux  8  impairs  sur  12,  on  aura  *  V.  V.V?i  ^ =495  :  donc  495 
par  7=3465,  et  312312. 3465=1082161080. 

Si  l'on  prend  4  et  6  impairs  pour  les  lignes ,  la  1  .'^  aura 
pour  les  impairs  ^*tVi«iîV*  =  1001 ,  et  pour  les  5  pairs 
2002,  ce  qui  donne  2002.1001  =2004002.  La  2.»  Hgne 
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aura  6  impairs  sur  fO  restans  ==  210,  et  3  pairs  sur  9 
=  f4f{z=3  84.  Ainsi  8ft  •  210  =  176^0  :  donc  en  tout 
2004002*  17640=35350595280. 

CINQUliMB   CAS*. 

On  emploie  1 2  impairs  y  sayoir  :  4  et  8  ou  6  et  6. 

Qu'on  en  prenne  4  et  8  :  la  \J^  Hgne  aura  2004002;  la 
seconde  aura  9  combinaisons  pour  les  pairs,  puisqu'il  en 
reste  9 ,  et  qu'il  n'en  faut  qu'un ,  plus  8  in^iairs  sur  10  qui 
restent,ou  ^=45.  Ainsi  45*9=405  :  donc  2004002*405= 
811620810. 

Pour  6  dans  chaque  ligne,  il  viendra  pour  la  1.^^ ,  et  à 
raison  des  impairs/*;  i.Y.".V!îîV*=^^^>^^  pour  Spairs, 
tV:Vr^=364  :  donc  3003  .  364=  1093092;  la  2.*  ligne 
aura  6  sur  8  impairs  restans=28,  et  3  pairs  sur  les  1 1  res* 
*«w  =  4Ti^  =  165  :  donc  165  .  28  =  4620.  Ainsi 
1093092*4620=5050085040. 

SIXlàlfB   GIS. 

Enfin  si  l'on  emploie  les  14  impairs,  il  ne  peuty  en  avoir 
que  6  et  8  dans  les  lignes  :  la  première  aura,  comme  ci- 
dessus,  1093092,  et  la  seconde  aura  les  8  impairs  restans, 
ainsi  rien  à  calculer  pohr  cenx-cL  II  reste  1 1  pairs  :  donc 
la  2.«  ligne  n'aura  que  11  combinabons ,  et  il  viendra 
1093092*11  s1202)01^ 

Réunissant  toutes  les  sommes ,  on  aura 

2,004,002  +  20,612,592  +  60,120,060  +  3,246,488,240 

+  30,060,030  +  13,130,170,080  +  53,025,892,920 

+  1,082,161,080  +  35,350,595,280  +  811,620,810 

+  5,050^085,040  +  12,024,012  =  111,821,829,246. 

Ce  nomlMre  prodigieux  n'est  qu'une  &ible  partie  des 
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combinaisons  :  car  pour  chaque  ligne  on  peut  permuter 
presque  toutes  les  différences  qui  la  composent,  ce  qui 
donne  un  produit  considérable.  Nous  disons  presque, 
parce  que  dans  beaucoup  de  cas  il  j  a  quelques  précau- 
tions à  prendre^  par  exemple  dans  le  cas  des  1A  impairs 
employés.  Il  reste  10  pairs  pour  remplir  les  2Terticales;  la 
somme  de  5  d'entr'eux  sera  paire,  et  par  conséquent  la 
sonune  des  nombres  impaire.  H  £aut  alors  que  les  4  diffé- 
rences communes  soient  impaires,  ou  deux  seulement,  un 
ne  pourrait  donc  aroir  aux  angles  de  l'une  des  horizon- 
tales deux  pairs ,  et  aux  extrémités  de  Fautre  horizontale 
un  seul  impair  :  car  la  1.^®  rerticale  n'aurait  qu'une  diffé- 
rence impaire;  il  résulterait  qu'on  aurait  8  pairs,  et  que 
la  somme  des  nombres  serait  paire;  et,  comme  la  différence 
unique  impaire  donnerait  aussi  un  nombre  pair,  la  verti- 
cale serait  paire.  11  en  serait  de  même  s'il  n'y  avait  que  3 
impairs  dans  l'une  des  verticales. 

Ge  n'est  pas  tout:  il  faut  pour  chaque  horizontale  former 
séparément  la  différence  de  différences  de  deux  d'entr'elles, 
et  en  plus  seulement. 

un  ajoutera  ensuite  une  différence  de  diflSrences  de  la 
1.^  horizontale  avec  une  de  la  seconde;  les  résultats  obte- 
nus doivent  être  égaux  à  quelques-unes  des  combinaisons 
de  cinq  des  dix  différences  restantes,  et  d'autres  résultats 
égaux  à  quelques-unes  des  combinaisons  des  cinq  autres 
différences.  Ces  différences  restantes  doivent  être  combi- 
nées 5  à  5,  ce  qui  donne  V.'tVgViV/  =  252 , dont  moitié 
seulement  est  à  considérer  :  car  l'une  des  combinaisons 
entraîne  sa  correspondante;  il  suflSra  de  conserver  une 
différence  constante  et  invariable,  et  de  la  combiner  avec 
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les  9  autres,  et  l'on  aura  126 =4*.  Geoiva  s'édaùnâr  sur 

un  exemple,  et  Ton  Terra  quelle  série  de  combinaisons 

résulterait  encore  de  ces  comparaisons. 

Soient  les  deux  horiaontales  arbitraires                              | 

ftO+39+38- 

«26-21- 20-18— 1 7—1 5 

37+86+35+25— 3»-32~23— 31— 1 4 

Les  différences  restantes  sont  34, 30,  29, 28, 27,  24,  22, 

19,16, 13;  on  aura 

les  126  combinaisons  suivantes  : 

34  30  29  28  27 

34  30  29  19  13 

34  30  27  24  16 

24 

34  30  29  16  13 

13 

22 

34  30  28  27  24 

34  30  27  22  19 

19 

22 

16 

16 

19 

13 

13 

16 

34  30  27  19  16 

34  30  29  27  24 

13 

13 

22 

34  30  28  24  22 

34  30  27  16  13 

19 

19 

34  30  24  22  19 

16 

16 

16 

13 

13 

13 

34  30  29  24  22 

34  30  28  22  19 

34  30  24  19  16 

19 

16 

13 

16 

13 

34  30  24  16  13 

13 

34  30  28  19  16 

34  30  22  19  16 

34  30  29  22  19 

13 

13 

16 

34  30  28  16  13 

34  30  22  16  13 

13 

34  30  27  24  22 

34  30  19  16  13 

34  30  29  19  16 

19 

Total  des  combi 

naisons  pour  34,  30. 

(56) 
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34292S2724  842928  19  t6  342927  16  13 

22  13  34  29  24  22  19 

19  34  29  28  16  13  16 

16  34  29  27  24  22  13 

13  19  34  29  24  19 

84  29  28  24  22  16  16 

19  13  84  29  24  19  16 

16  34  29  27  22  19  34  29  22  19  16 

13  16  13 

34  29  28  22  19  13  34  29  22  16  13 

16  34  29  27  19  16  34  29  19  16  13 

13  13 

Total  des  combinaisons  poor  84,  29. 


(35) 


34  28  27  24  22  34  28  27  19  16  34  28  24  19  16 

19           13  13 

16  34  28  27  16  13  34  28  24  16  13 

13  84  28  24  22  19  34  28  22  19  16 

34  28  27  22  19           16  13 

16           13  84  28  22  16  13 

13  34  28  19  16  13 

Total  des  combinaisons  poor  34 ,  26 (7ff) 


34  27  24  22  19   34  27  24  19  16   34  27  22  19  16 

16  13  13 

13   34  27  24  16  13   34  27  22  16  13 

84  27  19  16  13 

Total  des  combinaisons  poor  34,  27. (10) 


48  GARBÉ    DB    9 

34  24  22  19  16      34  24  22  16  13      34  24  19  16  13 
13 

Total  des  combinaisons  pour  34,  24 (4) 


34  22  19  16  13. (1) 


Ces  séries  de  différences  présentent  les  sommes  des 
nombres  triangulaires  1,  3^  6,  10,  15, 21. 

Il  est  pour  le  moment  inutOe  de  s'occuper  des  cinq 
autres  nombres,  puisqu'ils  sont  déterminés  par  les  cinq 
que  l'on  yient  de  considérer. 

Soit  examinée  la  dernière  combinaison  13, 16, 19,  22, 
34.  Sa  correspondante  est  24 ,  27,  28,  29,  30.  H  faut  que 
les  cinq  différences  combinées  entr'elles  soient  égales  à  la 
somme  des  deux  différences  de  différences  prises  dans  les 
horizontales;  or  la  somme  de  ces  cinq  différences  est 
égale  à  leur  addition,  ou  à  la  différence  de  6  d'entr'elles 
à  la  cinquième,  ou  enfin  à  la  différence  de  deux  aux  trois 
autres;  et  il  suflSt  de  conserver  les  résultats  positifr  :  car 
en  changeant  tous  les  signes,  on  aura  les  résultats  négatife* 
n  Tiendra  donc  les  combinaisons  suivantes  : 
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34  22  19  16  13 

30  29  28  27  24 

34+22+19+16+1  a=104 

30+29+28+27+24=1 38 

34+22+19+16—13=  78 

30+29+28+27—24=  90 

34+22+19+13—16=  72 

30+29+28+24—27=  84 

34+22+16+13—19=  66 

30+29+27+24—28=  .82 

34+19+16+13    22=  60 

30+27+24+28—29=  80 

19+16+13+22-34=  36 

29+28+27+24—30—  78 

34+22+19—16-13=  46 

30+29+28—27—24=  36 

34+22+16—19^13=  40 

30+29+27—28—24=  34 

34+22+13—19—16=  34 

30+28+27—29-24=  32 

3Ï+19+16— 22— 13=  34 

30+29+24—28—27=  28 

34+19+13—22—16=  28 

30+28+24—29—27=  26 

34+16+13— 19— 22Tr:  22 

30+27+24—29—28=  24 

22+19+16—13—34=  10 

29+28+27    30—24—  30 

22+19+13—16—34=    4 

29+28+24—30—27=  24 

19+16+1 3— 23— 34=— 8 

28+27+24—30—29=  20 

22q- 1 6+ 1 3— 1 9— 34=— 2 

29+27+24—30—28=  22 

Les  horizontales  étant 

40+39+38—26-21 

—20—18—17—15 

37+36+35+25— 33-32— 31— 2a-14 

leurs  diffi§rences  seront ,  savoir  :  pour  la  première , 

Ton.    II. 
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Les  différences  de  la  l.r^  horuontale 
*2  ••••••        ••    •• 

12345689  11 


53  51  55  56  57  58  59  60  61  64  65  66 
Les  différences  de  la  2.c  horizontale 


•  • 


1     2    8    9  10  11  12  17  18  19 

39  48  ta  50  51  56  57  58  59  60  66  67  68  69  70 

Les  points  marquent  le  nombre  de  fois  qu'une  différence 
de  différence  est  égale  au  nombre  pointé* 

Si  l'on  combine  chacun  des  nombres  ci-dessus  de  la 
1  je  horÛEontale  arec  tous  ceux  de  la  2.*,  il  en  résultera 
des  sommes  qui  seront  ^;ales  à  quelques-unes  des  diffé- 
rences de  différences  de  l'un  des  groupes  des  10  diffé- 
rences. €ela  donnera  une  yerticale.  Si  l'on  obtient  une 
autre  somme  égale  à  l'une  des  différences  de  l'autre  groupe, 
cela  donnera  l'autre  verticale;  mais  il  faut  obsenrer  qu'il 
ne  doit  pas  entrer  les  mêmes  différences  de  l'une  des  hori- 
sontales  dans  la  formation  de  l'autre.  Yojons  des  exemples  : 

Puisque  2  figure  dans  le  1.®''  groupe,  U  s'agit  de  cher- 
cher les  moyens  de  Mre  2  en  joutant  les  différences  ci- 
dessus,  ou  en  retranchant  l'une  de  l'autre. 
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1   1 

3  1 

H    1 

6  8 

8  10 

9  11.. 

.U    9 

53  51 

54  56 

55  57 

56  58.. 

.58  56 

57  59. . 

.59  57 

58  60.. 

.60  58 

64  66 

65  67 

66  68 

Le  1.C'  numéro  est  cdm  de  la  1 J^ 
horisontale  ;le  2.«  est  celui  de  la  2.«* 

Qu'on  choisisse  au  hasard  l'une  des 
combinaisons  ci-^^ntre,  par  exemple  9^ 
11...  9=26—17  de  la  \.^^  horizontale, 
11=:36  — 25  de  la  2.»  horizontale,  et 
11— 9=2=^36— 25+17— 26-,  et  l'on 
aura  pour  la  1  .'^  rerticale 

ae— 85+1 7—26+22+1 6+1  d*S4— 1 9 

Pour  ayoir  la  2.®,  il  Êiut  voir  si  la  com- 
binaison de  deux  autres  différences  de 
différences ,  dont  une  de  chaque  hori- 
zontale y  peut  donner  l'une  des  diffé- 
rences du  2fi  groupe,  ou  les  nombres 
20, 24,  30,  etc.  Yojons  seulement  pour 
20  :  on  ne  pourrait  choisir  59  et  39  :  car 
39  de  la  2.»  h<Mrîzontale  Tient  de  25+ 1 4, 
et  25  est  déjà  employé  ci-dessus.  Mais  1 
+19 donnerait, savoir:  19=33—14. . . 
1=40—39=39—38=21—20;  mais 
non  I8-7I7,  parce  que  17  est  employé: 
on  aurait  donc 

SS— 1  â+40— S9+30+29— 2S— 27— 24 

sj— 14+59— as 

S8— 14+21— 20 

On  pourrait  aussi  prendre  2, 18.. .  • 
3,17...  8,  12...  9, 11...  11, 9,  etc., 
etc.;  et  ainsi  de  suite. 

On  obtiendra  une  quantité  considéra- 
ble de  2.e8  verticales  pour  la  1 .»"«  choisie. 

On  en  formera  une  autre  avec  les 
nombres  ci-contre,  et  l'on  obtiendra  de 
nouvelles  secondes. 
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On  va  doirner  toutes  les  manières  d'obtenir  les  nombres 

du  %^  groupe  de  différences ,  en  supposant  qu'on  égale  la 
somme  des  deux  différences  de  différences  des  horizon- 

tales, à  l'un  des  nombres  des  premiers  groupes. 

(82) 
10  15 
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Les  premiers  nombres  désigne^at  |e  niuaéro  d'ordre  des 
différences  de  la  1.^  horizontale;  les  seconds  nombres  les 
numéros  d'ordre  des  différences  de  la  2fi, 

U  Êiudrait  donc  combiner  chacune  des  manières  de  faire 
2  avec  les  nombres  ci-dessus,  en  omettant  ceux  qui  au- 
raient mêmes  différences  que  celles  de  la  1«'®  verticale  : 
ainsi»  puisque  1  -)-1=^9  on  aura  pour  le  premier  1  les  nu- 
méros d'ordre  1 ,  9,  27,  34;  et  pour  le  second  1,  les  nu- 
méros d'ordre  1, 9,  27,  31.  Ainsi  il  viendrait  : 
1  1...  1  9...  1  27...  1  31...  9  1...  9  9...  9  27... 

9  31...  27  1...  27  9...  27  27...  27  81...  84  1... 

34  9...  34  27...  34  31. 

Comparant  1,  1  avec  les  nombres  qui  donnent  20,  on 
ne  pourra  prendre  pour  le  premier  1  aucun  des  premiers 
nombres  de  20  de  1  à  15 ,  parce  que  les  deux  nombres  dont 
la  différence=l  se  trouvent  l'un  ou  l'autre  dans  la  1 J*  verti- 
cale; par  la  mémo  raison  on  ne  pourra  prendre  pour  le  se- 
cond 1  aucun  des  seconds  nombres  de  1  à  19L  II  restera  donc 
27  30... 34  30...  31  83... 36  33...  28   35...  32  35... 

35  35.. .26  32.. .26  36.. .17  25 

et  mettant  les  différences,  on  aura  les  verticales,  savoir: 
Première  verticsde  commune, 

40—39+ 37— 36+22+1 6+1  a-1 9—34 
Deuxièmes  verticales  pour  20  : 
21—20+33—14+30+29^28-37—24 
18—17+33—14... 
20—18+32-14... 
17—15+32—14. . . 
21—18+31-14... 
20—17+31—14... 
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lft_15H-3î— 14. . . 

26—15+32—23. . . 

26—15+23—14. . . 

38+21—25—14... 
Pour  22  on  aura 
28  30. ..  32  30. ..  35  30. .  .29  33. .  .22  35. ..  33  35 

21—18+33—14+30+28—29—27—24 

20—17+33—14... 

18—15+33—14. . . 

21—17+32-14... 

26—21+31—14... 

20—15+31—14... 
Ponr  24  U  Tiendra  22  30.. .33  30.. .23  33.. .29  33 

26—21+33—14+30+27—29—28—24 

26—21+33—14+29+28-30—27—24 

20—15+33—14+30+27—29—28—24 

20—1 5+  33— 1 4+29+28— 30— 27— 24 

26-20+32—14+30+27—29—28—24 

26—20+ 32— 1 4+29+28— 30— 27— 24 

21—17+32—14+29+28—30—27—24 

21—17+32—14+30+27—29—28—24 
Comme  24,  par  les  5  nombres  du  2."  groupe,  se  &i(  de 
deux  manières,  les  Terticales  sont  doubles. 
Pour  26  on  anra  24,  33 25,  35 

26-18+32—14+29+27—30—28^24 

26r-17+31— 14. . . 
Ponr  28  U  viendra  25,  30. ...  26,  35. ...  26,  26 

26—17+33—14+28+27—30—29—31 

26—15+31—14... 

25+14+15—26. . . 
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Pour  30,  on  a  26,  30. ..  .25,  26 
26—15+33—14+30+24—29—28—27 
25+U+17— 26... 
Pour  32  il  n'y  a  rien. 
Pour  34. ...  22,  26. ...  33,  26. .. .  21,  30 
25+M+2I— 26+28— 24— 30— 29-27 
25+14+15—20... 
38+15+ia— 33-.. 
Pour  36. . .  28, 26. . .  32, 26. . .  35, 26. . .  21 ,  35. . .  20,30 
25+14+18— 21 +27+24— 30— 2&— 2^ 
25+14+17—20... 
25+14+15— ia.. 
38+15+14—3»... 
38+17+14—33... 
Pour  78  U  Tient  26,  18. . . .  17,  30 

35+32+26-15+30—29—28—27—24 
88+21 +3S— 14... 
Pour  80,  84,  90,  138,  rien. 
Pour  82  on  a  16,  33 

38+26+32—14+28—30—29—27—24 
On  a  donc  42  bordures  en  prenant  seulement  les  difTé*- 
rences  des  deux  premiers  nombres  de  chaque  horizontale 
pour  former  la  1.'®  Terticale» 
On  viendra  à  la  combinaison  1 , 9. 
anaurapour1.ïeTerticale40— 39  +  86— 35  +  22+  16 
+  t3 — 34—19.  Ainsi  on  ne  pourra  prendre  pour  la  2.® 
rerticale  les  différences  de  la  l.^e horizontale  de  1  à  15,  et 
pourla2.elesdifférences1,2,9,10,lt,  12,  13,14,15, 
t6, 17,  18 ,  19, 20, 21 ,  puisque  36  ou  35  s'y  trourent;  et 
l'on  aura  pour  20  les  combinaisons  27,  30. ...  24,  30. ..  • 
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31,  33. . . .  36,  33. . . .  28,  35. ...  32,  35. ...  35,  35. .. . 
24,  3....26,32....26,36,...17,aa 

On  agira  de  même  pour  les  autres  sonmies  22, 24  9  etc* 

On  passera  à  la  combinaison  1 ,  27,  et  l'on  agira  de  même , 
et  ainsi  de  suite,  jusqu^à  la  combiqaison  34  >  31 ,  puis  on 
viendraà  3,1;et,  (Hunme  3 aies n.^^» d'ordre 28,  32  et  35, 
et  1  les  n.M  1 ,  9,  27,  31 ,  on  aura  28,  1. ...  28,  9. .. . 
28,27....  28,  31....  32,  1....  32,  9....  32,  27.... 

32, 31 35,1 35,9 35,27. . .  .35, 31.  On  passera 

ensqite  à  4, 2^  enfin  on  épuisera  toutes  les  combinaisons 
qui  valent  2. 

On  examinera  alors  les  autres  nombres  des  premiers 
groupes  ;  et ,  en  suivant  la  marcbe  cinlessus,  on  obtiendra 
toutes  les  combinaisons  propres  aux  deux  horizontales 
chobies.  U  est  inutile  de  s'attiK^er  ensuite  aux  nombres 
du  2.e  groupe,  et  de  rechercher  ceux  du  premier,  qui 
doivent  déterminer  le^  secondes  verticales  :  car  on  retom:- 
berait  sur  des  combinaisons  déjà  effectuées. 

On  voit  l'immense  variété  de  doubles  bordures  que  ^ur- 
niraient  un  carré  central  fixe  et  deux  horizontales  à  vo- 
lonté; mais  on  a  donné  l'énorme  nombre  qui  représente  le 
système  de  deux  horizontales ,  et  l'on  peut  prendre  d'ail* 
leurs  d'autres  progressions  pour  le  carré  centraL  C'est 
peut-^tre  de  toutes  les  formes  de  carré  celle  qui  engendre- 
rait le  plus  de  combinaisons. 

U  est  bon  de  donner  encore  un  exemple  pour  une  bor- 
dure triple,  et  nous  prenons  le  même  carré  de  9;  nous 
conservons  pour  le  carré  central  les  9  nombres  du  milieu  ; 
il  reste  36  différences.  On  formera  3  horizontales  à  volonté. 
Il  restera  9  différences  qui  doivent  être  celles  du  milieu 
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des  3  reiticales.  Ces  différences  peuvent  se  grouper  3  à  3 
de  841  manières  =2  I^ItI;  mais  ettes  se  réduisent  à  28  = 
^,  puisqa^  y  aura  3  groupes ,  et  qu'ils  rentreraient  l'un 
dans  l'autre*  Pour  les  obtenir  tous,  on  agira  comme  suit. 
On  formera  tous  les  groupes  de  3  différences  dont  l'une 
est  fixe.  Ainsi ,  ayant  formé  les  3  horizontales ,  par  exemple  : 

W  +  39+26  +  16+  5—38—36—34—18 
35+33+30—24—22—19—14—12—  7 
32  +  31  +28+21—29—27—23—20—13 
Uresteles  différencesG, 8, 9, 10, 11 ,  15,17,25,37, 
ne  faisant  pas  partie  des  horizontales.  Que  l'on  prenne 
toutes  ceQes  ou  entre  6,  par  exemple;  on  en  aura  28  :  car  il 
restera  8  différences  â  prendre  2  â  2  ou  ^^*  Cette  série  de 
différences  formée,  il  reste  6  différences  qui  doirent  se 
grouper  3  à  3.  Qu'on  ait  de  nouyeau  une  différence  fixe 
sur  ces  6  :  il  ûiudra  avoir  sur  les  5  restantes  les  combinai- 
sons 2à  2  ou  4^  =:  1 0.  Ce  serait  la  2.^  série  répondant  à  la 
première.  La  3.®  série  est  déterminée  par  les  3^  différences 
non  emj^jées  x  il  est  inutile  de  s'en  occuper  en  consé- 
quence. Ainsi  il  viendrai  280  systèmes  différons  à  former 
avec  les  9  différences  restantes.  Voici  les  groupes  de  la 
t*^  série,  et  ceux  de  la  2.^  qui  y  répondent. 


6 

8  9 

6  9  10 

6  10  15 

6  11  37 

6 

8  10 

6  9  fi 

6  10  17 

6  15  17 

6 

8  11 

6  9  15 

6  10  25 

6  15  25 

6 

8  15 

9  9  17 

6  10  37 

6  15  37 

6 

8  17 

6  925 

6  11  15 

6  17  25 

6 

825 

6  9  87 

6  11  17 

6  17  37 

6 

8  37 

6  10  11 

6  11  25 

6  25  37 
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10  11  15           / 

'  9  10  11 

10  11  17        1 

9  10  17 

10  11  25        \ 

3  10  25 

10  11  37        \ 

9  10  37 

^0^5  17   g  8  J 
10  15  25 

9  11  17 

9  11  25 

10  15  37 

g  11  37 

10  17  25 

9  17  25 

10  17  37 

9  17  37 

10  25  37 

^  9  25  37 

9  If  15 

'  9  10  11 

9  11  17 

9  10  15 

9  11  25 

9  10  25 

9  11  37 

9  10  37 

^^^'^        6  8  17 
9  15  25 

9  11  15 

9  11  25 

9  15  37 

9  11  37 

9  17  25 

9  15  25 

9  17  37 

9  15  37 

9  25  37 

^  9  25  37 

9  10  15 

'  9  10  11 

9  10  17 

9  10  15 

9  10  25 

9  10  17 

9  10  37 

9  10  37 

9  ^5  n   g  8  25 
9  15  25   "»  **  ^^ 

9  11  15 

9  11  17 

9  15  37 

9  11  37 

9  17  25 

9  15  17 

9  17  37 

9  15  37 

9  25  37 

,  9  17  37 

6    8  37< 


6    9  10/ 
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9  10  11 

/  8  10  11 

9  10  15 

8  10  17 

9  10  17 

8  10  25 

9  10  25 

8  10  37 

9  11  15 

«    *  ^5/  g  ^^  25 

9  11  17 

9  11  25 

i  8  11  37 

9  15  17 

f  8  17  25 

9  15  25 

1   8  17  37 

9  17  25 

\825  37 

8  11  15 

/  8  10  11 

S  11  17 

8  10  15 

8  11  25 

8  10  25 

8  11  37 

8  10  37 

8  15  17 

6  9  17/  ®  "  ^^ 
"    ^  ^^\  8  11  25 

8  15  25 

8  15  37 

8  11  37 

8  17  25 

8  15  25 

8  17  37 

8  15  37 

825  37 

\  825  37 

8  10  15 

/  8  10  11 

8  10  17 

I   8  10  15 

8  10  25 

l   8  10  17 

8  10  37 

1  8  10  37 

8  15  17 

fi  9  25/  «  "  ^5 
®    *  ^\  8  11  17 

8  15  25 

8  15  37 

1  8  11  37 

8  17  25 

f  8  15  17 

8  17  37 

1   8  15  37 

825  37 

\  8  17  37 
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6    9  37^ 


6  10  11^ 


6  10  15<^ 
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8  10  11                            / 

'  8    9  11 

8  10  15 

8    9  15 

8  10  17 

8    925 

8  10  25 

8    9  37 

8  11  15                  • 
8  1117       ««»»7 

8  11  15 
8  11  25 

811  25                     j 

8  11  37 

8  15  17                    1 

8  15  25 

815  25                    1 

8  15  37 

8  17  25                     \ 

l  825  37 

8    9  15                     / 

8    9  11 

8    9  17                    / 

8    9  15 

8    925                    l 

8    9  17 

8    937                    \ 

8    9  37 

ll'i    -* 

8  11  15 
8  11  17 

8  15  37 

8  11  37 

8  17  25 

8  15  17 

8  17  37 

8  15  37 

8  25  37 

;  8  17  37 

8    9  11 

'  8    9  11 

8    9  17 

8    9  15 

8    925 

8    9  17 

8    9  37 

8    9  25 

8  11  17 

8  1125        6^0  37/ 

8  11  15 
8  11  17 

8  11  37 

8  11  25 

8  17  25 

8  15  17 

8  17  37 

815  25 

82537                     1 

8  17  25 
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6  11    il 


6  11  17y 


C  11  25^ 


8  9  10 
8  9  15 
8  9  25 
8  9  87 
8  10  15 
8  10  25 
8  10  37 
8  15  25 
8  15  37 
825  37 
8  9  10 
8  9  15 
8  925 
8  9  37 
8  10  15 
8  10  25 
8  10  37 
8  15  25 
8  15  37 
8  25  37 
8  9  10 
8  9  15 
8  9  17 
8  9  37 
8  10  15 
8  10  17 
8  10  37 
8  15  17 
8  15  37 
8  17  37 


6  11  37< 


6  15  17^ 


6  15  2Z< 


8  9  10 
8  9  15 
8  9  17 
8  9  25 
8  10  15 
8  10  17 
8  10  25 
8  15  17 
8  15  25 
8  17  25 
8  9  10 
8  9  11 
8  925 
8  9  37 
8  10  11 
8  10  25 
8  10  37 
8  11  25 
8  11  37 
8  25  37 
8  9  10 
8  9  11 
8  9  17 
8  937 
8  10  11 
é  10  17 
8  10  37 
8  11  17 
8  11  37 
8  17  37 
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6  15  37^ 


6  17  25^ 


CAHH]6 

DE  9 

8  9  10 

1 

8  9  10 

8  9  11 

1 

8  9  11 

8  9  17 

1 

8  9  15 

8  9  37 

1 

8  9  25 

8  10  11 
8  10  17 

6  17  37^ 

8  10  11 
8  10  15 

8  10  37 

j 

8  10  25 

8  11  17 

1 

8  11  15 

8  11  37 

1 

8  11  25 

8  17  37 

« 

8  15  25 

8  9  10 

r  8  9  10 

8  9  11 

1 

8  9  11 

8  9  15 

l 

8  9  15 

8  9  37 

1 

8  9  17 

8  10  11 
8  10  15 

6  25  37^ 

8  10  11 
8  10  15 

8  10  37 

8  10  17 

8  11  15 

8  11  15 

8  11  37 

8  11  17 

8  15  37 

'  8  15  17 

Il  ÙLMi  ajouter  les  difTérences  des  horixontales  2 à  2,  en 
changeant  un  sîgne^  et  l'on  aura  36  différenees  de  difié- 
rences  pour  chaque  horizontale. 

Gomme  chaque  yerticale  doit  avoir  une  différence  de 
différence  de  chaque  horizontale,  il  faut  prendre  la  somme 
de  ces  3  différences  de  différences  ^  et  Ton  aura  36'  com- 
binaisons. ^ 

Pour  aller  par  ordre,  on  prendra  une  de  ces  différences 
de  différences  de  la  iJ^  horizontale,  et  qui  restera  fixe, 
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on  ajoutera  ensuite  chacune  de  celles  de  la  2.®  horizontale 
ayec  foutes  celles  de  la  3.®  successiTement ,  et  celle  fixe , 
et  l'on  aura  36  lignes  de  36  nombres  chacune  ;  on  prendra 
ensuite  une  autre  différence  de  différence  de  la  1.'®.  hori- 
zontale, et  l'on  agira  comme  d-dessus,  ce  qui  donnera  36 
tableaux  composés  comme  le  premier* 

On  comparera  l'une  des  sommes  avec  le  nombre  pareil 
qui  résultera  des  différences  de  l'un  des  groupes  de  la  Ije 
série,  et  3  Tiendra  une  yerticale*  On  comparera  une  autre 
somme  où  n'entrent  pas  les  différences  de  cette  verticale, 
avec  le  nombre  pareil  résultant  des  différences  d'un  des 
groupes  de  la  2.®  série  correspondans  an  premier,  et  l'on 
aura  la  2.^  yerticale*  Enfin  on  mettra  à  part  les  différences 
de  différences  non  employées,  et  l'on  cherchera  les  sommes 
de  trois  de  ces  différences  de  différences  prises,  une  de 
chaque  horizontale;  on  comparera  ces  sommes  arec  le 
nombre  pareil  résultant  des  différences  du  groupe  de  la 
3.C  série  déterminé  par  les  deux  précédens ,  ce  qui  don- 
nera la  3*«  verticale.  Yoici  d'abord  les  différences  de  dif- 
férences des  horizontales. 


TOM*    II. 
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MeftODS  ici  les  nombres  qui  expriment  les  différenoes 
de  différences,  et  leurs  nnn^éros  d'ordre. 


I.'e   HOKIZOHTÀLB. 

1  (31  34)  32  16  22  9  2  36  35 

1    2    4  10  11  13  14  16  18 (8) 

33  17(10  30)  3  (11  26)  4  29 

20  21   23   24   34   35  39 (15) 

28  27  21  25  24  23  15  8  20  19  18 

4f  43  44  50  52  54  57  58  60  62  64 (21) 

14  7  13  6  12  5 

73  74  75  76  77  78. 

2.*  HOmiXOHTALB> 

(1  2234)  (927)  /  2 23^  (32  35)  28  (24  29) (25  33)  30 26 


3 


k.31  36^ 
5 


8  10    12  1517 


21  15  (8  20)  19  14  (7  13)  (6  18) 
37  40   42   44  45   47    49 

(12  17)  (5  16)  11  (4  10)  3 
52    54   55   57   59 


K 
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3.®  HO&IZOKTÀLB. 

t  27  (9  34)  (2  31  )  28  /Ifî  32N  29 
12        3  4         6         7         9 

(  10  35)    3  33,  30  26 
10       11  14  16  34 

(21  25)  (15  24)    8(20  23) 
41  44       45       48 

22(14  19)    7  13  (6  18)  17  12    5  11    4 
50       51       52  54      55      57  58  59  60  61 

Soient  pris  les  groupes    6  8    0...       io  11  15...       17  25  37 

qui  se  correspondent  : 
Leurs difiEérenoes  sont  23  5  7  11... 36    •  U  16...  70    5  29  45 

Qu'on  yeuille  comparer  la  somme  de  3  différences  de 
différences  prises,  mie  de  chaque  horizontale, au  5  des  dif- 
férences dn  l.e»  groupe  de  la  l,»"®  série,  et  qu'on  prenne 
1 ,  2, 2:  le  l.er  cbiffire  désigne  te  nombre  de  la  1/^  hori- 
sontale,  le  second  celui  pris  dans  la  2.^,  et  le  3.^  celui 
choisi  dans  la  3.^.  Le  premier  n'est  pas  répété,  le  second 
l'est  3  fois,  le  3.®  ne  l'est  pas.  On  aura  donc  pour  la  l.^e 
verUcale  40—39+35—33+29—27+9-^6—8. 

On  change  les  signes  de  6+8— {b=5;  ce  qui  fiiit  Toir 
qu'il  est  inutile  de  s'occuper  des  diiOférences  négatives  : 
car  la  formation  des  lignes  rectifie  les  suppositions  posi- 
tives, en  indiquant  les  changemens  de  signes. 
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On  pouirait  enoore  aToir 

40.^39+24—22+29—27+9—6-8 
ou  bien  40— 39+ia— 12+2^-.27+9--&-8 

ConseiTons  la  1.^  yerticale  t  ce  qu'on  va  dire  servira 
pour  les  deux  autres.  4}ue  l'on  yeuille  comparer  16  du  2.e 
groupe  avec  la  somme  des  différences  de  différence»  prises 
dans  les  3  horizontales,  et  qu'on  choisisse  10,  2,4: 
comme  dans  10  ne  se  trouTe  ni  40  ni  39,  et  comme  4 
ne  contient  ni  29  ni  27,  on  est  obligé  4e  prendre  pour 
2  l'une  des  combinaisons  que  nous  avons  laissées ,  savoir: 
24—22  ou  14—12 ,  puisque  35—33  fait  partie  de  la  ver- 
ticale retenue.  On  aurait  donc  10=26—16. . .  2=24—22 
ou  14-^12  (on  retient  la  première  différence)  ^  et  4=32 
—28.  n  viendra  alors  pour  2.»  Terticale  2&^16+24— 22 
+32-^28+10—11—15.  Mettant  i  part  les  différences 
de  différences  non  employées,  et  par  ordre,  on  aura: 
l.re horizontale... 43  41  39  23  2  4  20  2  18  16 
2.e  horizontale... 49  44  42  37  5  7  12  2  7  5 
3.«  horizontale.. .  10  54  51  44  44  41  34  S  10  7 
Qu'on TeuiUe  avoir79:  puisque  43+2+34=^,  on  aura 
43=5+38. . .  2=1 4—12. . .  34=21  +1 3.  Donc  la  3.©  ver- 
ticale serait  5+38+14—12+21+13—17—25—37.  On 
peut  former  les  séries  suivantes  arec  les  difKrences  res- 
tantes pour  obtenir  5, 29,  45,  79,  râleurs  du  3.^  groupe. 
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-43+  7+4i=2i+2(4-«9— iî— «8—  5 
-4S-f.  7-}-4i=2l4-2»+^^—  7—88—  5 
.4f_j-d9—  «=80+19+20—28—86—  5 

41+  6— dl=86+  5+19-14—21—20 
-d1+12+84=f9—  7+21+13-86—  5 
(5)  ^   «4|4-  2+44=14—12+21+23—36—  5    )487— 17— 25 

41+  5—41=36+  5+12—  7—21—20 
-89+87+  7=30+  7+20—13—34—  5 
-  4+12—  3=19—  7+20—23—38+34 
-4+2+  7=14—12+20—13—88+84 
-41+  2+44=14— 12+31+1»— 36—  5 

-23+49+3=30+19+23—20—  5—18 
-23+42+10=304-12+31—21—  5—18 
-23+42+1 0=30+1 2+23—1 3—  5—1 8 
-20+42+  7=18—38+304-12+20—13 
-20+  5+44=18—38+19—144-314-13 
(•9)/  *"*^  5-i-44=18— 38+19— 14+21+23 

<  -20-j-  5+44=18—38+12—  7+31+13  ^+25—17—37 
_20+  5+44=18—38-1-12—  7+21-1-23 
-18-}-44+  3=18— 36-f30+1 4+23— 20 
-18+37+10=18—36-1-30+  7-f-31— 21 
-18+37+10=18—36+30-1-  74-23—13 
-16+42+  3=18—34+30+12+23—20 


-I 


(45) 


(79)1 
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I  -4j-H44-4^=804-i  44-514-13—88—  5  \ 

— 434-444.4l==:30-f-i4-f2i-f23--88--  5     * 
— 434^7+5<=IW+  7+314-20—38—  5 
— 4<+42+44=30-f.«2-i-3l4-<3— 36—  5 
—41+42+44=30+12+214-23—36—  5 

—  2+44+  3=30+14+23—20+86—38 

—  2+37+10=30+  7+81— 21+.36— 38 

—  24-37+10=30+  7+31—21+34—36 

—  4+42+  7=34r-.38+30+12+2O— 13 

—  4+  5+44=34—38+19—144-31+13 

—  4+  6+44=34—38+19—14+21+28 

—  4+  54-44=34p-88+12—  7+8i+l8 

—  4+  5+44=84—88+12-  7+21+28 

—  2+44+  3=30+14+28-10+34-36 

—  24-37+10=30+  7+23-13+36-38 

—  2+37+10=30+  7+23-18+34-36 
—18+12+51=18—364-19—  7+31+20 
—164-  7+54=18— 84+19;—12+3l+28 
—16+  7+54=18-34+14-  7+31+23 
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43+   2+34  : 
284-49+  7  : 
23+  6+51  : 
28+12+44 
23+12+44 
23+  2+54 
23+  5+51  : 
20+49+10  : 

I  20-f-49+10  : 
20+  5+54  : 
204-  5+54  : 
18+  7+54  : 
18-f.  7+54  : 

k  164-12-1-51 


38+  5+14^12+21+13 

18+  5+30+19+20—13 

:  184-  5-1-19-14+31+20 

-  18-i-  6+19—  7+31+13 

:  18-i-  5+19—  74-21+23 

:  18+  5-f-14— 12-f-314r23 

18+  5-i-12—  7-}-31+20 

38—18+30+19+31—21 

38—1 84-304-1 9+23—1 3 

88—18+19-14+31+23 

88—18+12—  74.31+23 

36—18+19—124-31+23 

36—18+14—  74-31-i-2S 

:  34—18+19—  7-f31+20 


+17—26—87 


1+25+17+37 
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On  voit  qae ,  pour  la  1  «^  rerâcale ,  ayant  choisi  une  des 
manières  d'avoir  5,  qui  est  l'une  des  râleurs  des  différences 
du  L^i*  groupe;  et  pour  la  2.^  rerticale  l'une  des  manières 
de  &ire  16,  qui  est  l'une  de  ces  valeurs  du  2.®  groupe,  on 
aurait  56  trobièmes  verticales.  Gomme  parmi  les  différences 
restantes  on  a  2  répété  à  la  i.^^  horizontale ,  7  et  5  à 
la  2.0,  et  4a  à  la  3.%  il  suit  qu'<m  aura  des  différences  qui 
paraîtront  les  mêmes ,  mais  qui,  développées,  sont  diffé- 
i^ntes. 


Pour  une  bordure  quadruple  de  11 ,  par  exemple,  il 
resterait  12  différences  qui  donneraient  ^^r^,  dont  il  fau^ 
drait  prendre  le  quart,  qui  serait=55.  On  supposera  donc 
une  différence  fixe,  et  l'on  combinera  les  1 1  autres  2  à  2. 
Gela  £ait ,  il  restera  9  différences,  qui,  avec  une  fixe,  donne- 
ront 28  combinaisons  2  à  2  par  les  8  restantes  :  ainsi  cha- 
cune des  55  aura  28  groupes.  Les  6  différences  restantes 
2  à  2 ,  l'une  restant  fixe ,  donneront  1 0  groupes  pour  chacun 
des  28  :  ainsi  en  totalité  il  viendra  55*28*10;  car  les  qua- 
trièmes groupes  sont  détenninés.  Ce  seront  1  SftOO  groupes 
différons.  On  prendra  h  horizontales  à  volonté  sur  celles 
qui  restent,  Id  carré  central  formé  :  ainsi,  pour  le  carré 
de  11  à  quadruple  bordure,  qu'on  choisisse  ft  horizontales 
&ites  avec  les  56  différences  de  5  à  60-,  par  exemple: 
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5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16,  difiérences  restantes. 

8  12  la..        5  6  11...       7  10  15...      9  14  16 

33  7  9  17... 22  0  10  12...  32  2  12  18.. .39  7  11  21 

6&+59+5!8+^7+^6-55-54— 53— 52— 51— 25 
5lb+49+l8+$7+l5—4b— 44-43— 42-40-^26 
4l +3&+&+S&+36-35— 814—33—32—35)— 27 
;â+îâ+&+îî»+23— 31— ^1— 20— 19— 18— 15 


60— 59+50— 49+41— 39+29— 24  (+12—  8— ISjl.'ey. 
58-57+48— 47+34— 30+22— 28(+ll—  5—  6)Z'r. 
56+52— 46-45— 38+37— 21+17(+10—  7— 15)3.eT. 
51_.25+44— 43+33-42+31— 20(—  9— 14— .16)  4.»  t. 

Oo  peut  mettre  un  signe  sur  les  diilISreaces  à  mesure 
qu'on  les  emploie,  comme  on  le  Toit  ci-dessus. 

Cette  mamère  d'opérer  suffit  lorsqu'on  ne  -veut  que  for- 
mer rapidement  la  bordure  quadruple. 


Si  l'on  voulait  bordure  tri^  au  «atré  de  13,  et  que  le 
«airé  central  fût  de  77,  il  resterait  21  différences  à  grou- 
per par  7.  On  aurait  en  tout  84  diffiSrences ,  non  compris 
le  moyen.  Le  carré  central  en  prmant  24,  U  en  reste  60. 

Que  le  carré  œntral  soit  composé  des  progressions  sui- 
fvntes: 
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28.31*34.37.40*/I3.46 
44«47-50*53. 56-59*62 
60.63.66.69.72.75.78 
76.79.82.85.88.91.94 
92,  etc^ 
Les  différences  des  nombres  employés  sont ,  saroir  -. 

57  54  53  48  45  42  39 41  38  35  32  29  26  28. .. . 

25  22  19  16  13  10  7 9  6  3  0. 

H  reste 
1  2  4  5  8  11  12  14  15  17  18  20  21  24  27  28  30  31 
33  34  36  37  40  43  44  46  47  49  50  52  53  55  56  58 
59  60  61  62  63  64  65  66  67  68  69  70  71  72  73  74 
75  76  77  78  79  80  81  82  83  84. 

Soient  formées  3  horizontales , 
84+83+82+81— »5--55—5a.-52— 31— 30--21^ 

80+79+78+77+76+75—74—73—72—71—70-^9—36 

68+67+66+65+64—63—62—61—60—59—15—  8—  2 

Il  reste  les;^21  différences 

1  4  5  11  14  17  18  24  27  28  33  34  37  40  43  44  46 
47  49  50  58. 

Ces  différences  doivent  être  groupées  7  par  7. 

Ce  qni  donnera "•y;!nf;!I:j^''*^=3 .8.15.17.19,  dont  U 
feut  prendre  le  tiers  :  reste  8 .15 .17.19=38760. 

C'est  le  nombre  de  combinaisons  qu'on  obtient  en  cal- 
culant 20  différences  6  à  6,  une  2l.e  restant  fixe.  U  en 
reste  14  à  calculer  7  à  7,  ce  qui  donne  *^y;.<3?i)f:jyH 
=24, 1 1 .1 3,  dont  il  £iut  prendre  la  moitié.  Reste  1 1 .12.1 3 
=  1716.  C'est  le  nombre  de  différences  qu'on  aura  en 
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prensmt  une  d'elles  fixe,  et  calculant  6  à  6  les  1 3  restantes. 
La  3.e  série  est  détenninée  :  on  aura  donc  38760*1716 
groupes  triples  se  coiTespondant=665121 60.  On  roit  arec 
qaefle  rapidité  augmentent  ces  combinaisons  d'après  le 
nombre  de  cases  du  carré  central.  On  a  toujours  autant 
de  séries  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  numéro  de  la  bordure^ 
multipliées  par  la  racine  du  carré  centraL  Ici  la  bordure 
est  triple  9  et  le  carré  central  a  7  pour  racine  :  donc  3  •  7, 
différences  restantes. 

Prenons  au  hasard  les  3  groupes  correspondans,  17, 24, 
27,  33,  34,  37,  43. . .  1,  4,5, 18,  49,  50, 58. . .  11, 14,  28, 
40,44,46,47. 

On  aurait  les  différences  de  ces  groupes  en  prenant  leur 
somme ,  en  ôtant  une  différence ,  puis  2,  et  enfin  3  : 
ce  qui  donnerait  pour  les  combinaisons  de  chaque  groupe, 
d'abord  8  pour  la  somme  des  7  différences  et  la  sous^ 
traction  de  l'une  d'elles;  ensuite  21  pour  la  soustrao^ 
tion  de  2  différences  des  5  autres;  enfin  35  pour  la  sous- 
traction de  3  de  ces  différences  des  ft  autres  :  en  tout  64 
par  groupe.  Prenons  pour  le  premier,  au  hasard,  37+24 
+27+  33—34—1 7—43=27; 

On  peut  prendre  52—30=22 73—69=4 

68— 67=:1  pour  les  différences  de  différences  des  3  ho- 
risontales  ; 

Et  Ton  aura,  l.re  verticale,  52—30+73—69+68—67 
(  +34+17+43—37-24—27-33);  jet  l'on  marquera  les 
différences  employées. 

Que  l'on  choisisse  dans  le  2.e  groupe  1+4+5+18+49 

+50—58=69,  et  que  l'on  choisbse  56—20=36 

70—36=34 59— 60=— 1.  On  aura  : 
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2.e  Terticale,  56—20+70-^86+59—60  (+58— 1--4 
—*5— 18— 49— 50),  et  qu'oa  marque  ces  différences  dans 
les  horiiontales. 

Tenant  an  3.^  gronpe  correspondant  aux  denx  premiers, 
qu'on  prenne  11+14+28+44+40— «6— 47=/li/li:  on 
pourra  fiiire  la  3.«  vertioale  par  75+72—84—12+8—15 
(+46+47—11—14—28—40-44). 

On  Toit  avec  quelle  fiicUité  on  arrive  à  former  les  verti- 
cales :  cela  tient  à  la  multitude  de  combinaisons  dont  sont 
susceptibles  les  sommes  de  différences  de  différences  des 
horizontales  :  car  ici  l'on  a  pris  au  hasard* 

Un  dernier  exemple  sur  nn  carré  pair,  et  qu'on  veuille 
bordure  triple  au  carré  de  12,  le  central  étant  celui  de  6, 
par  les  progressions 


8. 

10. 

12. 

14. 

16. 

18 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41 

54. 

56. 

58. 

60. 

62. 

64 

81  . 

83. 

85. 

87. 

89. 

91 

104. 

106. 

108. 

110. 

112. 

114 

127. 

129. 

131  . 

133. 

135. 

137 

les  différences  restantes  seront  cdles  de  1  à  7;  pois  c^es 
de  9, 11, 13, 15,17;  puis  de  19  à  30;  ceUesde  32,  34,  36, 
38, 40;  ensuite  de  42  à  53;  puis  de  55, 57,59, 61,63;  enfin. 
de65à  72.  Chaque  couple  vaut  145;  et  un  draoi,  72, 5:  ce 
qui  donne  les  différences  suivantes  : 

71,5  67,5  61 J5 

70,5  66,5  59^ 

69,5  65^  57,5 

68^  63,5  55^5 


A 
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53;» 

36^1 

19,5 

52^ 

34,5 

17,5 

51^ 

32,5 

15,5 

50,5 

30,5 

13;^ 

49,5 

29,5 

11,5 

48,5 

28J5 

9,5 

47,5 

27,5 

7,5 

46,5 

26,5 

6,5 

45,5 

25,5 

5,5 

44,5 

24J5 

4,5 

43,5 

23,5 

3,5 

42.5 

22,5 

2i5 

40,5 

21,5 

1,5 

38,5 

20,5 

0,5 

En  tout,  54  différences  :  car  la 

trif^e  bordi 

*4±VaJS=54. 

HORIZORTÀLIS. 
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7l,5+70^4-69,5-H8>H-«7,5— 66,5--66,5— 68,5— 6i ,5— 59,6— 25  5—  5,5 
57>+.5Ç,54-5$,5-H2,5— 51,5— .50,5— 49,5— 80,5— 19,5— 17,6—  9,5—  0,5 
48,5+47,5+46,54-»0,6+î9,5+î8,5— 45,6---44,5— tt^--4â,5—a2,5--î2,5 

On  peut  faire 

33  par  65,5— 63,5+49,&-17,5+43,5--44^ 

23  par  71,5+59,5—19,5+  0,5-46,5—42,5 

3  par  70,^-69,5+51,5-^0,5+48,5—47,5 

Et  l'on  aura  lesTerticdes 

65,5— 6a,5+40,5— 1 7,6+43,6— 44,5(+40,5—  i  ,6— 2,6— i  i  ,5—25,6—84,5) 
71,6+59,5—19,5+  0,5— 46,5— 42X+26,5+  7,6-t4,5— 13,5—15,6— 24,5) 
70,6— 69,5+51,5— 50,5+48,5— 47X+«8,5+27,6— 4,5—  6,5-^21,5—36,5) 
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Les  différences  restantes  sont  : 


1,5 

11,5 

26,5 

2,5 

13,5 

27,5 

3,5 

15,5 

34,5 

4,5 

21,5 

36,5 

6,5 

23,5 

38,5 

7,5 

24,5 

40,5 

Qu'on  prenne  les  groupes 

1^+  2,5+41,5+23,5+34,5—40,5=33 
3,5+13,5+15,5+24,5—  7,5-^26,5=23 
4,5+  6,5+21,5+36,5—27,5—38,5=  3 

On  Yoit  avec  quelle  iadlité,  pour  un  cas  compliqué,  on 
arrive  aux  trois  verticales. 

S    4. 

PROGRESSIONS  GÉOMiTRIQUES  ET  HARMONIQUES. 

n  £BLut,  pour  un  carré  formé  avec  une  progression  géo- 
métrique ,  que  le  produit  des  nombres  de  chaque  ligne  soit 
le  même.  Ces  carrés  se  composent  comme  ceux  des  pro-i 
gressions  arithmétiques;  les  exposans  remplacent  les  diffé- 
rences. On  peut  aussi  les  former  au  moyen  de  tableaux. 
Soit  le  carré  de  3  à  composer.  La  progression  étant  1 12;  4; 
8:16:32:64:128:256,  l'unité  est  le  premier  terme,  la 
raison  est  2,  et  la  progression  peut  s'écrire  de  cette  autre 
manière  :  2^:2^:2»:2»:2*:2»:2«:27:2*5  le  premier  tableau 
aura  donc  0  pour  le  premier  exposant,  puisque  2^=1, 
et  les  tableaux  seront,  par  exemple. 
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I.^TiBLBAir*  2.eTABLBACr.  SOHMB  BBS  BXVOSAIfS« 

021  306  327 
210  630  8â0 
10  2       0  6  3         16  5 

On  Yoit  que  la  somme  des  e^qposans  est  12  dans  tous 
les  sens  :  on  aura  donc  le  carré  (^planche  XXIII;  figures 
t25etl26> 

Soit  encore  à  former  le  carré  de  5. 

On  aura,  pOur  composer  le  premier  tableau ,  les  nombres 
0,  1 ,2,3,ft,  et  pour  le  second  0,5, 10,15,20,  en  sup- 
posant toujours  la  progression  par  2,  et  le  premier  terme 
=r  1  : 3 viendra  donc^  par  exemple^  les  tableaux  : 

1*^  TABLBÀir.  2.®  TÀBLBÀir.  gOWÊH  BBS  BXP08AN8. 

s  1  4  0  2  10  0  15  5  20  13  1  19  5  22 
0  2  3  14  15  5  20  10  0  15  7  23  11  4 
14  0  2  3  20  10  0  15  5  21  14  0  17  8 
2  3  140  0  15  5  20  10  2  18  6  24  10 
4  0231  52010  015  9  20  12  3  16 
On  yerrale  carré  {figures  127  et  128,  planche  XXIII). 

La  somme  des  exposans  =  ^-»*^P-**=5»12=60  :  car, 
puisque  le  premier  exposant  est  0 ,  on  ne  doit  compter  que 
24  termes  au  lieu  de  25.  On  pourrait  cependant  écrire 
^t.V"^?  ^  serait  la  même  chose. 

te  Toit  enfin  (^Figures  129  et  130,  planche  XXIII)  le 
carré  de  4  fiiit  par  la  méthode  expéditire. 

Gomme  les  progressions  géométriques  fournissent  des 
termes  qui  croissent  avec  rapidité,  on  ne  poussera  pas  plus 
loin  les  raisonnemens  sur  les  carrés  géométriquement 

TOM.    II.  6 
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construit3.  II  suffisait  de  montrer  <pi'îl  ne  se  présente  ao- 
cnne  difficulté  à  former  ce  genre  de  carrés ,  puisqu'on  agit 
sur  les  exposans  comme  sur  les  nombres  simples,  et  que 
l'on  a  donné  des  règles  pour  ceux-ci ,  règles  entièrement 
applicables  aux  carrés  en  progressions  géométriques. 

Passons  aux  progressions  harmoniques* 

On  a  dit  qu'une  proportion  harmonique  est  celle  qui 
est  formée  ayec  quatre  nombres  tels  que  le  premier  soit 
au  quatrième  comme  la  différence  des  deux  premiers  à  la 
différence  des  deux  derniers. 

Si  la  proportion  est  continue ,  on  doit  avoir  :  le  premier 
est  au  troisième  comme  la  différence  du  premier  au  se- 
cond est  à  la  différence  du  second  au  troisième.  Ainsi 
420>  360,  315 ,  sont  en  proportion  harmonique  continue. 

La  progression  harmonique  est  celle  dans  laquelle  trois 
termes  consécutifs  jouissent  de  la  propriété  ci-dessus.  Ainsi 
soient  trois  termes  a,  b,  c  de  suite  :  on  aura  alcH  a-^hl 
h-^c.  D'oii  l'on  tire  ab>^ac z^zac^^hc  et  a6:=  2ac^^ 
fcc=c  (2a— 6)  :  donc  c=jj3j.  De  mémea  =j^-^,ou 
l'un  des  extrêmes  est  égal  au  produit  du  moyen  par  l'autre 
extrême ,  produit  divisé  par  la  différence  entre  le  double 
de  cet  autre  extrême  et  le  moyen.  Si  l'on  demande  celui-ci, 
les  extrêmes  étant  connus,  puisque  ab:=:2ac—'bc ,  on 
amsL  ab-\'bc=2acy  eib=z-^^  ou  bien  le  moyen  est 
égal  au  double  produit  des  extrêmes  divisé  par  la  somme 
de  ces  extrêmes. 

Les  nombres  dits  harmoniques  n'ont  aucun  rapport 
avec  les  nomlHres  en  proportion  on  progression  harmo- 
nique. Les  premiers  ont  cette  curieuse  propriété,  d'être 
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égaoz  â  la  somme  de  leurs  dÎTiseurs, l'unité  comprise  dans 
cette  somme.  Ainsi  6:=s1  +2+3;  de  même  28=:  1+2+4 
+  7+ 1 4U  Ces  nombres  sont  rares,  et  difficOes  à  trouver • 

Quant  aux  progressions  harmoniques  ^  voici  les  pro- 
pliâtes  utiles  pour  le  but  qu'on  se  propose  ici« 

1.^  On  peut  multî|illerles  trois  termes  d'une  proportion 
harmomque  continue  par  un  même  nombre,  et  le  résultat 
est  encore  harmonique*  Ainsi,  puisque  l'on  aalclîa  — 
A;fc— c,  il  vient  aussi  «n  :  c»;:«fi— fcnî  bu— en,  ou 
encore,  en  divisant  les  deux  termes  du  premier  rapport 
oIc::n(a— b):  n^h^-^c)'.  on  peut  donc  aussi  diviser 
les  trois  termes  par  un  même  nombre,  ou  seulement  les 
deux  extrêmes.  Cette  observation  est  utHe  pour  éliminer 
les  fractions. 

2."  On  peut  multiplier  ou  diviser  tous  les  termes  d'une 
progression  harmonique  par  un  même  nombre  :  ce  qui 
donne  le  moyen  de  &ire  disparaître  les  fractions. 

3.®  Lorsqu'on  a  une  progression  harmonique ,  elle  con- 
serve sa  propriété ,  en  supprimant  dans  cette  progression 
tant  de  termes  intermédiaires  que  l'on  voudra,  mais  à  des  in- 
tervalles égaux.  Ainsi,  ayant  la  progression^  I  i  I J 1 1  î  }>  etc. 
laquelle  est  la  plus  simple  des  progressions  harmoniques, 
on  anrail  encore  les  progressions |;^:|:|,  etc.,  comme 
aussi }  :  î!  y  t  À,  etc.;  et  de  même  on  peut  insérer  d'autres 
termes  entre  ceux  d'une  progression,  si  les  intervalles 
sont  égaux.  Ainsi  la    première  J  î  1 1  J  T  |  peut  devenir 

Soit  donc  la  progression^  :;:|:i:i:|:i:î:i;  et  q«ei'<>'^ 

veuilie  éliminer  les  fractions:  pour  cela  on  remarque  que 
le  [dus  grand  diviseur  pair  est  8,  et  le  plus  grand  diviseur 
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knpair  9.  Leur  produit  72  se  divise  par  2,  3^  U,  6»  8,  9. 
Il  reste  5  et  7,  dont  le  produit  est  35«  Si  donc  on  multi- 
plie 72  par  35 ,  on  aura  2520  pour  le  plus  petit  noiobre 
divisible  par  tous  les  dénominateurs.  Ce  sera  la  valeur  du 
1.<^r  terme  de  la  progression  ;  les  autres  seront,  en  divisant 
2520  par  2,  par  3,  par  ft,par  5,  etc.,  savoir: 

2520: 1260:  840:630:504  :  420:  360:  315:280^ 
Et  cette  dernière  progression  peut  remplacer  celle  don- 
née. Trois  des  termes,  par  exemple,  630,  504,  420,  don- 
neraient «3:42::  126:84,  ou  3:  2::2i:  14::S:2. 

n  est  facile  maintenant  de  &ire  le  carré  magique  har- 
monique :  il  suffît  d'écrire  de  suite  les  nombres  ci-dessus 
{figure  131,  planche  XXIII). 

On  peut  aussi  placer  de  suite  les  fractions  sans  réduire 
{figurent,  planche  XUn). 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  nombres  soient  en  hori- 
zontale :  on  les  a  mis  en  verticale  à  la  figure. 

Pour  la  réduction  des  fractions  au  même  dénomina- 
teur dans  la  progression  1  :  î  :  f  •  •  •  n*î  À  >  ^®  produit  de 
15  par  16  =240;  or  240  est  divisible  par  2, 3,  4,  5,  6, 8, 
10, 12, 15, 16.  Reste  7,  9, 11, 13, 14;  mais  U  ne  faut  pas 
comprendre  14,  puisque  14=2,  7,  et  qu'on  va  conserver 
le  multiple  7;  de  même  9=3  «  3  ne  doit  être  pris  ici  que 
pour  3 ,  puisque  240  est  déjà  divisible  par  3.  Ainsi  l'on 
aura  7,  3, 11, 13,  dont  le  produit  est  3003,  lequel,  mul- 
tiplié par  240 ,  donne  720720  pour  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  tous  les  dénominateurs  :  on  aura  donc,  en 
effectuant  ces  divisions,  les  nombres 
720720, 360360,240240, 180180, 144144,120120, 102960, 
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90090, 80080,72072,65520, 6(M60,55U0,51480, 48048, 

^SOtS^  ifiS^re  1S2,  planche  XUn). 

Si  Pon  rent  rérifier  une  diagonale,  onaura  1 1^  !  •  1*— l! 

I— À.ooti:i::|:îi::î:nîê::it:i.  n suffit, pour 

qn'fl  j  ait  progression  harmonique ,  que  la  série  de  firac- 
tions  ait  le  même  numérateur,  et  que  les  dénominateurs  ' 
suÎTent  nne  progression  arithmétique.  En  effet,  soient  trois 

termes:  l^j^^  j^''Onn^t^\i^XX\^ 

l  *  ST^  *  *  ^+^^  •  ^*  ^""^^  ^'^  chobira  une  série  de  frac- 
tions ajant  même  numérateur,  et  àes  dénominateurs  Êd^ 
sant  une  progression  arillynélique;  et,  comme  on  peut 
diviser  tous  les  termes  par  un  même  nombre,  l'unité  sera 
le  numérateur  commun  ;  on  pourra,  si  l'on  reut ,  chasser 
les  fractions ,  et  fl  Tiendra  une  progression  harmonique. 
Par  exemple,  soit  encore  î  :  J  :  À  :  A  :  A  :  è".  à  :  w  î  A- 
Les  nombres  premiers  qui  entrent  ici  sont  5,  11 ,  17, 
23, 29, 7, 13,  2;  mais  8  ne  diviserait  pas  le  produit  de  ces 
nombres  :  il  fi&ut  Êiire  le  produit  des  nombres  5 ,  7,  8, 1 1, 
13,  17,23,  29.  Ce  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  par 
tous  les  dénominateurs.  Ce  plus  petit  nombre  serait  consi- 
dérable, et  =454013560  :  ainsi  la  série  de  fractions  don- 
nerait 454013560  à  diviser  successivement  par  5,  8,  11, 
etc.  :  d'où  l'on  tirerait 

90802712,  56751695,  41273960,  32429540,  26706680, 
22700678,  19733720,  17462060,  15655640,  pour  la 
progression  harmonique. 
€e  genre  de  carrés  est  le  plus  &cile  de  tous  à  composer: 


86  CROIX* 

il  ne  ÙLut  ni  tableaux,  ni  attention;  mab  il  n'est  pas  sus- 
ceptible des  modifications  des  carrés  construits  arec  des 
nombres  en  progression  arithmétique;  il  ne  pourrait  aToir 
de  bordures,  ni  autres  formes  que  celles  données. 

Les  progressions  géométriques  sont  susceptibles  de 
bordures.  Par  exemple ,  le  carré  de  5  donnerait,  en  pre- 
nant les  neuf  nombres  du  miHeu ,  2« ,  2» ,  2^  2*S  2*»,  2*«, 
2^\  2",  2^%  pour  le  carré  central ,  et  arrangeant  ces  nom- 
bres par  la  méthode  expéditire  du  cairé  de  3 ,  celui  qu'on 
Toit  (  planche  XXIII,  figure  127  6i5>  Maintenant  les  8 
nombres  restans,  et  leurs  complémens  d'exposans,  seraient, 
en  supprimant  la  base  2  r 

0    12    3    4    5    6    7 
2/1  23  22  21  20  1»  18  17 

La  première  horizontale  peut  être ,  chaque  couple  ya- 
lant  0+24=24,  composée  par  19+20+174.14.3=60, 
et  la  première  verticale  par  les  restons,  plus  un  exposant 
et  le  complément  d'un  autre ,  comme 
19+18+2+0+21=60. 

II  est  inutile  d'insister  davantage  sur  ces  genres  de 
carrés.  Ce  qui  vient  d'être  dit,  suffit  pour  lever  toute  diffi- 
culté. La  théorie  que  l'on  vient  d'exposer  peut  être  regar- 
dée comme  neuve,  les  auteurs  ayant  à  peine  effleuré  la 
question* 

S  5. 

G&OIX. 

Voici  d'autres  manières  de  composer  les  carrés,  com- 
prises dans  ce  paragraphe  et  les  suivans.  On  doit  encore 
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Gonsidërer  ces  noorelles  compositioiis  «omine  une  ÛÈéo* 
rie  noQTelle,  un  senl  auteur,  SauTenr,  ayant  annoncé, 
dans  son  Tndléy  la  possibilité  de  partager  un  carré  an 
mojen  de  croix  et  de  châssb ,  mais  sans  entrer  dans  au- 
cun détail ,  et  n'ayant  dit  qu'un  mot  sur  une  seule  espèce 
de  croix.  On  va  s'étendre  au  long  sur  cette  matière,  puis* 
qu'elle  n'a  été  développée  par  personne* 

On  distinguera  trois  espèces  de  croix, savoir:  l^oceDes 
qui  partagent  un  carré  magique  en  quatre  parties  étant 
chacune  carré  magique;  2»*^  celles  qui,  sans  avoir  la  pro« 
priété  précédente,  partagent  le  carré  de  sorte  que  les  4 
parties  réunies  forment  un  carré  magique;  3.'  les  fiiusses 
croix,  qui  partagent  inégalement  le  carré.  On  ra  s'occu- 
per successivement  des  deux  premiers  genres  de  croix. 
On  parlera  plus  tard  des  &usses  croix. 

PREMIERE  SECTION. 
LA  CROIX  DIT18B  LB  CARRÉ  EN  U  CARRÉS  VA61QVES  ÉGAUX. 


CHAPITRE  PREMIER. 

us   CROIX    ONT    LBURS    BEÂI^CHBS    COMPOSEES    DR    LICRBS 
BIT   NOMBRE   PAIE. 


ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ   D8    10. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  carrés  partiels,  et  par  con. 
séquent  le  carré  total,  doivent  être  à  racine  paire  :  autre- 
ment on  ne  pourrait  avoir  4  carrés  égaux,  puisque  4 
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nombres  ne  peuvent  s'arranger  magiqDement,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  les  mêmes*  D'où  il  suit  que  le  plus  petit 
nombre  susceptible  d'être  partagé  par  une  croix,  a  10 
pour  racine,  les  branches  étant  composées  de  deux  lignes* 
On  a  chobi,  pour  les  carrés  partiels,  les  8  premiers  et  les  8 
derniers  nombres  pour  l'un  d'eux;  les  8  suirans  et  les  8 
précédant  les  derniers  pour  un  autre,  et  ainsi  de  suite. 
On  a  réservé  les  36  nombres  intermédiaires  pour  la  croix. 
Pour  faire  cette  croix,  on  formera  la  1.^^  horizontale  et 
la  1.^  verticale  à  l'ordinaire,  comme  pour  une  bordure; 
les  complémens  se  placent  en  l^ce  de  leurs  nombres.  Quant 
à  l'intersection  des  branches,  les  complémens  seront  en 
diagonale,  comme  pour  les  angles  d^s  bordures.  Il  est 
toujours  plus  commode  d'opérer  par  les  différences. 

Lal.rehorizonUle  (17,5—16,5+15,5+13,5+  1,5—14,5 
peut  être (    _6,^— 5,5— 4,5— 0,5 

La  1  re  verticale  P7,5+ 16,5+1 2,5+  3,^-11,5-10,5 
Lai.    verUcale...^    _^,^^,S-7,5-2,5 

Reste  à  substituer  les  nombres  aux  différences.  Il  est 
clair  que  les  différences  communes  sont  à  l'intersection 
dé  la  croix  (/g.  134,. p/.  XXIH).  On  s'est  dispensé d'é- 
crire  les  différences  dans  le  carré. 

On  aurait  pu  choisir  les  64  nombres  du  milieu  pour 
les  carrés  partieb,*  et  les  36  restans  pour  la  croix.  H  j 
aurait  encore  beaucoup  d'autres  progressions,  même  in- 
terrompues; et  l'on  en  verra  des  exemples  ;  mais  elles  pour* 
raient  ne  pas  être  arbitraires ,  et  l'on  verra  les  moyens  de 
reconnaître  si  elles  sont  susceptibles  de  convenir  à  la 
question. 
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ARTICLE   II. 

GÀK&É  SB  12. 

Gomme  10  ne  peut  se  partager  en  2  parties  paires,  il 
suit  que  le  carré  de  12  aura  nécessairement  une  croix 
dont  chaque  branche  sera  composée  de  quatre  lignes. 

Soient  prises ,  pour  les  carrés  partiels,  les  progressions 
suivantes.  Il  faut  que  deux  de  ces  progressions,  pour  cha- 
que carré,  soient  complémens  des  deux  autres;  et,  si  Ton 
ne  prend  que  deux  progressions ,  que  l'une  soit  complé- 
ment de  l'autre. 


7  .   9 

.  11  . 

13 

2. 

3  . 

4  . 

5 

18  >    20  . 

22  . 

24 

27  . 

28  . 

29. 

30 

121  .  123  . 

125  . 

127 

115  . 

116  . 

117  . 

118 

132  .  134  . 

136  . 

138 

140  . 

141  . 

142  . 

143 

1  .  12  . 

23  . 

34 

50  . 

53  . 

56  . 

59 

«  .  26  . 

37  . 

48 

61  . 

64  . 

67  . 

70 

97  .  108  . 

119  . 

130 

75  . 

78  . 

81  . 

84 

111  .  122  . 

133  . 

144 

86  . 

89'. 

92  . 

95 

On  Toit  que  les  différences  des  progressions  pour  cha- 
que carré,  ainsi  que  les  intervalles  entre  ces  progres- 
fflons,  sont  très-difiërens.  B  faut  présenter  le  tableau  des  dif- 
férences restantes ,  lesquelles  doivent  servir  à  composer 
les  branches  de  la  croix. 

6  +  66,5  —  139  16  +  56,5  —  129 

8  +  64^  — M7  17  +  55,5  —  128 

10  +  62,5  —  135  19  +  53,5  —  126 

U  +  58,5  —  131  21  +  51,5  —  12« 
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25  4-47^  —  120  49  +  23,5—  96 

314.41,5  — lit  51+21,5—94 

32  +  40^  —  113  52  +  20,5—  93 

33  +  39,5  —  112  54  +  18,5  —  91 

35  +  37,5  —  110  55  +  17,5—  90 

36  +  36,5  —  109  57  +  15,5—  88 

38  +  34,5  —  107  58+14,5—87 

39  4.  33,5  _  106  60  +  12,5—85 

40  +  32,5  —  1(K»  62  +  lO;»  —  83 

41  +  31,5  — 104  63  +    9,5  —  82 

42  +  30,5  —  103  65  +    7,5  —  80 

43  +  29,5  —  102  66+    6,5—   79 

44  +  28,5  —  101  68+    4,5—  77 

45  +  27,5  —  100  69+    3,5—  76 

46  +  26,5—99  71+1,5—74 

47  +  25,5—   98  72+    0,5—   73 

Soient  les  deux  verticales  à  Tolonté  :  les  horisontaks 
auront  de  chaque  verticale  deux  différences,  dont  l'one 
avec  changement  de  signe.  On  peat  dire  ces  lignes  par 
les  différences  que  Toid  : 

.    ,        «58,^-47,5+66,5-40,5+64,5+62,5 
l.'STerticale. 


—41  >-39,5— 26,5— 25,5— 23,5— 7,5 
9  e  .1  (—37,5+56,5—30,5+55,5+53,5+51,5 
i.  Terucale...^  +12.^-34.5-33.5— 32.5— 31,^-29.5 


1  rei.««,«„..i-  (58,5  +  47.5-37,5-56,5+36,5+28,5 
1.«hon«,ntale.[    +17,5-27,^-21  ,&-20,5-18>-6.5 

2.e  hori«>ntale.(««'?  +  *^f -^•'T^'^+J^^^^^^ 
(     +0,5—1 5,5—1 0,5—9,5—3,5—1 ,5 

Sabstitnaul  les  nombres  aux  différences,  et  fiûsant  at- 
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lention  aux  difiSr^ices  oommunes  pour  l'intersectioii  de 
la  croix,  on  aura  le  carré  {figure  135»  planche  XXUI. ) 

Il  n'j  a  d'attention  à  apporter  que  pour  les  différences 
dlntersection,  et  encore  pour  celles  seulement  dont  le 
signe  est  changé.  En  effet ,  si  l'on  examine  d'abord,  les 
différences  dont  le  signe  est  le  méme>  on  verra  que  la  l.re 
horiaontale  aura  56,5  et  '—  37^,  communes  à  la  1.^  et  à  la 
2.^  verticale  :  donc  les  nombres  Ift  et  1 10,  qui  yrépondent, 
ont  leurs  places  forcées.  Be  même  la  2.^  horizontale  aura 
66,5  et  —  30,5  communs  avec  la  1  je  et  avec  la  2.^  verti* 
cale  :  donc  les  nombres  6  et  103,  qui  répondent  à  ces  dif- 
férences ,  auront  aussi  leurs  places  forcées.  Les  cases  sy- 
métriques recevront  les  complémens  de  ces  4  nombres. 

Quant  aux  différences  à  signes  confraîres ,  la  X.^^  verti- 
cale ayant  —  47,5,  et  la  1  .f»  horizontale  -j-  47,5  ;  les  nombres 
120  et25„qui  répondent  à  ces  différences,  sont  complémens 
l'un  de  l'autre  \  mais  la  4.^  verticale  doit  contenir  les  com- 
plémens de  la  L^*^,  comme  la  3.^  ceux  de  la  2.^  :  donc  la 
4.»  verticale  doit  contenir  25;  mais  la  1 J^  horizontale  doit 
également  avoir  25  :  ainsi  ce  nombre  est  à  l'intersection 
de  la  1  je  horizontale  et  de  la  4.»  verticale ,  et  120  sera  à 
la  case  symétrique  correspondante  à  25.  On  peut  encore 
conclure  de  ce  que  la  4.^  horizontale  doit  renfermer  les 
complémens  de  la  1.'^^  que  120  doit  être  à  l'intersection 
de  la  l.re  verticale  et  de  la  4.»  horiasoniale.  La  2.®  verticale 
ayant  -f  56,5,  et  la  l.^e  horizontale  —-56,5 ,  les  nombres 
16  et  129,  répondant  à  ces  différences,  doivent  se  placer 
symétriquement  \  or  la  \j^  horisontale  et  la  2.«  verticale 
n'ont  qu'une  seule  case  symétrique  l'une  à  l'autre  :  ainsi 
ks  noBoyi^res  16  et  129  sont  à  la  3.«  casede  h  iJ»  horiaon- 


92 


CkVmi  DE   12. 


taie  de  l'intersecf«m^  et  à  la  /i,®  de  la  2.^  verticale.  La 
l.re  verticale  ayant  —  ^^5  et  la  2.^  horizontale  +  40,5^ 
les  nombres  1 1 3  et  32 ,  répondant  à  ces  différences^  seront 
placésà  la  3«®  case  de  la  1/^  verticale  et  àla  ft««  case  delà 
%e  horizontale ,  ces  deux  cases  étant  les  seules  symétriques 
dans  ces  deux  lignes.  Bnfin  la  2.®  Terticale  ayant  -f  55,5, 
et  la  2.®  horizontale  —55^5 ,  les  nombres  17  et  128  seront 
en  diagonale. 

On  voit  donc  qu'on  n'est  réellement  obligé  d'avoir  égard 
qu'aux  nombres  répondant  aux  différences  dont  le  signe 
change  :  ainsi  la  iJ^  horizontale  ne  coupe  la  ij^  verticale 
qu'à  la  case  où  est  14;  mais  elle  coupe  la  4.e  verticale ,  qui 
contient  les  complémens  de  la  l.r^,  à  la  case  où  est  25;  et 
ainsi  des  autres. 

Quant  à  Perdre  des  autres  nombres  en  horizontale  et  en 
verticale,  il  est  arbitraire  ;*les  deux  autres  horizontales  et 
les  deux  autres  verticales,  dont  on  n'a  pas  calculé  les  dif- 
férences, comprennent  les  complémens  des  premières. 


ARTICLE   III. 

LA  CROIX  À  BEÀICCHBS  COMPOSÉES  d'uIC  NOMBKB  PAIA   DB   LIGNES 
PEUT  SB  FORMEE  EN  BORDURE  ,  ET  RÉCIPROQUEMENT* 

Pour  changer  les  bordures  en  croix,  0  &ut,  1.**  que  le 
nombre  des  bordures  soit  pair  ;  2«°  que  le  carré  central  soit 
composé  de  4  carrés  égaux.  Ainsi,  ces  deux  conditions  de- 
vant avoir  lieu  simultanément ,  il  y  a  peu  de  bordures  dont 
on  puisse  Cure  des  croix  ;mab  les  croix  à  branches  paires 
(ici  l'on  dit,  par  abréviation,  branches  paires  pour  bnmdies 
composées  d'un  nombre  pair  de  bandes  ou  de  lignes)  se 
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transiortnent  fiicilement  en  bordures  :  il  suffit  de  joindre 
les  a  carrés  partiels  pour  n'en  fiiire  qu'on  à  conqMirtimenty 
et  de  placer  par  ordre  les  4  parties  de  l'intersection  de  la 
croix  aux  angles  de  la  bordure.  Alors  la  moitié  des  hori- 
lontales  sera  portée  au  dessus ,  et  l'autre  moitié  au  dessous 
du  carré  central;  la  moitié  des  verticales  àgauche,  et  l'autre 
moitié  à  droite  de  ce  même  carré  :  les  bordures  seront 
laites.  Mais  il  est  à  remarquer  qu'il  n'y  aura  jamais  qu'une 
seule  bordure 9  laquelle  sera  double,  triple ,  etc.  On  voit 
{figures  134,  136,  planche  XXIII)  que  la  croix  de  10  est 
cbangée  en  bordure.  On  a  renversé  cette  bordure ,  ce  qui 
est  indifférent  On  verra  la  bordure  double  qui  résulterait 
du  changement  de  la  croix  de  la  figure  135  en  bordure 
(^planche  XXIII  bls,j!gure  1  )• 

On  a  dà  remarquer,  dans  la  croix  du  carré  de  12 
(figure  135 9  planche  XXIII),  que  l'intersection  des 
branches  ne  donnait  que  les  diagonales  exactes  ;  les  autres 
lignes  du  carré  d'intersection  ont  plus  ou  moins  de  deux 
couples,  ou  plus  ou  moins  que  290  :  c'est  en  quoi  ce  carré 
de  16  cases  diffère  des  carrés  ordinaires;  mais  il  suffit  que 
les  diagonales  soient  exactes  pour  quelle  carré  soit  ma- 
gique, puisque  les  horisontales  et  les  verticales  ont  la 
somme  exigée,  ainsi  que  les  parties  de  la  croix  entre  les 
earrés  partiels,  dont  deux  lignes  sont  com|démens  des 
deux  autres.  On  voit  dans  la  bordure  double  ci -dessus 
avec  quelle  Êidlité  l'on  passe  de  la  croix  à  la  bordure: 
il  en  est  de  même  dans  les  autres  cas. 
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ARTICLE  IV. 

DU   NOMBRE   DE    LIGNES   DONT    LES   BRANCHES   PEUVENT   ÊTRE 
COMPOSiES. 

Puisque  les  carrée  partiels  doivent  avoir  une  racine 
paire,  eUe  peut  ètre  =  2n,  n  étant  plus  grand  qpie l'u- 
nité, puisque  2  ne  peut  s'arranger  magiquement;  et  ai  a 
désigne  les  lignes  d'une  branche  de  croix ,  la  racine  du 
carré  total  sera  tin+a ,  a  étant  >  1 ,  puisqu'on  ne  peut 
avoir  de  branches  de  croix  d'une  seule  bande. 

Soit  maintenant  n=z2=3=A=A=^ ,  etc.,  et  a  =2  :  if 
viendra  10, 14, 18,  22 ,  etc., de  a  en  A  :  d'où  il  suit  que  10 
est  le  plus  petit  nombre  qui  puisse  avoir  une  croix. 

Soitod^  :on  aura  11, 15,19,23,27,  etc.,  aussi  de  4 
en  U  :  ainsi  1 1  est  le  plus  petit  nombre  impair  qui  puisse 
avoir  une  croix.  Soit  a=:4  :  il  viendra  12,16, 20,24,  etc. , 
toujours  dq  4  en  4.  Si a=5,  on  aura  13,17,21 ,25, etc., 
de  4  en  4.  Ces  séries  de  nombres  doivent  procéder  ainsi, 
puisque  n  augmentant  d'une  unité,  4«  augmente  de  4 
pour  une  valeur  fixe  de  a.  Soit  a=^=7=S,  etc.  t  on  re- 
tombera sur  les  séries  précédantes.  Il  suffit  donc  de  faire 
^•^2 — 3=4=5  pour  obtenir  tous  les  nombres. 

Soit  la  racine  du  carré  total  paire  :  elle  est  divisible  par  2 
ou  par  4.  Dans  le  premier  cas  le  minimum  des  bandes  de 
chaque  branche  sera  2,  et  dans  le  second  cas  ce  minimum 
sera  4.  Le  maximum  est  égal  à  la  racine,  dont  on  doit 
ôter  8 ,  qui  est  le  plus  petit  nombre  représentant  la  somme 
des  racines  de  deux  carrés  partiels.  Soit  la  racine  38  :  le 
minimum  des  bandes  est  2,  et  le  maximum  30;  on  retombe 
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siirlasérie  donnée  par  la  supposition  de  a=2:car  il  vient 
2,6, 10, 14,18,22,26, 90.  Si  la  racine  est  44,  le  minimum 
est  4, et  le  maximum  36:  on  aura  donc  4,8, 12, 16, 20,24, 
28, 32,  36  bandes  à  chaque  branche,  et  l'on  retrouTC  la 
série  pour  laquelle  a=4. 

Si  la  racine  est  impaire ,  le  maximum  s'obtiendra  toujours 
en  ôtant  8  de  cette  racine;  quant  au  minimum,  puisque  la 
somme  des  carrés  partiels  pris  2  à  2  est  paire ,  il  n'y  a  que 
3  ou  5,  qui  sont  les  valeurs  impaires  de  a,  que  l'on  doire 
Ater  de  la  racine*  Si  le  reste  de  la  soustraction  de  3  donne 
un  nombre  diybible  par  4 ,  alors  3  sera  le  minimum;' s'il 
fiiut  ôter  5,  ce  sera  ce  dernier  qui  sera  le  minimum.  Ainsi 
39— 8=:31  est  maximum;  et  39— 3=:36  se  divisant  par  4 , 
3  est  le  minimum;  et  l'on  a  3,7,11 ,  15, 19, etc., série  pro- 
venante de  la  supposition  a  =3. 

Si  l'on  avait  37  pour  racine,  le  maximum  serait  37—8 
=29;  et,  comme  37—3  ne  se  divise  pas  par  4,  il  ûiut 
prendre  37—5=32,  qui  se  divise  par  4 ,  et  le  minimum 
sera  5.  H  viendra  5,  9, 13,  17,  21 ,  etc.,  série  provenante 
de  la  supposition  a = 5. 

Trouvant  immédiatement  les  nombres  minimum  et 
maximum,  et  les  bandes  augmentant  de  4  en  4 ,  si  l'on  &it 
a=:le  premier  terme,  on  le  minimum,  â»=le  dernier 
terme,  ou  le  maximum,  £/=4=différence  de  la  progres- 
sion, ii=le  nombre  des  termes,  on  a  tf=a-{-£/(n— 1): 
d'où  n=i^+iz=zy±^.  Ainsi  pour  37  de  racine  »s= 
29;  a=:5  :  donc  n=Ç=7. 11  jaura  donc7  espèces  de  croix 
pour  37.  Si  la  racine  est  38,rona»=30;a=2:donc/i=: 
^=8  pour  le  nombre  des  croix  différentes,  dans  le  cas  de 
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la  racine  38.  H  est  clair  qa'il  n'est  ici  question  qae  du  genre 
de  croix  que  l'on  considère  dans  cette  section. 

On  peut  encore  obtenir  ce  nombre  de  croix  sans  cber- 
cher  les  maximums  ou  minimums.  Ainsi ,  que*  la  racine  ne 
se  divise  que  par  2  :  on  aurait  ^=^|^  +  1  =^=J|j^±A=^ ,  r 
étant  la  racine  du  carré  total.  Si  la  racine  se  divise  par  4, 
on  aura  ''■^^  + 1  z=^. 

Si  la  racine  est  impaire,  et  si,  3  soustrait  de  la  racine,  le 
reste  se  divise  par  ft,  on  aura  n=:''"^^^+ 1  =^-  Si  le 
reste  ne  se  divise  pas  par  3,  on  aura  ii=;''~^~^+  1  = 
^;  d'où  il  suit  : 

Si  une  racine  paire  ne  se  divise  pas  par  A,  il  feut  6ter  6 
de  cette  racine,  et  prendre  le  quart  du  reste;  si  eUe  se  di- 
vise par  A,  on  ôte  8 ,  et  l'on  divise  par  4. 

Si  une  racine  impaire  diminuée  <?e  3  est  divisible  par  4, 
il  &ut  6ter  7  de  la  racine ,  et  prendre  le  quart  ;  si  le  reste  de 
la  soustraction  ne  se  divise  pas  par  A ,  il  fiiut  ôter  9,  et 
prendre  le  quart.  On  obtient  ainsi  sur  le  champ  le  nombre 
de  croix  dont  le  carré  est  susceptible. 

n  était  nécessaire  d'entrer  dans  le  détail  qui  précède  | 
aiGin  de  ne  pas  faire  de  dusses  suppositions. 

Que  l'on  ait  113  :  le  maximum  des  lignes  de  chaque 
branche  serait  113—8=105;  le  minimum,  puisque  113 
—  3=110  n'est  pas  divisible  par  4,  sera  donc  =  5.  Si 
l'on  soustrait  9  de  1 1 3 ,  il  vient  104,  dont  le  quart  est  26, 
qui  est  le  nombre  de  croix.  De  même,  pour  127, on  aurait 
119  maximum,  3  minimum,  et  ^^^=^^=30=  le 
nombre  des  croix. 

On  peut  demander  si  un  nombre  donné  ferait  partie  des 
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croix  d'une  racine  connue.  On  sait  sHl  fiînt  ôter  2,3,4, 
5  de  cette  racine  ponr  t^ne  le  reste  se  divise  par  U ,  d'à* 
près  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  Si  la  racine  est  divisible 
par  Uy  il  &ut  que  le  nombre  donné  soit  lui«méme  un 
multiple  de  4.  Si  la  racine  ne  se  ^yise  que  par  2 ,  on  ôtera 
2  du  nombre  donné, et  le  reste  doit  se  diviser  par  4.  H  en 
est  de  même  pour  3  et  5.  Ainsi,  la  racine  étant  18 ,  on  veut 
savoir  si  8  serait  une  des  branches  de  croix;  mais  8—2 
=3sG  ne  se  divise  pas  par  4  :  donc  8  n'est  pas  au  nombre 
des  branches.  De  même  1 15  est  racine,  on  veut  connaître 
si  91  est  convenable  pour  une  des  branches  :  puisque  115 
—  3=  1 12  se  di^dse  par  4 ,  il  Êiut  6ter  3  de  91  ;  reste  88, 
qui  se  divise  par  4  :  donc  91  est  une  des  branches.  Tout 
cela  )3st  la  conséqueof^e  de  ce  qui  précède. 

ARTICLE   V. 

cÂ&ai  DB  18. 

Comme  18 se  divise  par  2  seulement,  le  minimum  des 

lignes  de  croix  par  branche  est  2,  le  maximum  est  10; 

qu'on  choisbse  6,  et  qu'on  Jbrme  les  quatre  carrés  par  les 

progressions  à  volonté. 

3.     5...   13  282. 284. -.292 

18.  20...   28  297.299... 307 

33.  35...   43  312.314...  322 

32.  36...  52  227.231... 247 

55.  59...   75  250. 254... 270 

78.  82...   98  273. 277... 293 

100.101...  1(»  206.207..;  211 

107.108. . .  112  213.214. . .  218 

114.115... 119  220.221. ..225 

TOM.    II.  7 
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121.123.. .181  168.170.-. 178 

134. 136...  Ua  181. 183...  191 

147. U9;.. 157  194.196-..204 

On  fera  aisément  les  quatre  carrés  de  6  d'après  les  règles 
données,et  de  simples  substitutions*  Ces  carrés  ont  été  con»* 
fruits  d'après  les  tableaux  et  le  carré  en  résultant,  quoTOÎci: 

I.cttABLIAV.  2.®  TABLBAV. 

123456  0  30  300300        132  33   4356 

62  34  5  1  6    6  24  24    6  24      12   8  27  28  1125 

6  5  4  3  21        18  18  12  12  12  18      24  23  16  15  14  19 
154326        121218181812      131722212018 
624351        24  24    6   624   6      30  2610   9297 
153426        3000300  30      315    3  34   236 
Ainsi,  aulieu  de  1 , 2, 3,4, 5 , 6,  on  mettra  les  premières 
séries  pour  chaque  carré  partiel;  on  substituera  les  se- 
condes au  lieu  des  nombres  7,  8,  9,  10, 11,  12,  et  ainsi 
de  suite.  On  obtiendra,  de  cette  iaçon ,  les  carrés  partiels 
{figure  1 37,  planche  XXIV.) 

Pour  faire  le  centre  de  la  croix,  on  formera  les  trois 
premières  yerticales  et  les  trois  premières  horizontales. 
Chacune  de  celles-ci  aura  une  difiFérence  de  chaque  verti- 
cale arec  son  signe,  et  une  autre  avec  changement  de 
signe.  Il  est  inutile  de  composer  phis  de  la  moitié  des  hori- 
zontales et  des  verticales,  puisque  la  moitié  de  ces  lignes 
comprend  les  complémens  de  l'autre  moitié.  Toici  un  ta- 
bleau de  ces  lignes  c  on  a  remplacé  les  nombres  par  des 
lettres,  afin  de  mieux  faire  voir  la  distribution  de  ces 
nombres  et  de  leurs  complémens;  ceux-ci  sont  placés 
symétriquement  II  est  bon  de  faire  ce  tableau  toutes  les 
fois  que  les  branches  de  la  croix  sont  composées  d'un  grand 
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nombre  de  bandes.  La  lettre  c,  après  une  lettre,  signifie 
complément  de  cette  lettre.  On  a  renversé  les  lettres  du 
dernier  qoart  >  pour  ne  pas  les  confondre  arec  ceDes  qai 
sont  communes.  Ainsi  le  premier  quart  comprend  les 
lettres  communes  aux  horizontales  et  aux  verticales  ;  le 
quart  renyersé  comprend  les  complémens  du  premier.  Le 
2.6  et  le  3.®  quart  conti^nnent  les  lettres  dans  l'un  d'eux, 
et  leurs  complémens  dans  l'autre.  Cela  répond  aux  nombres 
dont  les  différences ,  au  signe  près ,  sont  les  mêmes. 
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a. 

A. 

B  s'agit  de  former  le  tableau  des  différences  depuis  celle 
qui  répond  à1 ,  jusqu'à  celle  qui  correspond  k  162,  qui  est 
la  moitié  de  32ft,  carré  de  18,  mais  sans  j  comprendre 
celles  qui  se  rapportent  aux  nombres  des  progressions 
choisies.  Toici  ces  nombres  : 

3  5  7  9  11  13  18  20  22  24  26  28  32  33  35  36  37  39 
m  41  43  44  48  52  55  59  63  67  71  75  78  82  86  90 
94  98  100  lOt  102  103  104  105  107  108  109  110 
111  112  114  115  116  117118  119  121  123  125  127 
129131  134  136  138  140  142  144  147149  151  153 
155  157 

On  ne  prendra  donc  les  différences  que  des  nombres 
ne  faisant  pas  partie  de  ceux  ci-dessus;  le  couple  étant 
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3259biinaitié  162,5  est  la  valeur  moyenne  de  chaque  nom- 
bre du  carré.  Il  fiiut  que  chacun  avec  sa  différence  donne 
pour  somme  162,5.  Toîci  le  tableau  de  ces  différences. 


1  + 

2  + 

«  + 

8  + 

10  + 

12  + 

14  + 

15  + 

16  + 

17  + 
19  + 
21  + 
23  + 
25  + 
27  + 

29  + 

30  + 

31  + 
34  + 
38  + 
42  + 

45  + 

46  + 

47  + 

49  + 

50  + 

51  + 

53  + 

54  + 


61,5  —  324 
60,5  —  323 
58,5  —  321 
56p  —  319 
54,5  —  317 
52,5  —  315 
50,5  —  313 
48,5  —  311 
47,5  —  310 
46,5  —  309 
45,5  —  308 
43,5  —  306 
41,5  —  304 
39,5  —  302 
37,5  —  300 
35,5  —  298 
33,5  —  296 
32,5  —  295 
31,5  —  294 
28,5  —  291 
24,5  —  287 
20,5  —  283 
17,5  —  280 
16,5  —  279 
15,5  —  278 
13,5  —  276 
12,5  —  275 
11,5  —  274 
09,5  —  272 
08,5  —  271 


56  +  106,5  —  269 

57  +  105,5  —  268 

58  +  104,5  —  267 
efi  +  102,5  —  265 
i(51  +  101,5  —  264 
62  +  100,5  —  263 


64  + 

65  + 

66  + 

68  + 

69  + 

70  + 


72 
73 
74 


76  + 

77  + 


+ 
+ 
+ 
+ 

+ 


79 
80 
81 
83 
84 
85  + 

87  + 

88  + 

89  + 

91  + 

92  + 

93  + 
95  + 


98,5  —  261 
97,5  —  260 
%,5  —  259 
94,5  —  257 
93,5  —  256 
92,5  —  255 
90,5  —  253 
89,5  —  252 
88,5  —  251 
86,5  —  249 
85,5  —  248 
83,5  —  246 
82,5  —  245 
81,5  —  244 
79,5  —  242 
78,5  —  241 
77,5  —  240 
75,5  —  238 
74,5  —  237 
73,5  —  236 
71,5  —  234 
70,5  —  233 
69,5  —  232 
67,5  —  280 
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96  +  66,5- 

229 

139  +  23,5  —  186 

97  4-  65,5  - 

228 

141  +  21,5  —  184 

99  +  63,5  - 

226 

143  +  19,5  —  182 

106  4-  56,5  - 

■  219 

145  +  17,5  —  180 

113  +  49,5  — 

212 

146  +  16,5  —  179 

120  +  42,5  - 

205 

148  +  14,5  —  177 

122  +  40,5  — 

20Ï 

150  +  12,5  —  175 

124  +  38,5  - 

201 

152  +  10,5  —  173    ■ 

126  +  36,5  - 

199 

154  +    8,5  —  171 

128  +  34,5  - 

■  197 

156  +    6,5  —  169 

130  +  32,5  - 

195 

158  +    4,5  —  167 

132  +  30,5  - 

•  193 

159  +    3,5  —  166 

133  +  29,5  - 

•  192 

160  +    2,5  —  165 

135  +  27,5  - 

■  190 

161  +    1,5  —  164 

137  +  25,5  — 

188. 

162  +    0,5  —  163 

On  peut  composer  les  trois  premières  Terticales  et  les    1 1 

trois  premières  horizontales 

comme  soit.  On  a  en  soin 

de  marquer  les  différences  commmtes,  afin  de  &ciliter  la 

construction  du  carré  d'intersection.  Soient  donc  les  diffé- 

rentes ligne»,  saTOir 

t. 

1.™  TKancui. 

2.e  TBKTICAI,!.               3.«  THTICAUI. 

+161,5—147,5 

+132,5-115,5          +101,5—90,5 

+  160,5-146,5 

+131,5—113,5          +100,5—89,5 

+158,5—145,5 

+128,5-112,5         +  98,5—88,5 

+156,5—143.5 

+124.5—111,5         +  97,5—86,5 

+154,5—141,5 

+120,5—108,5          +  96,5—85,5 

+152,5-139,5 

+117,5—106,5          +  94,5—83,5 

+150,5-137^ 

+116,5—105,5          +  93,5—82,5 

+148,5—135,5 

+109,5-104,5          +  92,5—81,5    | 

+  27,5—133,5 

-102,5                      —78,5 
-    0,5                      —8,5 
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ARTICLB    VI. 

Soit  encore  le  carré  de  22  plus  compliqué  et  avec  croix 
à  10  bandes  par  branche.  Qu'on  chobisse,  pour  abréger, 
les  72  premiers  et  les  72  derniers  nombres  pour  les  carrés 
partiels  de  6,saToir  :  les  18  premiers  et  les  18  derniers  pour 
l'un  d'eux ,  les  suivans  et  tes  poréoédens  pour  un  autre , 
et  ainsi  de  suite.  Qu'on  fasse  ^une  bordure  à  chacun ,  et 
soient  choisis  pour  chacune  les  10  premiers  et  les  10  der-* 
niers  de  chaque  série  déterminée  pour  les  carrés  partiels. 
11  suffira  de  construire  un  des  carrés  avec  bordure  pour 
obtenir  de  suite  ks  trois  autres^  en  ajoutant  ou  retran- 
chant un  même  nombre. 

On  a  encore  les  340  nombres  du  milieu,  depuis  73  jus- 
qu'à 412  inclus.  Chaque  coiqde  Tant  485;  la  moitié  242,5 
est  la  valeur  de  chaque  nond>re.  Les  différences  seront 
de  0^5  à  169,5 ,  cette  dernière  étant  celle  de  73.  On  peut, 
avec  quelque  attention,  se  passer  de  tableau  de  diffiêrences. 
n  faut  même  s'en  dispenser  toutes  les  fois  qu'on  ne  s'^st 
pas  proposé  de  ch<^sir  ces  différences  sans  suite  et  dans 
toutes  les  parties  du  tableau. 
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l.'B  H0miZOI(TÀI.B. 

+169,5  1.«îT.  —168,5  Lmt.  c.  +64,5  —60,5 
+148,5  2.e  T.  —147,5  2.»  v.c.  +63,5  —59,5 
+127,5  3.6  T.  —126,5  3.e  t.c.  +62,5  —58,5 
+106,5  4.8  T.  —105,5  4.C  v.c  +61,5  —57,5 
+  85,5  5.8  T.  —104,5  5.8  c.  c  +54,5  —56,5 

+36,5  —55,5 

2.8  HOKIZOHTÀLB. 

+167,5  L^T.  —166,5  l.r'v.c.  +53,5  —48,5 

+146,5  2.8  V.  —145,5  2.8  t.c.  +52,5 47,5 

+125,5  3.8  T.  — 12li,i  3.8  y.c.  +51,5  —46,5 
+104,5  4.8  T.  —103,5  4.8  t.c.  +49,5  —45,5 
+  83,5  5.8  T.  —  82,5  5.8  t.c.  +42,5  —44,5 

+21,5  —43,5 

3.8  HOEIZOHTÂIB. 

+165,5  1.'8T.  —164,5  l.rey.c.  +41,5  —37,5 
+144,5  2.8  T.  —143,5  2.8  t.  c.  +40,5  —35,5 
+123,5  3.8  T.  —122,5  3.8  t.c.  +39,5  —34,5 
+102,5  4.8  T.  —101,5  4.8  T.  c.  +38,5  —33,5 
+  81,5  5.8  T.  —  80,5  5.8  T.  c,  +30,5  —32,5 

+  9,5  —31,5 

4.8  HOKIZORTilLB. 

+163,5  1.r8T.  —162,5  1.r«T.c.  +27,5  —23,5 
+142,5  2.8  T.  —141,5  2.8  t.c  +26,5  —22,5 
+121,5  3.8  T.  —120,5  3.8  T.c.  +25,5  —20,5 
+100,5  4.8  T.  —  99,5  4.8  t.c  +24,5  —19,5 
+  79,5  5.8  T.  —  78,5  5.8  t.  c  +  6.5  —17,5 

+  4,5  —16,5 


J 
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5.<^   HORIZONTALE* 

+161,5  l.rev.  —149,5  1.r«v.c.  +13,5  —15,5 
+W0,5  Ze  V.  —128,5  2.e  v.c.  +12,5  — U,5 
+119,5  3.e  ▼.  —107,5  8.e  r.  c  +  2,5  —11^ 
+  98,5  4.e  V.  —  86,5  ft-e  v.c.  +  1,5  —10^ 
+  18,5  5.«  Y.  —  28,5  5.e  v.  c.  +  0,5  —  7,5 

-5,5 
—  3,5 
n  est  £Bicile  maintenant  de  foire  le  carré  d'intersec- 
tion,  par  lequel  il  &nt  toujonrs  commencer,  et  sans  re- 
courir au  tableau  d'intersection.  On  procédera  comme 
suit.  (  J^'gure^  138  ,  planche  XXIT.) 

Les  différences  communes  arec  leur  signe  ne  présentent 
pas  de  difficulté,  et  leurs  complémens  sont  dans  le  der- 
nier quart  de  l'intersection»  Quant  aux  différences  com- 
munes,  mais  arec  changement  de  signe,  qu'on  yeuille 
placer  les  nombres  répondant  aux  différences  +  101,5 
et  —  101,5 ,  la  première  appartenant  à  la  4.®  yerticale , 
et  la  seconde  à  la  3.®  horiiontale  :  les  nombres  sont  141 
et  344.  Pour  141,  qui  doit  être  dans  la  4.»  Terticale,  on 
partira  du  bas  de  Fintersection;  et,  remontant  la  4«®  ver- 
ticale, on  s'arrêtera  à  la  case  commune  à  la  3.^  hori- 
zontale. Pour  344,  qui  doit  être  k  la  3.^  horizontale,  on 
partira  de  la  droite  de  l'intersection,  le  long  de  la  3.® 
horizontale ,  et  l'on  s'arrêtera  à  la  case  commune  avec  la 
4.®  verticale.  On  agira  toujours  de  même ,  et  il  n'y  aura 
pas  d'embarras  ou  d'incertitude  à  éprouver. 

n  est  une  autre  manière  de  composition  de  croix;  c'est 
celle  employée  pour  les  croix  dont  les  branches  ont  un 
nombre  impair  de  bandes  :  on  va  développer  ce  procédé 
pour  le  carré  de  14. 
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ARTICLE    VII. 
CAJUUfi   DR    Ift  ATBG   CABRÉ  MAGIQUE   d'iRTERSECTIOIT. 

Le  carré  d'intersection  doit  être  composé  de  nombres 
en  progression  continue  on  discontinue  ;  et,  s'il  est  avec 
bordures ,  il  faut  qae  cdles^ci  soient  telles  que  le  carré 
ayec  bordures  soit  magique ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 
que  les  complémens  soient  aux  cases  opposées  y  sauf  ceux 
des  angles. 

Que  l'on  suppose  ici,  pour  les  quatre  carrés  partiels  , 
les  progressions 


1-2...  8 

189  .  190. . .  196 

9  .  10. . .  16 

181  .  182.  ..  188 

17  .  18. . .  24 

173  .  174...  180 

25  .  26. . .  82 

165  .  166.  r.  172 

Chaque  carré  e3t  composé  de  deux  progressions,  dont 
l'une  est  complément  de  l'autre.  (  Fig,  139,  pL  XXT.) 

Que  le  carré  d'intersection,  qui  est  celui  de  6,  soit 

formé  avec  les  deux  progressions   33  •  34. .  •  50 

1ft7  •  148. ..  164,  et  qu'on  le  suppose  avec  bordures. 
Sans  fiiire  le  tableau  des  différences,  on  peut  les  grouper 
par  6,  de  manière  que  la  somme  de  ces  six  différences 
soit  =:  0.  Ces  différences  se  placent  sur  la  ligne  qu'on 
veut,  mab  par  groupes  entiers;  les  complémens,  aussi 
par  groupes,  et  par  ordre  de  nombres,  complètent  les 
horizontales  et  les  verticales.  Gomme  il  y  a  ici  16  lignes 
entre  les  carrés  partiels ,  et  couvrant  celui  d'intersection, 
il  &ut  avoir  8  grottes ,  dont  4  seront  en  horizontale ,  et 
4  en  verticale  ;  il  v  en  aura  autant  de  complémentaires. 
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Oa  peut  être  curieux  de  connaître  les  airangemens 
dont  sont  suscq[>til)les  les  groupes  qui  remplissent  les  in^ 
terralles  entre  les  carrés  partiels.^  Leur  nombre  est  tou- 
jours connu  ;  il  est  égal  au  double  de  la  racine  d'un 
carré  partiel»  Quant  au  nombre  de  cases  occupées  par 
un  groupe,  il  est  égal  à  celui  des  bandes  d'une  branche 
de  croix. 

Soit  donc  construit  un  Carré  avec  une  croix  :  tout  res- 
tant fixe,  et  les  groupes  étant  composés  inyariablement, 
il  s'agit  de  déterminer  les  arrangemens  dont  les  groupes 
sont  susceptibles,  soit  quant  à  leur  placement  dans  les 
interyalles  des  carrés  partiels,  soit  quant  à  leurs  change- 
mens  particuliers,  résultant  de  ceux  que  peuvent  éprou» 
Ter  les  nombres  qui  les  composent,  ces  nombres  étant 
d'ailleurs  les  mêmes  pour  chaque  groupe. 

Soit  m  le  nombre  des  groupes ,  non  compris  ceux  de 
leurs  complémens;  soit  n  le  nombre  des  cases  de  chaque 
groupe.  11  est  d'abord  évident  que  ceux  des  verticales  se- 
ront déterminés  lorsqu'on  aura  choisi  ceux  des  horizon- 
tales :  or  m  groupes  combinés  -7-  à  -°-  donneront 

,n(fn— 1)(m-2>..[m-(-2^0]_mC'»— OC^'^-^j'-'C^ 
<. 2.3.4....    -Y-  1.2.8.4....-?- 

Ge  nombre  donne  les  produits  différensde  m  lettres  com- 
binées -^  à  -^-9  et  exprime  les  différens  groupes  qui  seront 
dans  les  lignes  horizontales ,  et  par  conséquent  aussi  ceux 
des  lignes  verticales,  lesquels  sont  forcés  d'après  les  pre- 
miers. Maintenant  ces  groupes  et  leurs  complémens  en 
horizontales  se  combineront  entr'eux  de  (1  •  2  •  3. . .  m) 
manières,  et  ceux  des  verticales  de  même  :  on  aura  donc 
(I  •  2  »  3. . .  m)*.  Si  l'on  passe  aux  nombres  qui  composent 
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chaque  groupe,  il  y  en  a  r.  Us  se  combineront  de  (  1  •2* 
3. . .  n)  manières;  et,  comme  chaque  groupe  subit  les 
mêmes  combinaisons^  ce  sera  (1  •  2  •  3. . .  n)"*.  H  est 
clair  que  la  puissance  sera  m  seulement ,  et  non  2m; 
parce  que  les  groupes  complémentaires  subissentles  mêmes 
Tariations  forcées  que  les  m  groupes.  Faisant  application 
ici,  Ton  aura  n  =  6 ,  m  =  8.  Donc  f^  =;  70.  Ainsi  70 
(  1  •2.3. . .  8)*  (  1  •  2*  3. . .  6)^  sera  le  nombre  de  combi- 
naisons des  groupes  seulement,  ou  70  (518>ft00)^* 
1,625,702,400,  nombre  prodigieux,  si  l'on  considère  que 
toute  composition  est  fixe.  H  fiiudrait  encore  multiplier 
ce  produit  par  24 ,  représentant  le  nombre  de  yariations 
des  4  carrés  partiels  entr'eux ,  et  encore  par  8*  pour  les 
variations  de  chaque  carré.  Quant  au  carré  central,  il 
aurait  8  yariations;  mais  il  faudrait  diyiser  le  produit 
total  par  8,  pour  ayoir  les  combinaisons  réellement  dif- 
férentes :  de  sorte  que  ce  dernier  fiicteur  doit  être  non 
ayenu ,  à  moins  que  le  carré  total  ne  fesse  partie  d'an 
autre  carré. 

ARTICLE   VÏII. 

CARRÉ  DR  14  A  BORDURB  DOOBLR,  RT  CROIX  A  DEUX 
RARDES. 

Si  l'on  compare  {figures  139  e£  145 ,  planche  XXY) 
les  carrés  de  ces  figures ,  on  yerra  qu'il  j  a  toujours  7 
carrés ,  sayoir  :  le  total ,  les  4  partieb ,  un  autre  formé 
par  les  4  angles ,  les  8  nombres  du  milieu  de  la  tj^  bor- 
dure,  et  les  4  du  milieu  de  la  croix;  enfin  un  dernier 
composé  des  4  nombres  autour  de  chaque  angle ,  des  deux 
du  milieu  de  chaque  bordure,  et  des  4  du  centre  de  la 
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croix*  On  pourrait  j  ajouter  cdai  résultant  de  la  réunion 
des  4  carrés  partiels» 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que ,  dans  la  figure  145, 
les  bordures  sont  fitutires  isolément,  et  même  que  la  double 
bordure  est  fiiutire:  car  les  complémens  ajoutés  aux  nom- 
bres ne  donnent  pas  deux  couples;  la  croix  est  également 
fausse ,  puisque  les  bandes  ne  donnent  pas  un  couple  pour 
les  deux  nombres  en  regard;  mais  le  tout  est  magique  y  et 
Ton  a  4  carrés  partieb  diTÎsés  par  une  iausse  croix.  Cette 
construction  est  très  -  remarquable* 

On  pourrait  îàvte  ^sparallre  la  croix ,  comme  on  voit 
{planche  XXIII  his^Jigure  K  )  :  on  a  une  bordure  triple. 

On  ne  pourrait  faire  une  croix  arec  carré  d'intersection 
magique,  d'une  bordure  régulière  :  la  croix  n'en  serait 
pas  moins  régulière;  mais,  à  l'exception  des  diagonales, 
qui  auraient  la  somme  voulue,  les  autres  lignes  de  ce 
carré  d'intersection  seraient  irrégulières. 

CHAPITRE  II. 

IBS   CROIX   OHT   LBUaS   BBAHGHB8    OOMPOSiSS  d'uK  IfOMBBB 
UPAm  DB   BAHBBS. 

Il  fiiut,  pour  ce  genre  de  carré,  que  le  central  soit 
magique ,  qu'il  y  ait  ou  non  bordure.  Il  peut  aussi  avoir 
ses  complémens  dans  les  cases  symétriques.  Ainsi,  après 
avoir  choisi  les  nombres  pour  les  carrés  partiels,  H  faut 
en  choisir  de  même  pour  le  carré  d'intersection,  de  ma- 
nière à  ce  que  la  condition  suivante  soit  remplie  : 

Si  la  croix  est  composée  de  3  lignes,  il  est  nécessaire 
que  le  tiers  des  différences  restantes  soit  égal  aux  deux 
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autres  tiers  ou  plus  grand.  Si  Ton  ne  peut  obtenir  cette 
condition ,  la  croix  ne  peut  avoir  lieu.  Si  le  nombre  des 
bandes  est  5 ,  les  |  doivent  égaler  ou  surpasser  les  | 
des  différences.  Si  les  branches  ont  7  lignes ,  les  [|  éga-* 
leront  ou  surpasseront  les  |  des  différences,  et  ainsi  de 
suite.  Yoici  des  exemples  : 


.ARTICLE  PREMIER. 

CAREi    DB    11. 

Soient  pris  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nombres 
pour  les  carrés  partiels.  Les  différences  restantes  sont 
1y  2,  3. . .  28 ,  non  compris  0,  qui  correspond  au  moyen , 
et  qui  fiiit  toujours  partie  du  carré  d'intersection.  Soit 
prise  pour  celui-ci  la  série  de  différences  1,  2,  3,  4,  ce  qui 
donne  les  nombres  57, 58. . .  65.  Les  8  plus  grandes  res- 
tantes sont  21  y  22. . .  28 ,  dont  la  somme  =1 96.  Les  1 6  plus 
petites  sont  5,6...  20=:200>  196.  Ainsi  les  différences 
choisies  ne  peuvent  convenir ,  puisqu'on  ne  peut  faire  re^ 
fluer  quelques-uns  des  grands  nombres  au  lieu  des  pe- 
tits, et  réciproquement;  mab  si  les  8  plus  grands  sur- 
passent les  16  plus  petits,  il  pourra  j  avoir  réfusion. 

On  peut  généralement  opérer  cette  substitution  de  ma- 
nière que  les  sommes  soient  égales.  Qu'on  prenne  les  dif- 
férences 0 , 7,  M ,  21 ,  28  :  les  différences  restantes  donnent 
186  pour  les  8  plus  grands  nombres,  et  150  pour  les  16 
plus  petits  ;  la  différence  est  36,  dont  la  moitié  =  18.  Si 
l'on  substitue ,  par  exemple ,  4  au  lieu  de  22  parmi  les 
grands,  la  somme  des  différences  sera  la  même,  et  l'on 
pourra  former  les  groupes  4  —  1  —  3=s0 24 — ^22—2 
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=0....  23—18  —  5=0....  27  — 10— 17=:0..... 
26— 15- 11=0..,.  25— 16— 9=0.... 20-12— 8=0 
...,  19—13  —  6=0. 

ÀYec  ces  données ,  et  en  plaçant  chaque  groupe  sur 
une  même  Ugne  horizontale  ou  verticale ,  on  aura,  par 
la  substitution  des  nombres  aux  dififérences,  le  carré  [Jl- 
^re  140,  planche  XXIY  )•  Les  complémens  se  mettent 
par  ordre  sur  une  autre  ligne  horizontale  ou  verticale, 
et  il  n'est  pas  nécessaire  que  ces  complémens  soient  de 
l'autre  côté  du  carré  central  :  ils  peuvent  se  placer  à 
volonté ,  pourvu  qu'ils  soient  sur  la  même  ligne  que  les 
nombres  dont  ils  sont  les  complémens ,  soit  verticale,  soit 
horizontale. 

On  peut  prendre  d'autres  progressions ,  pourvu  que  la 
condition  ci-dessus  soit  remplie,  et  que  l'on  puisse  obte- 
nir autant  de  sommes  de  différences  =  0,  qu'il  j  a  d'u- 
nités dans  la  double  racine  de  l'un  des  carrés  partieb , 
et  après  avoir  fait  refluer ,  s'il  est  nécessaire ,  quelques 
grands  nombres  parmi  les  petits,  et  réciproquement.  Par 
exemple,  si  l'on  eût  substitué  27  à  9,  comme  28  fidt 
partie  du  carré  d'intersection,  il  deviendrait  impossible 
qu'un  autre  grand  nombre  plus  petit  que  27 ,  pût  se 
composer  avec  ce  dernier  et  un  petit ,  et  donner  une 
somme  =  0. 

La  figure  montre  que  les  complémens  sont  placés  sur 
une  même  ligne,  et  par  groupes  ;  mais  ces  groupes  sont 
à  volonté^  soit  du  même  côté  que  les  simples,  soit  de 
l'autre  côté  du  carréd'intersection  :  ainsi ,  pour  le  groupe 
d€  la  1  .re  horizontale,  entre  les  carrés  partiels ,  celui  de 
ses  complémens  est  à  la  2.^  horizontale.  Il  en  est  de  même 
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des  deux  dernières  horizontales.  La  3.<  a  ses  eonq^é- 
mens  à  la  2.^  au  dessous  du  carré  central ,  et  la  4.^  à  la 
1  je  au  dessous  du  même  carré.  Le  groupe  de  la  l.^^  tof- 
ticale  répond  à  celui  de  la  seconde,  le  3.^  à  la  dernière^ 
le  4.^  à  la  seconde,  après  le  carré;  enfin  les  1.^  et  3.<^  de 
drmte  sont  complémens  l'un  de  Tautre. 

n  est  d'autres  signes  auxquels  on  peut  reconnaître  que 
les  progressions  ne  peuvent  convenir.  Ainsi,  soient,  pour 
les  carrés  partiels ,  les  progressions 

2  •    5  •    8  •  11    )     ,  ,. 

17.20.23.26  r' """^P*^"^"^'- 

1  .    7  .  13  .  19  1     .  ,. 

21  .27.33.  39  r^^'^P*^'^'^-    • 


40  .  42  .  44  .  46 
49  *  51  .  53  .  55 

41  .  43  .  45  .  47 


49  .  51  .  53  .  55  h*  "^""P*^'""'^^ 


41   .  43  .  45  .  47  I     ,  ,. 

52  .  54  .  56  .  58  r'  complémens. 

Les  nombres  restans  sont  60,  59,  57, 50,  48,  38,  37, 
36, 35,  34,  32,  31,  30,  29, 28,  25,  24, 22, 18, 16, 15, 
14,12,10,9,6,4,  3.    I 

Règle.  Si ,  après  avoir  cb<ysi  des  différences  pour  le 
carré  central,  la  somme  de  toutes  les  différences  restantes 
est  impaire,  ]a  croix  n'est  pas  possible»^  En  effet  ces  dif- 
férences seront  partagées  en  deux  parties,  dont  l'une  au- 
rait*pour  somme  un  nombre  pair ,  et  l'autre  un  nombre  im« 
pairi  or,par  la  comparaison  des  différences  de  l'une  des  par* 
tiesavec  celles  de  l'autre,  il  se  présentera  une  absurdité:  car 
une  différence  impaire  parmi  les  grandes  ne  peut  se  compa- 
rer qu'à  deux  autres,  dont  l'une  est  paire  et  l'autre  impaire^ 
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Après  ce  groupe  fonné  il  restera  donc  encore  denx  sommes 
de  diflërences»  dont  l'une  est  paire,  et  Tantre  impaire*  Lors- 
que l'on  compare  une  différence  paire  arec  deux  autres, 
celles-ci  seront  toutes  deux  paires ,  ou  toutes  deux  im«- 
paires.  Les  sommes  restantes  auront  donc  encore  pair 
et  impair  pour  résultat  :  on  arrivera  donc  à  comparer 
une  différence  paire  avec  une  paire  et  une  impaire ,  ou 
bien  une  <  différence  impaire  avec  deux  paires  ou  deux 
impaires,  ce  qui  est  impossible. 

Les  différences  des  nombres  ci-dessus  sont 
58  57  55  52  51  49  47  46  45  43  39  37  36  33  32  31 
30  29  27  26  25  24  23  13  11  4  2  1. 

Comme  il  j  a  18  impairs ,  la  somme  totale  est  paire. 
Voyons  les  conséquences.  Soit  d'abord ,  pour  le  carré 
central ,  la  différence  des  progressions  r=3 1  :  on  ne  pourra 
trouver,  dans  la  série  des  différences  ci'-dessus^  que  33  • 

32-31...  1*0 32*31.30...  1*0 31.30* 

29. . .  1 . 0 ,  etc*  Si  l'on  cboisit  les  différences  33 ,  32,  31 , 1 , 
comme  il  y  a  3  impairs,  il  n'en  restera  plus  que  15  parmi 
les  restantes,  ce  qui  ne  se  peut  H  en  est  de  même  de  31, 
30,  29, 1.  Mais  si  l'on  prend  32,  31 ,  30, 1 ,  comme  il 
n'y  a  que  2  impairs,  la  somme  des  différences  restantes 
est  paire;  mais  alors  les  8  plus  grandes  donnent  415  pour 
somme,  et  celle  des  plus  petites  est  417  :  ainsi  point  de 
croie,  n  est  inutile  de  passer  à  3  nombres  de  suite  infé^ 
rieurs  à  32,  31 ,  30,  puisque  la  somme  des  petites  diffé- 
rences augmenterait,  celle  des  grandes  restant  fixe. 

Soit  supposée  la  différence  de  progression  pour  le  carré 
central  =3  2:  alors  les  nombres  de  la  première  progrès- 
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sion  seront  tous  trois  pairs  ou  tous  trois  impairs*  S'ib 
sont  impairs ,  puisque  2  •  0  •  —  2  est  la  progression  du  mi- 
lieu, on  soustrairait  donc  trob  impairs  de  la  somme  totale 
des  différences:  le  restant  serait  donc  impair ,  ce  qui  ne 
peut  donner  de  croix.  On  ne  trouve  point  de  progression 
dont  les  termes  soient  pair^» 

Puisque  4  •  0  donne.4  pour  différence,  on  ne  peut  sup- 
poser la  différence  des  progressions  pour  le  carré  central 
=;3.  Qu'elle  soit  donc=:4  :  alors  les  trois  termes  de  la 
première  progression  seront  tous  pairs  ou  tous  impairs. 
On  ne  troure  point  de  pairs  en  progression  ;  et  si  l'on 
prend  3  impairs,  puisque  4  est  pair,  on  soustrait  3  impairs 
d'une  somme  paire  :  donc  le  reste  est  impair. 

On  ne  peut  supposer  la  différence  de  la  l.^®  progression 
du  carré  central  =5 5  =:6=  7=  8  =  9  =  10.  Qu'elle  soit 
1 1  :  alors  la  progression  comprendra  2  pairs  et  un  impair, 
ou  un  pair  et  2  impairs.  Dans  ce  dernier  cas  on  aurait  à 
soustraire  3  impairs,  j  compris  1 1,  ce  qui  ne  peut  être  si 
l'on  yeut  une  croix.  Soit  donc  la  progression  composée  de 
2  pairs  et  un  impair  :  on  n'aura  que  58  •  47  •  36  et  24  • 
13.2. 

Soit  58  «47  «36  :  on  aura  pour  les  8  plus  grands,  qui 
sont  57,  55,  52,  51 ,  49,  46,  45,  43,  la  somme=398;  et 
pour  les  16  petits,  qui  sont  39,  37,  33,  32,  31 ,  30,  29, 
27, 26,  25, 24, 23, 13,  4, 2, 1 ,  la  somme  =  376.  La  dit- 
férence  est  22 ,  dont  la  moitié  est  11.  11  faut  donc  faire 
passer  dans  les  8  premiers  des  nombres  pris  parmi  les 
petits,  tels  que  la  différence  entre  la  sonmie  de  ces  pe- 
tits et  celle  des  grands  que  l'on  range  parmi  les  petits, 
soit=11.  Mais  on  n'en  peut  fiiire  passer  deux  :  car  les 
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deux  pins  grands  des  petits  39  +  37=76  sont  marieurs 
de  12  à  la  somme  des  deux  plus  petits  parmi  les  grands 
454-4db=388.  On  n'en  peut  donc  faire  passer  qu'un  seul^ 
et  il  n'j  a  que  32  qui  remplacera  43.  Mais  on  voit  sur  le 
champ  que  45  ne  peut  se  comparer  qu'à  43+2,  et  par 
conséquent  32  qu'à  31+1  :  d'où  il  suit  que  4  ne  peut 
plus  entrer  dans  aucun  groupe ,  et  en  conséquence  on  ne 
peut  les  former  tous.  Si  l'on  prend  24  •13*  2,  la  somme 
des  8  plus  grands  sera  plus  petite  que  celle  des  16  plus 
petits  :  ainsi  point  de  croix. 

Soit  la  différence  de  la  ij^  progression  =1 3  :  on  aura 

52*39*26 13«0,et58.45*32.  . .  13*0*  On  ne 

peut  plus  Élire  de  suppositions,  puisque  23  pour  diOfërence 
donnerait  pour  premier  terme  un  nombre  ^  58. 

Soit  donc  la  1.^®  progression  52  •  39  »  26,  et  la  seconde 
13.0.— 13,  etc. 

Les  8  premiers  nombres  deviendront  58,  57, 55,  51 , 
49,  47,  46,  45,  dont  la  somme  =  408 ;  les  16  petits, 
43,37,36,  33,  32,  31,30,29,27,  25,  24,23,11, 
4,2,  i,  auront  pour  somme  388.  La  différence  des 
deux  sommes  donne  20,  dont  la  moitié  =  10;  mais  il 
n'y  a  que  37  au  Keu  de  47,  et  36  au  lieu  de  46,  qu'on 
puisse  substituer,  puisque  la  différence  =:  10.  Si  l'on 
substitue  47  au  lieu  de  37,  et  réciproquement,  on  ne  peut 
faire  46.  Soient  donc  les  progressions  58  •  45  •  32,  et  1 3  •  0. 
Les  grands  nombres  seront  57, 55, 52, 51,  49 ,  47,  46 ,  43, 
=400.  Les  petits,  39, 37,  36,  33, 31, 30, 29, 27, 26,  25, 
24, 23, 11, 4,  2,  1,  ont  pour  somme  378:  la  différence 
est  22,  dont  la  moitié  est  11.  Il  n'y  a  que  36  au  lieu  de 
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47  à  substituer  :  cela  supposé,  on  aurait  474*  4  =?  51, 
47-f-2=:A9.  liais  46  ne  peut  se  composer. 

n  Êtut  conclure  de  l'analjse  ci-dessus ,  que  les  progrès^ 
fiions  choisies  pour  les  carrés  partiels  ne  conyienneirt 
pas.  n  Êmtdonc  en  choisir  d'autres.  L'on  voit  aussi  que, 
matp-é  les  conditions  r^npUes  d'ailleurs,  il  est  possible 
qu'on  ne  puisse  taire  une  croix»  La  méthode  donnée  est 
donc  la  plussûre,  et  il  £iut  choisir  pour  les  carrés  partiels 
ks  premiers  et  derniers  nombres. 

Si,  toujours  en  prenant  ces  premiers  et  derniers 
nombres,  on  eût  choisi  0,  5,  10, 15,  20  pour  les  diffé- 
rences du  carré  central,  les  huit  plus  grandes  restantes, 
21 ,  22, 23,24,25, 26^27, 28,  ont  pour  somme  196;  et  les 
16  plus  petites,  1 ,  2,  3,  4,  6, 7, 8,  9, 1 1 ,  12, 13,  14,16, 
17, 18, 19,  donnent  160<  196.  La  di£Férence  =  36,  dont 
la  moitié  est  18.  Or  il  y  a  plusieurs  manières  de  substituer 
un,  et  même  deux  nombres  des  petits  dans  les  grands,  et 
rédproquemoat,  de  manière  que  18  soit  la  diff^ence  des 
nombres  substitués.  Que  l'on  mette  6  au  lieu  de  24 ,  par 
exemple  t  on  pourra  Êdre  les  groupes  suivans;  et  pour  les 
former,  tinci  toutes  les  compositions  posnbles  pour  les 
grandis  nombres  areo  les  petits. 

6r=2  -f  4  :  il  n'y  a  pas  d'autre  composition  pour  6.  U 
&ut  donc  n'avoir  aucun  égard  aux  groupes  où  entrerait 
2  ou  4.  Maintenant,  21  peut  se  former  par  18  +  3. . .  • 
14+7,...  13+8.,..  12  +  9. 

22  se  compose  par  19  +  3. ...  14  +  8. ...  13  +  9. 

23  aura  16  +  7....  14  +  9....  12+ 11. 

25  se  composera  par  24  +  1. . . .  18  +  7. ...  17  +  8. .. . 
16+9... .14  +  11... .13+12. 
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aSéquiraulà  19+7 18+8... .  17+9 14 

+  12. 

27=2/1+3. . . .  19+8. . .  .18  +  ». . . .  16+ 11 U 

+  18. 

Infin  28=19+9. ...  17  +  11. .. .  16  +  12. 

Eb  jetant  les  yeux  sur  ces  combHudsoiis ,  dn  toit  que  I 
ne  figure  que  dans  la  nievat  de  25 1  d'oii  fl  soH  que  testes 
les  combinaisons  ou  entre  2t,  doivent  Atre  noBes  y  excepté 

pour  25.  On  peut  ayoir  les  couples  28  —  17-^11 

27—13—14 26—18—8 23—16—7 22 

—19-3. ...  21  —12—95  ou  bien  28—17—11 27 

—8  —19. . . .  26—12—14. . . .  23—16—7. . . .  22—13 
—9. ...21 — 18—3.  On  peut  encore  former,  afec  les 
Taleurs  de  21, 22,  23, 26, 27, 28,  d'autres  combinaisons. 

U  anÎTe  sourent  qu'<m  est  obligé  de  modifier  quelques^ 
unes  des  compositions  adoptées  d'abord,  parce  qu'on  ne 
peut  panrenir  à  composer  les  autres  groupes  ayeo  les  petits 
nombres  restans  :  d'où  il  suit  que  la  méthode,  quoique 
directe  pour  fisôre  éviter  de  &uxessab,  n'est  que  de  talon* 
nement  pour  composer  les  groupes,  lorsqu'on  sait  déjà 
qu'ils  sont  possibles;  et  la  difficulté  est  d'autant  plus 
grande,  que  les  branches  ont  uioins  de  bandes.  On  ne  con*> 
naît  pas  de  marche  directe  pour  former  ces  groins  im-' 
uiédialement,  quoiqu'on  ait  sous  les  yeux  les  diflérentes 
valeurs  de  chaque  grand  nombre  en  petits  nombres, 
comme  dans  Fexemple  cndessus. 

Au  reste,  pour  tous  les  cas  où  l'on  n'a  que  trois  lignes 
par  branche,  on  se  servira  de  la  marche  indiquée  au  corn» 
menc^nent  de  l'article.  On  fera  les  carrés  partiels  avec  les 
premiers  et  les  derniers  nombres;  quant  au  carré  central, 
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on  prendra  la  progression  dont  0  est  le  premier  terme,  et 
dont  le  dernier  est  la  plus  grande  différence  restante.  H  n'y 
aura  pins  qu'à  intercaler  trois  moyens  arithmétiqfaes ,  on^ 
ce  (jui  revient  au  même ,  prendre  le  quart  du  dernier  terme 
pour  le  second  de  la  progression,  et  doubler,  tripler,  pour 
les  suiTans.  Ainsi,  dans  le  carré  de  11  ^  la  plus  grande  diffé- 
rence restante  étant  28,  la  progression  sera  0, 7, 14 ,  21 , 
28,  et  l'on  procédera  à  la  compositioa  des  groupes  asseï 
facilement» 

ABTICLE  ir. 

GAERi     DR     15* 

D'après  ce  qui  précède ,  soient  choisis  les  72  premiers  et 
les  79,  derniers  nombres  pour  les  carrés  partieb,  qui  seront 
de  36  cases.  D'abord  on  peut,  avec  ces  72  nombres,  com- 
poser d'une  foule  de  manières  ces  carrés  partiels,  en  choi- 
sissant des  progressions  continues  ou  discontinues  pour 
chaque  carré,  qu^on  peut  aussi  fiiire  avec  bordures.  Quant 
au  carré  central,  soient  choisies  les  différences  0, 10,  20, 
30,  40,  dont  la  dernière  est  la  plus  grande  des  restantes* 
n  y  en  aura  encore  36  :  les  12  plus  grandes,  39 ,  38, 37, 36, 
35, 34 ,  33,  32,  31 ,  29,  28, 27,  ont  pour  somme  399;  les 
24pluspetites1,2,  3,  4,  5,6,7,8,9,  11,12,  13,  14, 
15,16,17,18, 19, 21,  22,  23, 24, 25,  26,  valent  321.  La 
différence  des  sommes  est  78,  dont  la  moitié  =:z39.  D  est 
clair  qu'on  ne  pourrait  ici  remplacer  un  seul  nombre  :  car 
la  différence  entre  1 ,  qui  est  le  plus  petit  des  petits ,  et  39, 
qui  est  le  plus  grand  des  grands,  n'est  que  38  <39  qu'oa 
doit  avoir.  Mais  si,  par  exemple,  on  met  dans  les  grands 
nombres  7  et  9  des  petits ,  et  dans  les  petits  27  et  28  des 
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grands ,  on  pourra  avoir  les  groupes  7=5  -f  2. . . .  9=6 
+  3. . .  .29=28+1. . . .  31=27+4. . . .  32=24+8. . . . 

33=16+17 34=23  +  11 35=22+ 13 

36=21+15 37=18  +  19 38=26  +  12 

39=:25+  14.  On  verra  ce  carré  Ç figure  141,  planche 
XXY),  après  substitution  des  nombres  aux  différences* 

ARTICLE  III. 

CARRES     CENTRAUX. 

On  a  dit  que  le  carré  central  pouvait  être  symétrique; 
mais  il  ne  peut  y  avoir  de  bordures  symétriques  :  car  le 
carré  fait  avec  cette  bordure  ne  pourrait  être  magique. 
Le  carré  central  peut  bien  être  construit  avec  les  diffé- 
rences ,  mais  non  avec  tableaux. 

Soit  le  carré  de  5  à  construire  par  les  différences.  On 
peut  Élire  r 

t.re  horisontale.  —12  +  7+  6  +  3—4 
2.e  horiaontale.  +11—8—10  +  5+2 

1.'«  verticale...  —12+4  +  11—2—1 
2.e  verticale...  +  7—3—  8—5+9 

Alors  lliorkontale  du  milieu  sera— 1  +9*0 — 9  +  1 ,  et 
la  verticale  du  milieu  +6— 10*0+ 10— 6,  et  il  vien- 
dra: 

—12+7+  6+3—  4  \ 

+11— *-10+5+  2  ( 

_  1+9+  0—9+  1   )par  ks  différences. 

_  2-5+10+8—11  ( 

+  4--a.«  6-7+12  3 
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25    6   7  10  17] 

2  21  23    8  1l| 

14    ft  13.22  12 > par  les  nombres. 
fô  18    3    5  24) 

9  16  19  20    1J 

Si  Ton  tirait  les  tableaux ,  on  aurait  : 

i  51252  ./20    555  15 

21331  §i020205  10 

4  4  322  9<10    0  10  20  10 

5  3  3  5  4  r  MO  15    0    0  20 

4  14  5  1  «^\  5  15  15  15    0 

n  est  bien  impossible  de  prévoir  cette  forme  de  ta- 
bleaux; et  cependant  le  carré  de  5  est  magique.  Cela  d^ 
montre  de  plus  en  plus  combioi  la  méthode  d'itérer 
par  tableaux,  quelque  quantité  de  combinaisons  qu'elle 
produise,  est  circonscrite.  On  Terra  de  nouveDes  formes 
auxquelles  ib  sont  encwe  moins  appBcaUes.  Àtec  les 
mAmes  horizontales  on  peut  construire  autrement  les  ver- 
ticales :  ainsi 

—12—  4+  6+  S-f  7  2$  17    7  10    6 

+  2+11—10+  5—8  11    2  28    8  21 

+  9+1+0—1—9  4  12  13  14  22 

+  8—  5+10—11—  2  5  18    3  24  15 

—  7—3—6+  4+12  20  16  19    9    1 

^  /5  2  2  5  1  .Y2D  15    5    5    5 

^il  2  3  31  |ilO    0  20    5  20 

||4  23  4  2  Ij  01010  10  20 

S  15  3345  ^fO  15    020  10 

-\5  1  4  4  1  "^l  15  15  15    5    0 
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On  vwl  des  laMeaaz  trèfl-diWmis  des  prfeédens;  mais 
de  quelque  manière  que  soit  constniit  k  carré  central, 
poorva  qn'il  soit  magiqœ,  on  peut  opérer  par  groupes. 

Soit  le  carré  central  celni  de  7;  qu'on  choisisse  les 
nombres  du  milieu  pour  le  carré  de  5  s  on  obtiendra,  en 
ajoutant  12  à  chaque  nombre  du  premier  des  deux  carrés 
de  5,  cdui  que  Toici  : 

37  18  19  22  29 
14  33  35  20  23 

26  16  25  34  24 

27  30  15  17  36 
21  28  SI  32  13 

Les  différences  des  nombres  restans  sont  de  13  â  24,  et 
l'on  peut  former  la  bordure  par 

24—18+23+22—19—17—15     l/e  horizonUle. 
24+18+21-20-16—14—13     1.r«  verticale. 
Pourvu  que  les  complémens  soient  aux  cases  opposées , 
à  l'exception  des  angles,  on  aura  le  carré  de  7  magique. 

ARTICLE  lY. 

«lami  i»B   13. 

Soit  ce  carré  avec  croix  à  5  lignes  par  branche ,  chaque 
groupe  ayant  5  nombres  ou  5  différences.  H  &udra  que 
2  d'entr'elles  soient  égales  à  3  autres.  Soient  choisis  les 
32  premiers  et  32  derniers  nombres  pour  les  carrés  par-* 
tieb  :  le  carré  central  sera  de  25  cases.  Si  l'on  choisit  la 
progression  37*41  •  45*49*53. 57*61  •65*69  •73.77  •  81 
(85)  et  comj4émens,  on  construira  le  carré  de  5  par  les 
moyens  connus,  sans  qu'on  soit  tenu  de  mettre  85  au 
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centre,  à  moins  que  le  carré  ne  soit  construit  symétri- 
quement »  ou  avec  bordures.  Il  fiiut  actueUement  que  l'on 
ait  16  différences  égales  à  24.  Les  plus  grandes  sont  52, 
51 ,  50,  49,47,46,45,  43,42, 41 ,  39, 38,  37, 35, 34,  33 
=682;  les  plus  petUes  sont  1 , 2,  3,5,6, 7, 9, 10, 11 ,  13, 
14,  15,17,18,19,  21,22,23,25,26,27,29,  30,31, 
=  384;  la  différence  =:298,  dont  la  moitié= 149.  Qu'on 
prenne,  par  exemple,  les  différences  33,  34, 51 ,52=:  170 
parmi  les  grands  :  on  a  170—- 149:=21 .  Donc,  si  4  petites 
différences  valent  21.,  et  qu'on  les  substitue  parmi  les 
grandes,  on  aura  établi  l'égalité  cherchée.  Soient  ces  4  pe- 
tites différences  1 ,  2,  7, 11  :  il  Tiendra  1,2, 7, 11 ,  35,37, 
38,39,41 ,  42,43, 45,46, 47,49, 50,  grandes  différences; 
3,5,6,9,10,13,14,15,17,18,19,21,22,23,25,26, 
27,29, 30, 31 ,  33,  34 ,  51 , 52,  petites  différences;  et  l'on 
pourra  faire  les  groupes  ou  équations. 

11+  7—3—6—  9=:0...50+  1—14—18—19=0.  .  . 
49+  2—  5—21—25=0. . .  46+47—26—33—34=0.  . . 
45+43_15-.22— 51=0. . .  42+41—23—29—31=0. . . 
37+38—10—13—52=0. . .  39+35—17-27-^30=^0. 

On  a  une  grande  latitude  pour  iaire  les  groupes,  et 
elle  est  d'autant  plus  grande  que  la  croix  a  ses  branches 
composées  d'un  plus  grand  nombre  de  bandes.  Ainsi  au 
hasard  on  pourrait  procéder  à  la  composition  des  groupes 
comme  suit  : 


49+  1=33+14+  3. . 
39+  7=22+18+  6. . 
45+50t=352+30+13., 
42+38=34+31+15». 


43+  2=:£21+19+5..- 
46+11=55+23+  9... 
«7+41=51+27+10... 
37+35=29+26+17. 
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n  n'j  a  qne  pour  les  branches  à  trois  bandes ,  que  l'on 
éproure  quelque  diflBcultë.  On  serait  encore  plus  libre  » 
Ton  avait  3  contre  4  différences. 

Gomme  on  peut  réduire  toutes  les  croix  à  branches 
composées  de  lignes  en  nombre  impair,  à  n'en  avoir  que 
3  ou  5 ,  il  pourrait  suffire  d'avoir  donné  des  exemples  de 
ces  carrés  ;  mais  Toici  encore  le  carré  de  25 ,  et  l'on  choi- 
sira 9  bandes  à  chaque  branche;  lés  carrés  partiels  se^ 
ront  de  8  cases  à  la  racine  j  et  le  carré  central  celui  de  9. 
On  trouvera  le  carré  de  13  {Ji%ure  142,  planche  XXY). 


ARTICLE  y. 

CAIR^    DB    25. 

Qu'on  choisisse  les  128  premiers  et  les  128  derniers 
nombres  pour  les  carrés  partiels,  et  qu'on  les  forme  par 
les  séries 

1    2...   32 594  595...  625 

33  34...   64 562  563...   593 

65  66...  % 530  531...  561 

97  98.. .128 498  499...  529 

On  peut  choisir  pour  le  carré  central  les  différences 
0  4  8  12. . .  160,  ou  les  nombres  j  correspondant ,  153 
157 161. ..  313,  et  leurs  complémens.  Chaque  couple  vaut 
626=d625-)-1  ;  il  y  a  16  groupes  de  9  termes  chacun,  en 
tout  144  termes. 

Le  9.e  de  144  étant  16,  il  y  aura  64  grandes  différences 
contre  80  petites. 
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Les  au  grandes  restantes  sont 

iSi  m  T5i  Ï5i  TBÔ  179  178  177  176  175  174  173 
172  171  170  169168  167  TBÔ  TÏÏ5  ^163  Ifâ  161 
159  158  157  155  154  153  151  fSÔ  149  147  146  145 
Î43  M  141  139  138  137  135  134  133  131  130  129 
127  126  125  123  122  121  119  118  117  115  114  113 
111  110  109  107. 
La  somme  est  91^3.  Les  petites  sont 

106  105  103  102  101  99  98  97  95  94  93  91  90  89  87 
86  85  83.82  81  79  78  77  75  74  73  71  70  69  67  66 
65  63  62  61  59  58  57  55  54  53^1^  49J17  46  45 
43  42  41  39  38  37  35^34  33  31  30  29  27  26  25  23 
â  21  19  Ï8  17  Ï5  Î4  11  11  ÏÔ  9  7  6  5  3  2  ï. 
Leur  somme  est  4267. 

Or  9473— 4267sd5206  :  la  nuAûé  est  2603.  Il  frot  donc 
faire  passer  parmi  les  grands  assez  de  petits  nombres , 
et  parmi  les  petits  de  grands  nombres,  poor  que  la  dif- 
férence des  uns  aux  autres  soit  égale  à  2603.  Que  l'on 
choisisse»  par  exemple,  farnà  les  grands,  184, 183, 182, 
181, 180, 168,[167, 166, 165, 164, 163, 150,  149,  147, 
146, 145,  143, 142,  dont  la  somme  est  2925.  La  diffé- 
rence de  2925  à  2603  est  322.  Il  but  donc  prendre  18  pe- 
tites différences  dont  la  somme  soit  =  322 ,  par  exemple 
les  suivantes:  1,  3,9,  10,  13,  14,15,17, 18, 19,  21,22, 
23,25,26,27,29,  3a  On  a  surmonté  d'un  traitlesdif> 
Carences  qoi  passent  des  grandes  aux  petites,  et  récipro- 
quement Cette  substitution  opérée,  on  peut  faire  les 
groupes  comme  suit  : 
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179+178+177+  »_183— 184— 106— 53— 11=0 
174+175+176+  9-.181— 162—  82—83—  6—0 
171+172+178+  10—180—168-  85-86—  7:^ 
162+169+170+  1—166—167—  90-77-  2=0 
158+159+161+  13-164—165—  89— 38— 35=s0 
154+155+157+  14—163-150—101—61—  5=0 
141+151+153+  15—147—14»-  66— 67— 31=^ 
137+138+139+  17—145—146—  50+57—38=0 
133+134+135+  18—142—143—  62—34—39=0 
129+130+131+  19—108—105—  7»-81— 41=0 
126+127+  21+  22—  87—  78—  49—45—37=^0 
128+125+  28+  2!^-  98—  54—  51— 46— 47=d) 
121+122+  26+  27—  73—  75-  63—48-42=0 
113+117+118+119^102-  99—  97-S5— 74— 0 
109+110+111+  2»-  93-  94—  5:^-58-59=0 
107+114+115+  30—  91—  71—  70—69^-65=0 

Ces  groupes  se  forment  bellement,  jparce  qu'on  a  4 
différences  contre  5,  et  qu'il  j  a  grande  latitude  à  l'ar' 
bitraire.  H  est  fiicile  d'achever  le  carré  en  substituant, 
pour  les  groupes,  les  nombres  aux  différences.  U  &nt 
s'abstoiir ,  autant  que  posàble ,  de  former  le  taUeau  des 
différences  et  des  nombres.  On  évite  aisément  cette  opé- 
ration  longue  et  Êutidieuse  avec  un  pen  d'attention.  On 
veira  le  carré  de  25  {figure  143,  planche  XXTI> 

U  n'est  pas  indispensable  que  l'on  compare  4  i  5  diffé- 
rences, n  est  possible  que  3  puissent  s'égaler  i  6>  H  fitut 
voir  si  48  plus  grandes  donnent  uœ  somme  qui  excède 
cdUe  des  96  plus  petites,  ou  lui  est  égale.  Or  on  a  tu 
que  ks  64  plus  grandes  diffiârences  donnent  9473;  le»  16 
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plus  petites  de  ces  64  ont  pour  somme  1877,  lesquels 
retranchés  de  9473,  reste  7596.  Les  80  pins  petites  dif- 
férences araient  pour  somme  4267.  Si  on  leur  ajoute  les 
16  plus  petites  parmi  les  grandes,  ou  1877,  on  aura  pour 
les  96  plus  petites  6144  :  l'excédant  des  grandes  sur  les 
petites  sera  donc  de  1452  =  7596  — 6144.  La  moitié 
de  1452  =  726 ,  dont  il  faut  diminuer  les  grandes  et 
augmenter  les  petites.  Faisant  passer,  par  exemple ,  parmi 
les  petites,  les  différences  180, 181,  182,  183, 184,  dont 
la  somme  est  910,  elles  seraient  augmentées  de  910—- 
726  =  184  de  trop.  Mais  si  Ton  transporte  parmi  les 
grandes  les  petites  29 ,  37,  38 ,  39,  41  =  184,  les  sommes 
des  48  grandes  et  des  96  petites  différences  seront  égales, 
et  il  Êiudra  que  trois  grandes  soient  égales  à  six  petites. 

Les  grandes  seront 
29  37  38  39  41  129  130  131  133   134  135  137   138 
139  141  142  143  145  146  147  149  150  151  153  154 
155  157  158  159  161  162  163  164  165166167  168 
169  170  171  172  173  174  175  176  177  178  179 
Les  petites  seront 
1  2  3  5  6  7  9  10  11  13  14  15  17  18  19  21  22  23  25 
26  27  30  31  33  34  35  42  43  45  46  47  49  50  51  53 
54  55  57  58  59  61  62  63  65  66  67  69  70  71  73  74 
75  77  78  79  81  82  83  85  86  87  89  90  91  93  94  95 
97  98  99  101  102  103  105  106  107  109  110  111  113 
114  115  117  118  119  121  122  123  125  126  127  180 
181  182  183  184. 

On  peut  encore  plus  fiicilement  construire  les  1 6  groupes 
que  dans  le  cas  de  quatre  différences  contre  cinq.  Il  est 
clair  qu'on  ne  pourrait  supposer  que  deux  différences 
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Dissent  égales  â  7  :  car  les  petites  excéderaient  de  bean- 
oonp  les  32  plus  ^andes.  Si  lV>n  ftisait  les  carrés  par- 
tieb  de  36  cases,  les  groupes  aoraientlS  termes,  et  l'on 
aurait  12  groupes;  on  examinerait  si  5  différences  peuTent 
en  égaler  8,  ou  3  être  comparées  i  10  :  cette  première 
égalité  peut  subsister.  Si  les  carrés  partiels  étaient  de  16 
cases,  on  aurait  8  groupes  de  17  termes  chacun,  et  l'on 
aunût  8  différences  à  égaler  à  9  ;  on  pourrait  avoir  aussi 
7  contre  10,6  contre  1 1 ,  etc.  On  peut  sur  le  champ  trou- 
ver les  sommes  des  différences,  et  s'assurer  de  la  possi- 
bilité ou  impossibilité  de  la  comparaison. 

Toici  les  groupes  pour  le  carré  de  25 ,  d'après  l'éga- 
lité de  3  différences  contre  6  : 

179+177+178—180—181—106—23—25-19 
176+175+174—182—183—105-26—18—11 
173+172+171— 184— 103— 102— 46— 47— 34 
170+1G9+168— 101—  99—  98—97—95—17 
41+  39+  38—  35—  33—  31—10—  7—  2 
37^  29+167—  94—  93—  30—  9—  6—  1 
166+165+164—  91—  90—  89^-87—85—53 
163+162+161—  86—  83—  82—81-79—75 
159+158+157—127—126—125—78—13—  5 
155+153+151—123—122-121—45—27—21 
154+150+149—118—119—117—43—42-14 
«5+146+147— 113— 114— 115— 59L-22-15 
143+142+141—110—111—  71—66—65—  3 
139+138+137—109—  77—  69—58—51—50 
135+134+133—107—  74—  61—49—57—54 
131+130+129—  73—  67—  55—70—63-62 
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On  a  encore  pins  de  htitade  dans  le  cas  actad  qae 
dans  odui  oii  ^  dîfférenees  étaient  apposées  à  S.  Oa 
a  pris  les  différences  arbitrairement.  H  (ani  toujours 
conclure  que  le  cai  le  plus  difficile  est  cdui  d'une  diffé- 
rence contre  deux« 

ABTIGLE  YI. 

ClRRi  b£   11    ITEC   CROIX  d'uNI  BAKDB   BT   UHE   BOBBOEB. 
GÀBEi   DB    13  AVEC    €BOIX  d'uNB  BIBDB    BT   DEUX   BOBDUBBS. 

Si  l'on  rapproche  les  figures  (IftO,  planche  XXIT) 
et  {figure  t^i^,  pL  XXV),  on  verra  que  l'on  peut  ne 
laisser  qu'une  bande  en  croix,  et  ûdre  une  bordure ,  non 
que  cette  bordure  soit  régulière ,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  la  croix  n'a  qu'une  bande;  mais  les  carrés  psur- 
tiels  ne  sont  pas  moins  séparés  par  cette  bande,  de  ma- 
nière à  avoir  le  carré  total  magique.  Ces  carrés  partiels 
ne  varient  pas  ;  les  nombres  qui  couvrent  les  carrés  sont 
les  mêmes  que  dans  la  croix  à  3  bandes  :  ainsi  ^  sans  tou* 
cher  au  carré  central,  on  retire  au  dessus  et  au  dessous 
les  horizontales  supérieure  et  inférieure  de  la  croix ,  et  à 
droite  et  à  gauche  les  1.^  et  S.®  verticales.  Quant  au 
carré  centra] ,  les  nombres  en  diagonale  le  sont  encore, 
et  dans  les  mêmes  lignes  :  ainsi,  par  exemple,  82 ,  qui  ' 
était  à  l'intersection  de  la  lJ^  horixontale  et  de  la  Ije 
verticale^  et  qui  Élisait  partie  de  la  1 J^  diagcmale,  sera 
placé  à  l'angle  de  ces  lignes;  et  de  même  pour  les  autres 
angles;  le  terme  moyen  reste  fixe;  enfin  les  autres  nom- 
bres, comme  33,  75,  etc.,  se  retirent  dans  les  lignes 
dont  ils  faisaient  partie.  Il  y  aura  toujours  un  autre  carré 
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magique  résultant  de  la  réunion  des  qvatre  oarrés  par- 
tiels;  mais  le  carré  renfermé  dans  la  firasse  bordure  n'est 
pas  magique.  On  aurait  un  autre  carré  magique  composé 
des  4  angles ,  des  ft  nombres  du  milieu  de  diaqoe  Kgne 
de  la  bordure,  et  du  moyen  :  car  ces  nombres  recomposent 
le  carré  centraLUj  aurait  donc  six  carrés  magiques  comme 
dans  la  croix  à  trob  bandes,  mais  autrement  disposés.  On 
remarquera  que  la  bordure  est  différente  des  bordures 
ordinaires ,  n'ayant  les  complémens  ni  aux  cases  corres- 
pondantes ,  ni  aux  cases  symétriques  :  ils  se  trouyent  sur 
les  mêmes  lignes  boriiontale  et  verticale  que  leurs  nom- 
bres, et  cela  résulte  de  la  manière  d'opérer.  Il  n'y  a  donc 
pas  réellement  de  borduret 

On  pourrait  également  réduire  à  S  bandes  et  à  un  carré 
central  de  9  cases  arec  bordure,  le  carré  de  13  Çfig.  142, 
planche  XXY),  dont  le  carré  central  est  celui  de  5,  ou 
dont  les  branches  ont  5  bandes ,  et  ainsi  des  autres.  Gela 
fournit  une  foule  de  nouyelles  combinaisons.  On  peut  aussi 
taire  disparaître  les  bandes  de  croix  à  l'exception  de  celle 
du  milieu,  de  manière  à  obtenir  double  boicdure  fautire. 
On  donne  {planche  XXIII  bis,  figure  l)  ce  carré  de 
13,  tiré  de  la  figure  142.  On  a  laissé  en  blanc  les  carrés 
partiels.  Il  est  plus  commode  d'agir  successiyement ,  en 
commençant  par  les  lignes  les  plus  extérieures  de  la  croix. 
On  n'est  pas  forcé,  lorsque  le  carré  central  a  plus  de  3  à 
la  racine ,  d'ayoir  le  moyen  au  centre. 

n  ne  faut  que  regarder  le  carré  de  la  figure  142,  et  le 
comparer  à  celui  que  l'on  donne  ici ,  pour  ne  pas  être  em^ 
barrasse  sur  la  place  des  nombres':  ainsi  tous  ceux  qui  ne 
couvrent  pas  les  carrés  partiels,  c'est-à-dire  les  nombres 
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du  carré  central,  ne  le  convi*ent  pas  davantage  dans  la 
feusse  bordure  simple  ou  multqrie.  Ce  genre  de  carré  est 
à  retenir  par  sa  forme  élégante.  On  n'aura  toujours  que 
six  carrés  magiques,  sayoir  :  les  quatre  partids,  celui  for- 
mé avec  les  16  nombres  aux  angles,  le  moyen, et  les  8  du 
milieu  des  quatre  côtés  de  chaque  bordure  :  en  tout  25; 
enfin  le  carré  total»  sans  y  comprendre  celui  qui  résulte 
de  la  réunion  des  A  carrés  partiels.  Ce  nombre  6  est  cons- 
tant peur  tous  les  carrés  à  croix  dans  lesquels  il  y  a  il 
carrés  partieb  égaux  :  car  le  carré  dans  l'enceinte  des  bor- 
dures n'est  pas  magique ,  non  plus  que  ceux  qui  ne  com- 
prendraient qu'une  partie  des  bordures;  on  est  obligé  de 
les  prendre  toutes  pour  ayoir  le  carré  magique. 

Si  le  carré  central  ayait  des  bordures ,  il  y  aurait  autant 
de  carrés  magiques  de  plus  que  de  bordures. 

DEUXIÈME   SECTION. 

CROIX  SAnS  CARRÉS  PARTIELS. 

Dans  ces  carrés  il  faut  que  les  parties  séparées  par  la 
croix  forment  un  carré  lorsqu'elles  sont  réunies.  Ces  par- 
ties peuyent  d'ailleurs  être  composées  d'im  nombre  de 
cases  pair  ou  impair  ;  mais ,  comme  deux  de  ces  parties 
réunies  donnent  toujours  une  somme  paire ,  et  que  le  plus 
petit  carré  pair  est  celui  de  ft ,  il  suit  que ,  si  d'une  racbe 
donnée  on  ôte  4 ,  on  aura  le  maximum  des  bandes  dont 
une  branche  de  croix  peut  être  composée;  le  mîmmnm 
sera  2  pour  les  carrés  pairs ,  et  3  pour  les  impairs.  On  ya 
donner  plusieurs  exemples. 

Le  plus  petit  nombre  qui  puisse  ayoir  une  croix  est  le 
carré  de  6.  On  commencera  par  cette  racine. 
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ARTICLE  PREMIER. 
CAAIB    DB    & 

On  formera  le  carré  de  ft' à  l'ordinaire,  et  on  le  distrir 
boera  dans  les  16  cases  qui  ne  font  pas  partie  de  la  croix, 
comme  si  elles  étaient  réunies  en  un. seul  carré.  Il  s'en- 
suit que  les  4  nombres  de  ce  carré,  sur  mie  mémeHgne, 
seront  ceux  du  carré  de  ft;  mais,  comme  il  n'y  a  que 
deux  bandes  à  chaque  branche  décrois ,  on  déterminera 
la  Ije  horizontale  et  la  iJ®  yerticale  par  les  différences* 
Chaque  couple  y aut  37,  le  moyen  est  1 8,5.  Toici  le  tableau 
des  différences,  en  supposant  qu'on  ait  pris  pour  le  carré 
partie]  les  8  premiers  et  les  8  derniers  nombres. 

9+9,5—28  13+5,5— M  16+2,5—21. 

10+8,5-27  14+4,5—23  17+i;}— 20 

11+7^5—26  15+3,5—22  18+0,5—19 

12+6,5—25 
La  rerticale  peut  ^tre  9,5+8,5—6,5—7,^-5*5+1,5=0 
L'horizontale 4,5—3,5+6,5—2,5—5^+0,5=0 

Substituant  le»  nombres  aux  différences,  et  mettant  les 
complémens  aux  secondes  yerticale  et  horisontale,  on 
aura  le  carré  (^figure  146,  planche '^LKXiy 

Si  l'on  £BÛsait  disparaître  la  croix,  on  aurût  carré  avec 
bordure  régulière,  les  complémens  se  trouvant  aux  cases 
correspondantes!; 

Lorsque  le  nombre  de  bandes  des  branches  excède  2, 
on  peut  obtenir  bordure  simple,  double ,  triple ,  etc.;  mais 
on  a  déjà  fidt  observer  que  ces  bordures  diflArent  des  bor- 
dures ordinaires,  en  ce  sens,  que  le  carré  renfermé  n'est 
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pas  magique  I  à  moins  qa^Q  ne  soit  la  rémiion  des  parties 
qoB  étaient  séparées  par  la  croix. 


ARTICLE  II. 

CARIB  M  7» 

Après  avoir  lait  à  l'ordinaire  le  carré  de  4 ,  qae  l'on  sup- 
pose composé  des  8  premiers  et  des  8  derniers  nombres , 
et  l'avoir  placé  autour  des  4  angles,  on  peut  prendre  pour 
le  carré  central  les  différences  0,  4, 8,  12, 16,  et  leurs 
complémens;  ou  mieux ,  les  nombres  qui  y  correspondent, 
9, 13,17,21,25,29,33,  37, 41.  On  construit  aisément  avec 
ces  nombres,  dont  le  moyen  fiût  toujours  partie,  le  carré 
centraL  Le^  quatre  grandes  différences  restantes,  15, 14, 
tSy  1 1,  ont  pour  somme  53;  et  les  huit  petites,  10, 9, 7,  6, 
5,  3, 2,  1,  sont  égales  à  43.  La  différence  est  10,  dont  la 
moitié  est  5.  Que  Ton  substitue  9  au  lieu  de  14  parmi  les 
grands ,  et  réciproquement  :  on  pourra  (aire  les  4  groupes 
9=7+2. . . .  15=14+1. . . .  13=10+3. . .  .11=6+5;  et, 
substituant  les  nombres,  il  viendra  le  carré  {.figtire  147, 
planche  XXY  >  On  verra  [figure  1 48,  planche  XXY )  ce 
même  carré  de  7  avec  Causse  bordure  et  bande  isolée, 
partageant  le  earré  angulaire,  devenu  carré  central. 

Lorsqu'on  fiiit  passer  des  différences  des  petites  aux 
grandes,  et  réciproquement,  il  ne  fiiut  pas  qu'O  y  ait  im- 
possibilité à  former  les  groupes  :  ainsi  on  ne  pourrait 
mettre  10  au  lieu  de  15  r  car  on  ne  pourrait  comparer  au- 
cune grande  différence  à  15,  qui  serait  plus  grand  qu'au- 
cune des'grandes  différences  restantes ,  et  ainsi  des  autres. 
^Si  l'on  substituait  I  par  exemple,  6  au  Heu  de  11,  on  ne 


CAEmi  0B  8.  135 

pourrait  faire  que  6r=5  + 1  ;  mais  alors  15  ne  pourrait  se 
composer  d'aucun  des  petits  nombres,  n  but  fimre  grande 
attention  à  cette  impossibilité ,  et  particulièrement  dans  le 
cas  de  groupes  n'ayant  que  8  termes. 

ARTICLE    Iir. 

tÂtaâ  ni  8. 

Que  l'on  construise  le  carré  de  6  à  Fordinaire ,  qu'on 

le  distribue  aux  H  angles:  U  restera  croix  à  2  bandes  par 

tranche.  Qu'on  ait  chobi  les  18  premiers  et  18  derniers 

nombres;  on  peut  Caire  airec  les  différences  restantes  : 

Horiiont.  13,5— 11,5+  6,5+3,5+  0^-4,5— 5,&-2,5 

Verticale  13,5+11,5+12,5— 9;î— 10,5— 8>-7,5-r-i;i 

Substituant  les  nombres  aux  £fférences ,  il  Tiendra  le 

carré  {figure  149,  planche  XXIY  > 

Sil'on  ne  iait  que  le  carré  de  9  avec  les  8  premiers  et 
8  derniers  nombres ,  on  pourra  prendre ,  savoir  : 

1,rev.  23^+22^+21,5— 20;S— 19^-18,5—17,5+  8^* 
2fi  T.  16J5+15,5+nj5+  1,5— 10>-11^12^13,5 
1.'eh.  23,5+U>-21,5— 15,5+  6,5+  7fi—  9>-  5,5 
2.e  h.  22;^13>-.  8,!^-  1,5+  3,5+  2,5—  4>-  0,5 

Qu'on  substitue  les  nombres  aux  différences, ayant  soin 
de  mettre  dans  les  verticales  et  horiiontales  complémeiv- 
taires  les  complémens  convenablement  :  il  viendra  le  carré 
{figure  150,  planche  XXIV)  3  mais  le  carré  d'intersection 
n'est  pas  magique* 

le  carré  (figure  151,  planché  VLIV)  n'est  que  le  pié- 
cédent,  dans  lequel  on  a  fausse  bordure. 
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On  poorrait  taire  disparaître  de  cette  figure  151  la 
eroix  :  on  aurait  alors  une  bordure  £aiusse  double ,  et  l'on 
aurait  toujours  deux  carrés  magiques  exacts,  sa¥oir,  le 
central  et  le  total.  U.  en  serait  de  même  de  celui  de  la  fi- 
gure 1ft9. 

On  pourrait  encore,  dans  le  carré  de  la  figure  150,  fiiire 
le  carré  central  magique  :  on  agirait  alors  par  groupes. 
Qu'on  ait  choisi  pour  ce  carré  central  les  8  nombres  qui 
suivent  les  8  premiers,  et  les  8  qui  précèdent  les  8  derniers, 
et  qu'il  ait  été  construit  régulièrement  et  magiquement  : 
on  pourrait  obtenir  4  groupes  de  ft  différences  chacun , 
en  les  comparant  2  à  2,  par  exemple  :  15,5+12,5— 1&,5 
— 13,5=:0. . .  11,5+8,5—10,5—9,5=0. . . .  7,5—4,5—6,5 

—5,5 3,5+0,5—2,5—1,5.  On  placera  'ces  groupes 

où  l'on  voudra ,  pourvu  qu'il  n'y  en  ait  que  2  en  hori- 
zontale, et  2  en  verticale;  les  groupes  complémentaires 
achèveront  le  carré.  U  viendra  par  ce  moyen  3  carrés  ma- 
giques :  celui  des  angles,  le  central  et  le  totaL 

ARTICLE   lY. 

CAREÉ  DE  9. 

On  a  chotsi  pour  le  carré  de  9  (fg.  1 52,  planche  XXVI  ) 
une  croix  à  branches  de  5  bandes  ;  les  nombres  qui  com- 
posent le  carré  de  16  sont  les  suivans  :  1,  4,  7. .. 22,  et 
leurs  complémens.  Le  carré  central  de  25  a  été  construit 
d'après  la  méthode  expéditive  avec  les  nombres  5, 8, 1 1 . .  • 
41 ,  et  complémens,  de  3  en  3.  Il  est  resté  les  nombres  et 
les  différences ,  savoir  : 
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2  +  39  —  80 

24  +  17  —  58 

8  +  88  —  79 

25  +  16—57 

6+35  —  76 

27  +  14  —  55 

9  +  32  —  73 

28  +  13  —  54 

12  +  29  —  70    (5) 

30+11—52 

(20) 

15  +  26  —  67    (7) 

31  +  10  —  51 

18  +  23-64    (8) 

33+   8  —  49 

(23) 

21+20  —  61   (11) 

34+    7  —  48 

(26) 

36+   5  —  46 

(?9> 

37+  4_û5 
39+  2  —  43 
40+    1—42 

Il  ÛLUî  que  deax  difféi^nces  soient  égales  à  3  antres» 
Or  les  8  plus  grandes  ont  ponr  somme  242,  et  les  12  pins 
petites  Talent  1 08;  Texcès  est  1 34  9  dont  la  moitié ,  67,  doit 
passer  des  grandes  aux  petites.  Si  donc  on  transporte  les 
quatre  grandes  différences ,  20^  23, 26, 29  =  98,  parmi  les 
petites,  on  aura  ajouté  à  celles-ci  98—67=31  de  trop:  il 
faut  donc  fiiire  passer  parmi  les  grandes  quatre  petites  dif- 
férences dont  la  somme  soit  31.  On  a  choisi  5,7, 8^  11^ 
et  l'on  a  fait  les  4  groupes-  de  différences  : 

38+  5—29—14—  1=0 
38+  8-^23—13—10=0 
35+11—26—16—  4=0 
32+;  7—20—17—  2=0 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  il'  viendra  le 
CMrré  (;îg»*re  152). 

Si  Pon  transpose  les  nombres  des  bandes  extérieures- 
de  la  croix  ^  on  aura  fausse  bordure  {figure  153). 
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Si  dans  ce  nooTeaa  carré  on  transporte  deux  bandes , 
il  viendra  croix  i  one  seule  bande,  et  bordure  double 
fiiusse.  Les  lignes  de  cette  bordure  double  peuvent  chan- 
ger de  place,  de  manière  que  la  bordure  intérieure  de- 
vienne l'extérieure,  et  réciproquement 

On  peut  aussi  fidre  croix  à  3  bandes  par  branche. 
Soient,  si  l'on  veut,  choisis  les  18 premiers  et  18  derniers 
nombres  pour  le  carré  de  6 ,  qui  sera  distribué  aux  ang^; 
soient  prises,  de  plus,  pour  le  carré  central,  les  trois  pro- 
gressions 32>33.34 40.41 .42. .  .48.49.50.  llrestera 

les  nombres  et  les  ^ffi&rences  comme  suit 


19  +  22  —  63 

20  +  21  -.  62 
21+20  —  61 
22+19  —  60 
23+18  —  59 
24  +  17  —  58 


(14) 


25  +  16  —  57 

26  +  15  —56 

27  +  14  —  55 

28  +  13  —  54 

29  +  12  —  53 

80  +  11—52 

81  +  10  —  51 
85+   6  —  47 


(17) 


36  + 
»7  + 
88  + 
39  + 


5  —  46 
4  —  45 
3  —  44 
2  —  43 


Les  8  grandes  différences  ont  pour  somme  1 1 7',  et  les  12 
petites,  1 1 1  :  la  difiTérence  entre  ces  deux  sommes  est  6,  dont 
la  moitié,  3,  doit  être  ^lyoutéeaux  petites.  Qu'on  substitue 
17  au  Ueu  de  14,  et  réciproquement  :  on  pourra  faire  les 
groupés  de  différences  22—10—12=30. . . .  21—15—6 
=0. . . .  14—11-4=30. . . .  20— 16— 4=d0. . . .  19—17—2 
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?sO. ....  1^-*I8  '5 — 0,  On  ama^  en  sobstitoant  les 
nombres  aux  diflTér^ioeSy  le  carré  (  planche  XXm  his^ 
Jlgure  m). 

On  peut  ne  laisser  qu'une  bande  à  la  croix ,  et  faire  une 
frnsse  bordure,  conunedans  la  figure  154.  On  a  ici  trois 
carrés  magiques  :  le  central,  celui  des  angles ,  et  le  carré 
totaL 

ARTICLE  V. 

GÂREÉ    ]>■    14. 

On  a  choisi  pour  ce  carré  les  nombres  suiyans.  Le 
carré  de  8 ,  qui  est  celui  des  angles ,  est  composé  des  32 
premiers  et  32  derniers  nombres;  le  carré  central  de  6  est 
formé  arec  les  36  nombres  du  milieu.  II  reste  ceux  de  33 
à  80,  dont  les  différences  sont  de  18,5  à  65,5,  arec  les- 
quelles on  a  fidt  les  groupes. 

65,5+64,5—63,5—62,5—61 ,5+57,5=ri0 
60,5+59,5—58,5—56,5—55,5+50,5=0 
54,5+53,5+45,5-49,5—51 ,5-52,5=0 
48,5+47,5+38,5-43,5—46,5—44,5=0 
42,5+41 ,5+33,5—40,5—39,5—37,5=0 
36,5+35,5+26,5—31  ^-32,5-34,5=^0 
30,5+29,5+21,5— 28,5— 27,5— 25,5=d) 
22^+23,5+18,5—24,5—19,5—20,5=^0 
Le  carré  résultant  se  voit  (Jigure  155,  planche  XXYII.) 
On  trouve  aussi (^/%ure  156,  planche  XXYII),  le  même 
carré  de  14  arec  busse  bordure. 

Le'carré  (Jifure  157)  est  construit  avec  bordure  double 
fiiusse. 
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Enfin  le  carré  {figure  158)  aura  bordure  triple  exacte; 
les  quatre  parties  du  carré  sont  réunies ,  et  deriennent  carré 
central, qui  se  composait, dans  les  trois  autres  figures,  des 
36  cases  autour  des  angles.  Le  carré  total  est  magique, 
mab  il  &ut  prendre  les  trois  bordures  réunies,  ou  la  triple 
bordure. 

On  remarquera  que  dans  la  figure  &6  le  cairé  cen- 
tral n^est  pas  magique.  Il  ne  le  serait  qu'en  y  ajoutant  les 
4  angles  et  les  k  cases  du  milieu  de  la  fausse  bordure ,  pour 
reconstruire  le  carré  d'intersection  de  la  figure  155. 

On  voit,  d'après  tout  ce  qui  précède,  qu'il  y  a  deux  es- 
pèces de  Élusses  bordures  :  l'une  Gnusse  en  elle-même , 
parce  que  les  complémens  sont  aux  case»  symétriques, 
et  que  le  carré  qu'elle  renferme,  peut  être  magique  sans 
elle,  et  cesse  de  Fètre  si  elle  est  jointe  à  ce  carré;  l'autre 
est  telle  que  le  carrée  au  contraire,  n'est  magique  qu'aur 
tant  qu'il  est  réuni  à  la  bordure  simple,  ou  double,  ou 
triple,  etc. 

Les  4  fijgpires  du  carré  de  14  montrent  bien  comment 
l'on  passe  de  l'une  à  l'autre.  H  importe  peu  par  laquelle  on 
commencerait.  Ainsi ,  que  l'on  yeuille  partir  de  la  figure 
158;  eQe  se  formerait  conmie  suit. 

On  construirait  d'abord  le  carré  central  de  8  avec  les  32 
premiers  et  32  derniers  nombres;  ensuite  le  carré  de  6, 
qu'on  dbtribuera  autour  des  4  angles,  et  par  ordre ,  comme 
si  ces  parties  ne  formaient  qu'un  seul  carré ,  et  qu'elles 
fassent  réunies.  On  ferait  ensuite  8  groupes  avec  les  diffé- 
rences restantes;  et  après  la  substitution  des  nombres  aux 
différences ,  on-  en  mettrait  4  en  horizontale,  et  autant  en 
verticale,  les  uns  et  les  autres  coupés  par  le  carré  central 
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en  denz  moitiés,  puis  dans  les  mêmes  lignes  les  groupes 
complémentaires  coupés  de  même  parle  carré  centraL  On 
peutToir  la  figure  158.  On  a  déjà  fiiit  remarquer  que  les 
groupes  complémentaires  se  plaçaient  à  volonté  ^  de  ma- 
nière cependant  que  les  nombres  dont  ik  sont  composés , 
se  trouvent  sur  une  même  ligne  avec  ceux  dont  ils  sont  les 
complémens. 

ARTICLE   VI. 

cAaaÉ  DE  11« 

On  suppose  7  bandes  aux  branches  de  la  croix.  0  est 
déjà  remarqué  que  dans  les  carrés  impairs  il  restera 
toujours  une  bande  que  Ton  ne  peut  retirer  pour  en  faire 
partie  de  bordure  :  la  croix  peut  donc  être  réduite  à  cette 
seule  bande. 

Soient  choisis  ici,  pour  le  carré  de  4 ,  les  8  premiers  et 
8  derniers  nombres ,  et  pour  le  carré  central  dlntersection 
les  nombres  37,  38. ...  61  et  complémens.  Ce  carré  cen* 
tral  étant  construit  par  la  méthode  expéditive,  il  reste 
les  différences  de  9  à  36  pour  les  nombres.  Ces  différences 
sont  25,  26. . .  52;  les  12  plus  grandes,  de  41  à  52,  ont 
pour  somme  (41  +  52)  ^  =:93«6=558.  Les  16  plus  pe- 
tites ,  de  25  à  40 ,  donnent  (25+40)  ^ = 65  •  8 = 520  pour 
somme;  la  différence  des  deux  sommes  est  38,  dont  la 
moitié  19  doit  être  lyoutée  aux  petites.  Si  l'on  fait  passer 
par  exemple  41  +  42=83  des  grandes  dans  les  petites ,  et 
31  +  33=64  des  petites  dans  les  grandes ,  on  aura  83  — 
64  =  1 9 ,  et  l'on  pourra  faire  les  groupes 
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51 +50+85— 40-41— 26— 27=±0 
52+49+31—42—37-28—25=0 
46+47+48—38—35—39—29=0 
43+44+45— 34— 36— aa-30t=« 

On  aurai  après  sobstitution  des  nombres  aux  diflé- 
rences,  le  carré  (Jgure  159,  planche  XXYII). 

On  verra  aussi  (^figure  160)  le  même  carré  de  11  avec 
bordure  triple  fausse» 


ARTICLE   VII. 

GAaBi  DB   12. 

Si  l'on  yeut  commencer  par  le  carré  central  de  6  ayec 
bordure  feusse  triple,  on  peut  prendre  les  18  premiers  et 
18  derniers  nombres  pour  le  carré  central;  puis  les  36  du 
milieu,  de  55  à  90 ,  pour  le  carré  dbtribué  aux  angles ,  le* 
quel  deyiendra  carré  d'intersection.  Ayec  les  différences 
restantes  on  pourra  former  les  groupes  suiyans  :  les  18 
grandes  différences,  de  36,5  à  53,5,  ont  810  pour  somme; 
les  18  petites,  de  18,5  à  35,5,  ne  donnent  que  486.  La  diffé- 
rence des  deux  sommes  est  32) ,  dont  la  moitié,  162, doit 
augmenter  la  somme  des  petites.  Si  Ton  lait  passer  37,  39, 
40,43f  44,  46,  49, 50, 51, des  grandes  parmi  les  petites, 
la  somme  =:  399;  mais  si  Ton  transporte  parmi  les  grandes 
les9petites,18,22,23,21,29,30,26,33,35=237,on 
aura  399—237=  162.  On  omet  ici  les  demi-unités  :  elles 
sont  supposées,  ainsi  que  'dans  les  groupes;  on  peutayoir 
ceux-ci  comme  suit  : 


GARfti  DB   17.  U3 

53+52+45— 49— 50-^1=d0 

47+48+«8— 43-44— 4G=« 

42+41 +33—37—39—40=0 

36+35+26— 31— 32— 34=d0 

30+29+21-25— 27— 28c:^ 

23+22+18— 19— 20— 24=d0 

Substituant  les  nombres  aux  difiërences,  et  mettant  les 

complémens,  comme  il  a  été  expliqué,  on  aura  le  cairé 

{figure  161 ,  planche  XXym> 

Pour  revenir  de  ce  carré,  qui  a  trifile  busse  bordure  à 
la  croix ,  il  n'y  a  qu'à  distribuer  le  carré  central  aux  angles , 
etrassemblet  au  milieu  les  carrés  nonmagiquesdes  angles, 
et  dont  la  réunion  fera  un  carré  magique  :  la  place  des 
groupes  n'éproure  pas  de  difficulté  (figure  162,  planche 

xxvra> 

Le  carré  de  14  peut,  par  ce  moyen,  être  construit  plus 
brièvement  que  par  la  méthode  donnée  précédemment 
On  Terra  ce  carré  (planche  XXVIXI^ySgure  163). 

n  est  à  remarquer  que,  dans  le  carré  de  12,  ayant  bit 
deux  carrés  de  36  cases  magiquement ,  il  importait  peu  que 
ce  fût  l'un  plutôt  que  l'autre  qui  fût  au  centre  :  ainsi  les 
figures  161  et  162  ne  sont  que  la  même, dans  laquelle  ona 
changé  de  place  les  carrés  de  6. 

On  terminera  par  le  carré  de  17. 

ARTICLE   YIIL 

Giami  BK  17. 

On  a  pris  pour  le  carré  de  8  (planche  XXIX, >^re 
164),  séparé  par  une  bande,  les  nombres  de  1  à  32  et  leurs 
complémens.  On  a  ensuite  composé  le  carré  de  9  avee  les 
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81  nombres  du  milieu;  il  est  distribué  aux  angles,  au  mi^ 
lieu  des  4  bordures,  ou  plutôt  de^la  bordure  quadruple , 
et  au  centre  de  la  bande,  pour  le  moyen;  il  est  formé  par 
la  méthode  expéditive.  0  &ut  encore  8  groupes  de  9  diffé- 
rences, n  reste  les  nombres  de  33  à  104;  les  différences 
sont  de  41  à  112;  le  moyen  est  145,  yaleur  moyenne  de 
chaque  nombre.  Les  32  plus  grandes  ont  pour  somme 
3088;  et  les  40  plus  petites,  2420.  La  différence  est  668, 
dont  la  moitié,  334, doit  être  ajoutée  aux  petites  diffé- 
rences. Que  l'on  prenne  parmi  les  grandes ,  par  exemple , 
99, 100,101, 102, 103, 104=609  :  on  aura  609  -334 
=275.  n  laut  choisir  6  petites  différences  qui  aient  cette 
somme;  qu'eUes  soient  41 ,  43,44,  48,49,50=275.  On 
formera  les  groupes  comme  suit  : 

112+111+110+41—  99— 80— 79— 74— 42=K) 
109+108+107+43—104—78—77—57—51=0 
106+105+  98+44—103—76—75—52—47=0 
97+  96+  95+48—102—73—62—53—46=0 
94+  93+  92+49—101—72—56—45—54=0 
91+  90+  89+50—  64—65—66-70—55=0 
88+  87+  86+81— 100— 58— 60— 61— 63=i0 
85+  84+  83+82—  71—69—68—67-59=^0 

Substituant  les  nombres  aux  différences ,  on  aura  le  carré 
de  la  figure  164. 

Du  carré  ci-dessus  on  tire  celui  {figure  165)  avec  croix 
à  branches  de  9  bandes;  le  carré  central  de  la  figure  164 
devient  celui  des  angles  de  la  figure  165;  et  au  contraire 
celuides  angles ,  avec  le  moyen  et  le  milieu  des  4  lignes  de 
chaque  bordure,  deyient  le  carré  d'intersection. 


CARRÉ   DE    17.  145 

H  résulte  du  détail  donné  sur  ki  manière  de  fiiire  les 
croix  dans  les  carrés  magiques,  que  les  racines  paires 
doivent  être  considérées  autrement  que  les  impaires.  Dans 
les  carrés  pairs  il  y  a  deux  méthodes  pour  construire  les 
croix*  Les  carrés  impairs  n'ont  que  celle  des  groupes.  On 
▼erra  dans  le  paragraphe  suivant  une  autre  forme  que 
Ton  peut  donner  auï  carrés ,  et  qui  a  du  rapport  arec 
les  croix.  Souvent  l'une  des  formes  peut  se  changer  dans 
l'autre.  On  fera  remarquer  ces  transformations. 

Il  y  a  encore  les  fausses  croix,  non  point  celles  dont  on 
a  vu  des  exemples ,  et  qui  sont  teDes  que  le  carré  avec  elles 
n'est  pas  magique  lorsqu'il  j  a  bordure  &usse;  mais  il  s'a- 
git de  croix  qui  ne  partagent  pas  le  carré  également. 
Gomme  ce  genre  de  croix  a  plus  de  rapport  aux  anoma- 
lies des  carrés  qu'aux  vraies  croix,  on  ne  s'en  occupera 
qu'en  traitant  des  bandes  isolées  qu'on  peut  distribuer 
dans. les  carrés  sous  certaines  conditions.  On  va  passer 
aux  châssis. 

S  6. 

CHASSIS. 

Les  châssis  se  composent  de  4  branches  qui  se  coupent. 
Chacune  d'elles  peut,  comme  dans  les  croix,  être  com- 
posée de  plusieurs  bandes,  en  nombre  pair  ou  impair. 
Les  parties  séparées  par  ces  branches  peuvent  être  des  car- 
rés ou  portions  de  carré  :  d'oii  résulte  la  divbion  en 
deux  sections. 

Il  y  a  encore  des  châssis  à  plus  de  ^.branches,  de  Gnux 
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châssis ,  etc.  Ob  traitera  soccessivemeiil  de  ces  différentes 
constroctions. 

PEEMIÉEB    SECTION. 

LES  CHASSIS  PARTAGENT  LE  GAK&É  EN  9  CARRÉS  PARTIELS. 

Le  plos  petit  carré  ayant  3  de  racine,  il  suit  que  la 
plus  petite  racine  qni  puisse  avoir  un  carré  arec  châssis 
est  11.  Mais  12  ne  peut  jouir  du  même  avantage  :  car 
9  ôté  de  12 ,  resterait  3^  nombre  impair,  tandis  qu'on 
doit  avoir  un  nombre  pair  pour  que  le  châssb  soit  régu- 
lier. Mais  tous  les  autres  nombres  peuvent  donner  carré 
à  châssis. 

On  vient  de  dire  qu'on  devait  avoir  un  nombre  pair 
pour  reste  de  la  soustraction  des  côtés  de  3  carrés  par^ 
tiels;  et  en  effet ,  si  les  côtés  de  ces  carrés  sont  com- 
posés d'un  nombre  impair  de  cases ,  leur  somme  sera 
impaire,  et  il  faudra  que  le  moyen  en  fasse  partie.  D'un 
autre  côté,  comme  on  suppose. qu'il  reste  un  nombre  im- 
pair, les  intersections  des  bandes  comprendront  un  nom- 
bre impair  de  cases,  dont  le  moyen  doit  aussi  fiiire  par- 
tie ,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'il  fait  partie  des  carrés.  Il 
n'en  serait  pas  de  môme  si  les  côtés  des  carrés  partiels 
ont  un  nombre  pair  de  cases  :  on  pourrait  alors  mettre 
le  moyen  dans  les  intersections.  Ainsi,  pour  15  de  racine, 
par  exemple,  si  les  carrés  partiels  ont  3  cases  pour  ra* 
cine,  on  aura  15—^=6,  nombre  pair.  Mais  si  les  carrés 
partiels  sont  de  4  cases  à  la  racine,  il  viendrait  15— 12==3, 
chose  possible.  Dans  ce  cas  U  y  aurait  châssis  de  3 
bandes  en  tout;  les  intersections  auraient  9  cases;  mais 
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le  châssis  ne  serait  pas  régulier,  puisqaH  j  attrait  deux 
bandes  à  l'une  des  branches,  et  une  bande  à  Fautre. 

Maintenant,  la  racine  de  tout  carré  à  châssis  peut  être 
représentée  par  3a+2it«  a  représente  le  cdté  d'un  carré 
partiel ,  et  2n  le  nombre  des  bandes  des  deux  branches 
parallèles  d'un  châssis:  ainsi  a=^3 ,  puisque  ce  nombre 
3  est  le  côté  du  plus  petit  carré.  Soient  donc  a£=3=i|= 
5=:6,  etc*,  et  r=1  :(m  aura  11»  14, 17, 20, etc.  Tous 
ces  nombres  peuvent  n'avoir  que  2  bandes  parallèles ,  mais 
ils  peuvent  en  avoir  davantage.  Par  exemple ,  17  peut  être 
=17^9=8.  Chaque  branche  du  châssis  aurait  donc  4 
bandes.  De  même  20=124- 8=184-2?  on  ne  pourrait 
9uppo8er  A  =:3=35:  caril  viendrait 20=941 1=^1  ^+9; 
on  voit  qu'il  resterait  un  nombre  impair  pour  représenter 
2it  9  ce  qui  est  impossible  lorsque  le  châssis  doit  être  ré- 
gulier. Le  minimum  et  le  maximum  une  jf6is  déterminés» 
les  nombres  de  bandes  des  deux  brandies  parallèles  s^ 
ront ,  de  €  en  6 ,  les  intermédiaires  entre  ce  maximum 
et  ce  nûnimum.  Ainsi 23,  qui  peut  avoir  2  ou  14  bandes, 
en  aurait  aussi  8.  he  nombre  38,  qui  a  2  pour  minimum 
et  26  pour  maximum,  en  aurait  encore  24*6*  •  •  2-412. . . 
2-J-I8,  ou  8, 14,  20,  et  ainsi  des  autres.  Le  minimum, 
pour  tous  les  nombres  de  cette  catégorie,  est  toujours  2. 
Quant  au  maximum,  il  laut  ôter  de  la  racine  9  pour  les 
impairs,  et  12  pour  les  pairs. 

Si  l'on  veut  connaître  le  rang  d'une  racine  donnée  dans 
la  catégorie  ci-4essus,  et  si  cette  racine  en  lait  partie, 
on  soustrait  11  de  cette  racine,  et  il  faut  que  le  reste  se 
divise  par  3.  Le  quotient,  angoienté  de  l'unité,  indique  le 
rang  de  cette  radne.  38,  par  exemple,  donne  38«-11=: 
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27,  lequel  se  dÎTise  par  3  :  donc  38  fait  partie  de  la  série 
11, 1/ï,  17,  etc.  V=9'-  donc  94-1=10  est  le  rang  de  38 
dans  la  série;  ou  bien  !^4-1=^^^¥^=t-^* 

Soit  n=::2:on  aura  3a+2n=13, 16,  19,22,  etc., en 
Élisant  successivement  a=3=4=retc.  Ici  le  minimum  des 
rbandes  est  4.  Quant  au  maximum,  on  ôtera  toujours  9  des 
impairs,  et  12  des  pairs;  ensuite,  de  6  en  6,  entre  ces  ex- 
trêmes, on  aura  le  nombre  des  bandes  :  ainsi,  pour  31,  le 
maximum  est.22  :  il  j  aurait  donc  A,  10, 16 ,  22  bandes 
parallèles^;  34  en  aura  autant. 

Pour  connaître  si  une  racine  appartient  à  cette  caté- 
gorie, 0  faut  ôter  13  de  cette  racine,  et  le  reste  doit  se 
diriser  par  3.  Le  rang  de  cette  racine  sera  ^-{-1=^. 

Soit  n=:  3  :  il  viendra,  pour  <z=:3=4=5 ,  etc.,  15=18 
=221=3etc. ,  et  l'on  aura  pour  minimum  6  bandes,  ou  3  à 
chaque  branche  parsdlèle  :  ainsi  6  est  le  minimum.  Le 
maximum  s'obtient  toujours  en  soustrayant  9  des  impairs 
et  12  des  pairs;  et  les  bandes  intermédiaires  sont  de  6  en 
6  :  ainsi  39,  ayant  30  pour  maximum,  peut  être  de  6, 12, 
18,  24,  30  bandes.  42  aurait  le  même  résultat. 

Pour  connaître  si  une  racine  donnée  appartient  à  cette 
catégorie,  il  faut  que  r — 15  se  divise  exactement  par  3; 
le  rang  de  cette  racine  sera  c:^'\'i=!=^. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  qu'on  reconnaît  à  queUeca- 
tégorie  appartient  une  racine,  suivant  que  r— 8,  r— 10, 
r—- 12,*sont  divisibles  ou  non  par  3.  Si  ^  est  un  quotient 
exact^la  racine  appartient  à  la  série  qui  commence  par  11. 
Si  ^  est  exact,  la  série  commence  par  13.  Enfin,  si  ^ 
est  quotient -exact,  la  série  commence  par  15.  Dans  les  3 
cas  les  termes  de  chaque  série  sont  en  progression  arith- 
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métique dont  la  raison  est  3.  Les  mïnimnin  sont  2,  ou  4, 
ou  & 

Soit  n=4  :  on  aurait  17  •  29tt  23 ,  etc.  ;  on  retomberait 
sur  le  i*^^  cas. 

n=5  donnerait  19  •  22  «25,  etc. ,  qni  est  le  2.^  cas. 

n=6  fournit  21  •  24  •  27,  etc.;  on  retrouve  le  3.®  cas. 

U  suit  qae  le  minimum  des  bandes  par  branche  ne  peut 
être  que  1 ,  2,  3.  U  suffit  donc  de  faire  n=l=2=3,  et 
a=3  pour  les  impairs,  et  4  pour  les  pairs.  On  yoit  que 
12  ne  iait  partie  d'aucune  supposition. 

Maintenant,  si  les  carrés  partieb  sont  impairs,  ikne 
peuvent  être  égaux  :  ils  seront  donc  distribués,  comme  de 
simples  nombres,  d'après  les  formules  connues,  pour  le 
carré  de  3.  H  est  clair  que  le  mojen  fera  partie  du  5.® 
carré,  sans  qu'on  soit  obligé  de  lui  fidre  tenir  la  place 
du  milieu ,  toutes  les  fois  que  le  carré  central  est 
composé  de  plus  dé  9  cases.  S'U  est  nécessaire  que  la 
diflKrence  entre  les  progressions  de  chaque  carré  soit  la 
même,  it  ne  l'est  pas  que  les  interralles  soient  les  mêmest 
car  ils  peurent  varier  entre  la  3.»  et  la  4.^  série  :  aîpsi, 

pour  11,  si  l'on  choisit  1  •  2.  3. . .  9 12*13 .14- . .  20 

23 «24  •  25. . .  31  pour  les  trois  premières  progres- 
sions, comme  la  5b« serait  57*  58#59*60 •  61-62« 63  •64* 
65 ,  il  but  que  la  4.e  soit  46  •  47  «48. . .  54  :  d'où  l'on  voit 
que  l'intervalle  entre  la  3.«  et  la  4.«  série  est  15,  tandis 
qu'y  n'est  que  3  entre  la  l.r«  et  la  2.», et  entre  la  2.«  etla 
3.«.  Les  antres  composent  les  complémens  suivant  l'ordre 
des  premières. 

Si  les  carrés  partiebsont  pairs ,  on  peut  les  fidre  égaux 
ou  inégaux.  Bans,  le  dernier  cas  on  les  arrange  comme 
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pour  le  carré  de  3»  S'fls  sont  égaux,  oâ  les  placera  comme 
on  Toudra.  Un  grand  nombre  d'exemples  mettra  sur  la 
Toie  de  composition  de  ce  genre  de  carrés. 

Gomme  tout  nombre  est  multiple  de  3,  ou  le  devient 
en  soustrayant  l'unité  ou  deux  unités  de  ce  nombre ,  il  suit 
que,  dans  le  1.^  cas,  chaque  branche  du  châssis  aura  3 
bandes ,  que  Ce  nombre  soit  d^ailleurs  pair  ou  impair.  S'il 
surpasse  d'une  unité  un  multiple  de  3,  chaque  branche 
aura  2  bandes.  Elle  n'en  aura  qu'une  si  le  nomlMre  surpasse 
de  deux  unités  le  multiple  de  3.  H  ne  s'agit  ici  que  d'un 
minimum ,  chaque  branche  pouvantaugmenter  de  3bandes 
à  partir  du  minimum.  €eci  n'est  qu'une  autre  manière 
d'exprimer  la  règle  donnée  plus  haut. 

ARTICLE   PREMIEIL 

GAaai   DE   11. 

Il  est  clair  que  les  branches  n'ont  qu'une-  bande.  Soit 
choisie  la  progression  continue  21  •  22. . .  6t. . .  100*  101 
pour  les  9  carrés  -,  le  mojen  dorant  être  le  centre  de  la 
progression.  Les  différences  des  nombres  restans  1,  2, 3. .  • 
20  et  complémens  sont  41,  42, 43. .  .  60,  avec  les  signes 
+  ou  — H  Soit  la  l.re  horizontale  56+574.58+59+60— 
45—47—48—49—50—51=05  la  !.«  verticale ,  60—58+ 
52+53+54+55—41—42—43—44—46=0.  Les  complé- 
mens achèyer(mt  le  carré  à  l'ordinaire;  mais  on  peut  agir 
directement  sur  les  nombres.  Par  exemple,  soit  l'horîion- 
tale117+118+119+120+121+î0 +11+12 +  13+14 
+  16  =  671  =  11  «61.  ftue  la  verticale  soit  compo^ 
sée  avec  les  nombres  restans  113+114+115+116+15+ 


CABRÉ   DE    11. 


161 


17+194-18+20=347:  fl  faut  encore  124  pour  foire  671, 
et  ces  124  doivent  comprendre  un  nombre  de  l'horizon* 
taie  arec  son  signe,  et  nn  autre  avec  signe  contraire,  ou 
le  complément  d'un  antre  t  or  120  et  4  satisfont  à  la  con- 
dition :  car  4  est ,  complément  de  118.  On  mettra  donc 
120  à  la  1.^  intersection  y  et  118  à  la  seconde.  Les  com* 
plémens  2  et  4  seront  diagonalement  placés  aux  autres 
intersections.  Les  autres  nombres  des  lignes  ci -dessus 
se  placent  à  rolonté  dans  leur  Hgne  respectiye ,  et  les 
complémens  achèvent  le  châssis.  Ces  nombres  diiSèrent 
de  ceux  que  les  différences  ci-devant  choisies  auraient 
donnés  :  car  U  j  a  beaucoup  de  manières  d'arriver  au 
même  but  On  yerra  le  carré  (figure  166,  pL  XXIX). 

Ce  carré  devient  celui  de  la  figure  167,  avec  bordure 
exacte,  et  cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  les  branches 
n'auront  qu'une  bande.  Si  le  carré  de  cette  dernière  fi- 
gure n'était  pas  à  compartimens ,  et  que  l'on  revint  de 
cette  figure  167  à  la  figure  166,  les  carrés  partiels  ne  se- 
raient plus  magiques.  Si  donc  on  peut  toujours  changer 
un  carré  à  croix  en  carré  à  bordure ,  on  ne  peut  réci- 
proquement changer  ce  dernier  en  carré  à  croix,  qu'au- 
tant que  le  carré  central  est  divisé  en  9  carrés  à  oompar* 
timens ,  cela  devant  s'entendre  des  carrés  impairs,  et  des 
pairs  lorsque  ceux-ci  n'ont  pas  les  carrés  partiek  égaux. 

La  figure  168  présente  le  carré  central  sans  comparti- 
ment ,  et  avec  la  bordure  tirée  du  châssis;  mais,  comme  on 
vient  de  le  dire ,  les  carrés  partiels  ne  seraient  pas  égaux. 


fS2                                     CBA8SIS. 

ABTICIE 

II. 

CÀKli  BB   14. 

La  racine  étant  paire,  si  l'on 

soustrait  12  de  14,  ft  ne 

reste  qa'one  bande  k  chaque  bnmche;  ces  carrés  partieb 

sont  ceox  de  4.  Si  l'on  cb,oi8it  poiur  ees  carrés  les  pro- 

gressions 3  •  4  «5. . .  18 25 

.26. 27.. .40. 47. 

48.49...  62. 69.70... «4.. 

91. 92...  106 

113. 114...  128. 135.136. 

.150. 157.158... 

172. 179.180...  194,  on 

voit   que    les  4  der- 

nières  renferment  les  comptera* 

ens  des  4  premières,  et 

que  la  5.^  comprend  les  16  nombres  du  milieu.  Comme 

ces  carrés  ne  sont  pas  égaux,  il  but  les  arranger  comme 

à.  chacun  ne  représentait  qu'un 

seul  nombre.  ToirCA- 

gure  169  ,  planche  XXyin> 

n  reste  les  nombres  et  les  différences                             | 

14-97,5—196 

46+52,5—151 

2+96,5—195 

63+35,5—134 

19-f79,5— 178 

64+34,5—133 

20+78^-177 

65+33,5—132 

21+77,5—176 

66+32,5-131 

22+76,5—175 

67+31,5—130 

23+75,5—174 

68+30,5—129 

24+74^-173 

85+13,5—112 

41+57,5—156 

86+12,5—111 

42+56,5—155 

87+11,5—110 

43+55,5—154 

88+10,5—109 

44+54,5—153 

89+  9,5—108 

45+53,5-152 

90+  8,5-107 

• 
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LafM^niière  horiiontale,  par  les  différences,  peat  être 

97^+96,5+79,5+78,5+77,5— 76;>— 75^-74,5—56,5 
-.35,5—84,5—33,5—32,5—10,5 

La  yerticale  peut  se  former  par 

77,5+32,5+52;)+31,5+30,5+13,5+12,5— 57,5— 55,5 
—54,5— 53,5— 11,5— 9,5— 8,5 

Hors  21,  répondant  à  77^5,  se  trouve  à  la  1«r«  inter-' 
section,  et  131,  répondant  à  ^32,5,  à  la  seconde*  Substi- 
tuant les  nombres  aux  différences ,  et  plaçant  couTena- 
blement  les  complémens,  on  achèrera  le  châssis^ 

On  ramènerait  bcilement  le  carré  de  14,  figure  169, 
à  un  carré  à  compartimens  de  12  de  c6té  et  à  bordure 
exacte ,  en  fiûsant  le  carré  de  t2  arec  les  9  progressions 
choisies,  d'après  la  méthode  expéditi?e  des  impairs,  et 
chaque  carré  partiel  d'après  la  méthode  expéfitiTO  des 
pairs  ;  et  l'on  pourrait  réciproquement  revenir  de  ce  der« 
mer  carré  à  cdui  de*  la  figure. 

On  aurait  pu  aussi  taire  les  9  carrés  égaux ,  en  com- 
posant chacun  d'eux  de  8  nombres  et  de  leurs  complé- 
mens; enfin  on  pouvait  tirer  du  carré  de  la  figure  bor- 
dure régulière  et  carré  de  12  par  la  méthode  connue. 

ARTIGtE    III. 

GAiai  ni  13. 

n  j  aura  ici  deux  bandes  à  chaque  branche.  Si  l'on 
chobit  les  81  nombres  du  milieu  pour  les  carrés  partiels, 
on  procédera  à  la  formation  des  deux  horisontales  et  des 
deux  verticales  avec  les  différences  restantes.  (  Fïgure  170» 


I.^hormntale..         „„  .69-68-66=^ 
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planche  iXVIII.)  Les  nombres  restans  sont  ceuï  Je  1  i 
UU  et  complémens  ;  les  différences  sont  de  41  à  84 ,  cl  les 
lignes  dont  il  s'agit  pcavent  élre  les  suiranles.  On  sait  que 
les  Terlicales  doirent  avoir  deux  différences  de  chaque 
horizontale ,  dont  une  arec  changement  de  sïgne> 

(  79— B74-P+a)+834-82+8!— 78— 71 
\    —70— G 

2.0  hori«,nUle.F"*-^^+^^-^^+^+'''+^^+«**-^ 
\    — 65— 64— 63— 58=d) 

tr.  ^-  ,  ï7y-f-6?— 73— 56+62+61+59+55— M 
1.- verticale,.  .|     Z^^_^^Z^i^^ 

.1-    _■    1        *73+57+84— 811+48+47+43— 50— 49 

H  est  bon  de  marquer  d^uu  trait  les  différences  corn- 
mmiea ,  lorsque  les  lignes  sont  formées ,  afin  de  placer 
les  nomlires  conyeDablemenl  :  ainsi 

6  ,  répendant  à  79  ,  dont  le  signe  n^a  pas  cliangé  ,  w 
trouvera  à  Fintersectlon  des  pretnières  horiaontale  et  ver- 
ticale. 

1 5  répondant  à  8^ ,  dont  le  signe  reste  le  même^  sera 
à  rinterseetîon  de  la  première  horizontale  et  de  la  2.^ 
Terticale. 

141,  correspondant  à — Ï>G,  le  signe  restant  le  m^me ,  se 
placera  à  Tîntersection  de  la  2,^  horizontale  et  de  la  1.^ 
Terticale^ 

1 1 ,  dont  la  différence  -f-  74  est  constante  ^  sera  à  t'iiH 
tersectîon  des  secondes  horizontale  et  verticale» 

Les  quatre  întersectîous  ci-nlessus  auront  leurs  complet 
mens  aux  cases  symétriques ,  que  Ton  sait  détenu  îner. 
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PasâaBi  aux  antres  intersections ,' 

La  différence  80  étant  positire  à  la  1.^^  koriacmtale,  et 
négative  à  la  2*<'  Terticale,  il  n'y  a  que  les  cases  oii  se 
tronyent  5  et  165  son  complément,  qd  ccmyiennent  à  ces 
deux  lignes;  il  en  est  de  même  de  152  et  IS^répondant  à 
—67  de  la  i.^  horizontale  et+67  de  la  1/«  verticale. 
On  anra  encore  142  et  28  correspondant  à— 57  et  +  57 
des  secondes  hmrisontale  et  verticale.  Enfin  12  et  158,d<mt 
les  différences  sont  +  73  et — 73 ,  seront  à  la  2.«  horiaon- 
taleet  l.re^erticale^ 

Une  fois  les  cases  d'intersection  remises,  les  autres 
nombres  des  horisontales  et  verticales  se  placent  ou  l'on 
vent,  dans  leurs  lignes  respectives,  au  lieu  de  leiurs  diffé*^ 
rences,  et  les  complémens  achèvent  le  carré* 

On  verra  (Jigure  171  ^planche  XXVIII)  le  même  carré 
avec  iansse  bordure  première,  maîsJa  bordure  double  est 
exacte.  Il  n'y  a  que  le  cas  ou  les  branches  n'ont  qu'une 
bande ,  qui  donne  une  bordure  exacte;  on  se  rend  aisément 
raison  de  cette  différence  rcar,  avec  une  bordure  seule- 
ment, on  doit  avoir  le  même  carré  magique  qu'avec  un 
châssis;  mais,  avec  phisieurs  bordures ,  on  doit,  puisque 
les  bandes  réunies  et  parallèles  du  chftssis  ne  donnent 
qu'un  seul  carré  magique,  n'obtenir  également  qu'un 
carré  avec  les  bordures  réunies,  et  non  avec  une  seule. 

n  serait  cependant  possible  que  l'on  pût  passer  d'un 
châssis  à  branche  composée  de  deux  bandes  à  bordures 
exactes.  Il  fiiut  voir  ce  qui  résulte  d'un  carré  à  bordures 
lorsqu'on  le  change  en  châssis.  Soit  pris  le  carré  de  7  à 
bordures  régulières  {planche  XXVIII  hît,  figures  n  et  o)* 

Le  carré  central  a  été  fait  avec  les  nombres  du  milieu. 
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Lliorizoïitale  de  la  bardtire  extérieure  a  été  formée  arec 
le»  différences  55  +  23  +  24— 21-^20— Î5^  9  ,  et  li 
TerUcaleaTecS2+î9+18  — Î7— 16  — 15— 11. 
'  La  bordure  intérieure  a  été  constroite ,  savoir  :  ITioriaon- 
taie  par  tU  +  13— Ï2— tO— T,  et  la  yertîcale  par  Ï5  +  7 
_8_6— 5 

On  remarque ,  dans  le  carré  à  châssiâ^  que  les  nombres 
d'tn  1er  sec  lion  autres  que  ceux  des  diagonales,  forment 
un  couple  dan^  les  mêmes  ligues,  comme  7  et  ^3,  14  et 
36,  49  et  1,  Met  IGjona  aussi  42  + 8=33  + 17=50. 
Gela  peut  se  pratiquer  ainsi  dans  tout  châssis ,  si  Foii  juge 
convenable  :  d'où  Ton  peut  conclure  qu'on  aura  la  possi- 
sibiltté  de  transformer  un  châssis  à  branches  de  deux 
bandes  ^  en  bordures  régulières  j  toutes  les  fois  que  le  cbâs^ 
m  aura  ses  couples  disposés  comme  ou  vient  de  le  faire. 

Qu^'on  construise  encore  le  cliâssis  de  1 3  de  racine  de 
manière  que  les  9  carrés  partiels  soient  ^(s  avec  les  8f 
nombres  du  milieu,  et  que  les  bandes  soient  formées  ^ 
les  différences.  (Voir  planche  X\YUlbis ^ figures  p  et  f .) 

Soient  i."  hori»)utKlâ'z 

g4+B3+8S+8 1 +80+7  0^— 78— ee-UV— 68-— 6&— 70— 7  i=0 
S.«    horizontale  : 

77+76+75+7i+62+4l>— Û3— Ô3— Sï-^OÛ— 58— 57— 18=0 
iJ^  verlicâle  : 

t-b.    i.1i«Q    1.  h* 

7&+i7+eî+-6t+59+55—7S—&5— 5  J^5  3-52-5 1—I4=;0 
3.«    verticale  : 

8  4+77+7Î+ÛÎ+43+H — B  4— 5(^—47 — 46— 45— 41— fi  4^=0 

Ce  genre  de  composition  pour  les  lignes  du  châssis  est 
remarquable,  et  nécessaire  pour  qu'il  puisse  se  changer 
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en  deux  bordures  régulières  l'une  et  l'autre.  En  effet  la 
bordure  extérieure  a  l'angle  supérieur  de  gauche  corn* 
mnn  avec  la  ij^  horuontale  et  la  1j^  yerticale.  H  y  a  de 
plus  un  nombre  commun  à  la  1.^  horuontale  et  à  la  2.^ 
yerticale;  ce  nombre  a  son  complément  dans  la  case  oppo- 
sée :  la  différence  doit  donc  être  positive  et  négative  dans 
cette  2.eTerticale,  et  commune  avec  la  l.^^^  horiiontale« 
C'est  pour<pioi  cette  %^  yerticale  se  compose  de  84  et  de 
— 84.  L'angle  de  droite  supérieur  doit  avoir  son  complé- 
ment dans  la  l.»*©  yerticale  :  ce  sera— 67  à  l'angle,  et  +  67 
à  l'angle  inférieur  de  gauche.  La  2.0  horiiontale  ayant  le 
complément  d'un  de  ses  nombres  dans  la  même  ligne ,  il 
faudra  avoir  une  différence  avec  les  deux  signes ,  et  de  phis 
l'une  d'elles  sera  conmiune  avec  la  tj^  verticale.  C'est  ici 
62,  ou  le  nombre  23.  Vue  autre  diflérence  est  commune 
entre  la  2.«  horixontale  et  la  2.«  yerticale.  C'est  ici  77,  ou 
le  nombre  8.  De  plus  il  y  a  une  autre  diffêrence  avec 
changement  de  signe,  commune  aux  mêmes  lignes  que 
les  précédentes  :  c'est — 63  ou  148  à  l'angle  de  la  bordure 
intérieure,  et+63  ou  22  à  l'angle  opposé.  Enfin  la  l.re 
yerticale  aura  un  nombre  dont  le  complément  sera  à  la 
case  opposée  :  c'est  celui  qui  est  sur  la  ligne  inférieure  de 
la  bordure  intérieure.  Il  est  facile,  en  conséquence,  de 
faire  le  chAssis;  et  réciproquement,  le  châssis  étant  Ênt 
comme  il  est  expliqué,  de  revenir  à  la  double  bordure.  On 
procédera  par  ordre  :  d'abord  6,  répondant  à  79,  est  à  l'in- 
tersection des  1  .*'«  horizontale  et  1  .^  yerticale;  la  place  de 
son  complément  est  symétrique.  Ensuite  8 ,  correspondant 
à  77,  est  à  l'intersection  des  2.^  verticale  et  horuontale; 
son  complément  162  a  sa  place  forcée ,  c'est  la  case  symé- 
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trique.  La  diflérence— 67  àla  1.'^  horixontale,  ajaal  son 
complément  à  la  1*^  verticale  +  67,  il  eat  fccSe  de  placer 
152  et  18.  De  même— 63  à  la  !L«  horisontale  et+  63  àla 
2.^  Terticale.anronl  ponr  nombres  1 48  et  22 ,  fiu^iles  à  pla- 
cer. Maintenant  1 ,  répondant  à  +  8ft,  étant  commun  à  la 
1  .^  horixontale  et  à  la  2.^  verticale ,  aura  son  complément 
169répondant  à — 8ft  dans  la  même  verticale.  23,  commun 
à  la  2.®  horizontale  et  à  la  1.<«  verticale,  aura  son  complé- 
ment 1 A7  sur  cette  horizontale.  1 29 ,  qui  est  à  l'intersection 
de  la  1 J^  verticale  et  de  la  3.®  horizontale ,  aura  s<m  com* 
plément  sur  cette  horizontale;  mais  on  pourrait  prendre 
tout  autre  des  nombres  de  cette  verticale,  excepté  ceux  * 
dont  le  placement  est  &it.  151  et  son  complément  19  sur 
une  même  verticale  peuvent  aussi  être  l'un  ^elconque 
des  non  placés  de  cette  verticale.  En  résumé ,  ayant  corn» 
posé  à  volonté  la  \J^  horizontale  avec  les  diffi6renceS|  la 
seconde  horizontale  n'aura  point  de  diflKrence  commune 
avec  la  première,  mais  elle  en  aura  une  avec  le  double 
signe.  Passant  aux  verticales,  la  première  aura  deux  diffé- 
rences de  la  l.re  horizontale,  dont  une  avec  changement 
de  signe,  et  l'une  des  diffi^renoes  qui  entrent  avec  les  deux 
signes  dans  la  2.«  horizontale.  Quant  à  la  2.e  verticale ,  elle 
aura  deux  différences  de  la  2.«  horizontale,  dont  l'une 
avec  changement  de  signe ,  et  une  de  la  1*^®  horizontale, 
qui  aura  les  deux  signes. 


ARTICLE  IV. 

CJLRRfi  DB   21. 

Gomme  21  se  divise  exactement  par  3,  on  peut  avoir  les 
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bnmcbes deSlandes;  elks  ponnaient enamir  6*Qae  ces 
bandes  soient  an  nombre  de  3  :  fl  restera  15,  dont  le  tiers 
est  5  :  dime  il  viendra  9  carrés  de  5.  H  frndra  225  nombres 
pour  les  former*  Qu'on  choisisse  les  225  nombres  du  mi- 
lieu de  la  progression  de  1  à  441  :  ce  seront  les  nombres 
de  109  À  333.  On  distribuera  les  carrés  pailiels,  considérés 
chacun  comme  un  seul  nombre^  d'après  la  méthode  du 
carré  de  3;  on  procédera  ensuite  à  la  formation  des  3 
premières  horisontales^  et  quant  aux  yerticales,  elles  con- 
tiendront chacune  deux  différences  de  chaque  horizontale  » 
dont  une  ayec  changement  de  signe,  pour  les  intersections 
des  ^branches  du  châssis;  les  autres  différences,  ou  les 
nombres  qui  les  remplacent,  se  mettent  i  Tolonté  dans 
les  lignes  qui  les  contiennent  II  est  bon,  ayant  de  fiikre  le 
placement,  de  marquer  les  différences  communes  par  un 
signe,  afin  d'éviter  la  confiision  qui  pourrait  s'introduire. 
On  mettra  un  petit  nombre  au  dessus  des  différences  ;  on  j 
ajoutera  un  petit  c  lorsque  le  signe  sera  changé*  Cette 
marque  est  la  première  lettre  du  mot  complément*  Yoici 
les  dlBKrences  des  3  premières  hoikontales  et  des  3  pr»* 
mières  Terticales  « 

■OaUORTALIS* 

21 1  +  212+213+214+215+216+217+218+219+220 

—190—192-193—194—195—196—197—198—199 

1      i.c. 
—200—201=^ 

179+202+203+204+205+206+207+208+209+  210 
-,177—181-182—183—184—185—186—187—188 
— 189-1tM=:0 
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169+170+171+172+173+174+175+176+178+180 

— 153—154— 155— 156— 157— 158— 159— 160— 161 

s.c     f.c. 
—162—163=0 

TIRTICÀLBS.' 

151+152+l63+164+165+166+167+168+19l+î»1 

—140— «1—142-14*— 144— 145H-146— 147— 153 

—lff7— 200=0 
136  +137+138+139+148+149+150+15(5+182+1^ 

—120—121—122—123—124—125—126—127—160 

—155—194=0 
129+130+131+132+133+134+135+162+156+1% 

— 128— 113— 114— 115— 116— 117— 118— 11ft-l50 

—154—157=0 

Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  les  nombres  aux  diffërenoes , 
et  fiiire  attention  aux  cases  d'intersection  et  à  leurs  cor- 
respondantes. Les  antres  nombres  se  placent  à  Tokmté 
entre  les  carrés  partieb,  chacun  dans  leur  ligne.  Les  corn- 
plémens  achèyent  le  chAssb  (Jigure  172,  planche  XXX). 
La  figure  dbpense  de  toute  antre  explication.  La  bordure 
triple  que  l'on  obtiendrait  autour  du  carré  de  15,  soit 
simple, soit  à  compartimens,  devrait  être  prise  en  entier, 
pour  que  le  carré  total  fût  magique. 

n  peut  être  curieux  de  rechercher  quelle  serait  la  com- 
position d'un  châssis,  pour  qu'on  pât  passer  de  ce  châssis 
à  trois  bordures  régulières.  Il  fiiut  pour  cela  revenir  de  ces 
bordures  à  leur  composition.  Ou  prendra  le  carré  de  3 
pour  le  carré  central  de  la  bordure. 

Jetant  les  yeux  sur  le  carré  (  planche  XXYIII  bis  , 
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fifMre  r),  on  Toit  que  la  \^  horiiontale  est  à  Tolonlé; 
la  2.C  aura  une  différence  arec  double  signe  ;  la  3.0  en 
aura  2,  chacune  arec  double  signe. 

Quant  aux  verticales ,  la  l.re  aura  deux  différences  de 
la  l.i^®  horisontale,  dont  une  avec  changement  de  signe, 
a  et  V  ;  une  de  la  2.^  horizontale ,  qui  sera  l'une  des  deux 
différences  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe;  une  de 
la  3.®  horizontale,  qui  sera  Tune  des  deux  doubles  diffé^ 
renées  ne  diflGSrant  que  par  le  signe.  La  iL^  yerlicale  aura 
une  différence  de  la  Ij^ horizontale  avec  son  signe,  et  cette 
même  différence  arec  signe  ^tifférent;  plus  une  différence 
de  la  2.«  horizontale,  et  une  autre  avec  signe  changé  de 
la  même  horizontale,  h  et  K ;  enfin  une  de  la  S.®  hori- 
zontale avec  son  signe  :  cette  différence  est  l'autre  des  deux 
doubles  de  cette  horizontale.  La  3.^  verticale  aura  une  dif- 
ftrence  de  la  l.r«  horizontale ,  et  la  même  différence  arec 
signe  changé;  une  autre  différence  de  la  2.«  horizontale ^ 
et  la  même  avec  changement  de  signe  ;  enfin  une  de  la  3.* 
borizontale ,  et  une  autre  avec  signe  changé  de  la  même 
horizontale.  Il  faut  que  ces  conditions  soient  satisfidtes 
pour  que  le  chàssb  puisse  se  changer  en  triple  bordure 
régulière. 

Soient,  par  exemple,  les  Hgnes  comme  suit  {planche 
XXVm  bis,  figure  s.) 
1.'«horizont  40+39+38-H37--36*^35— 34— 33-*16 
2.e  horizont  32+26+25+24—21—22—23—  9—32 
3.e  horizont.  31+20+18+13—17—  8—  6—20—31 
1.f«verticale.  40—39+32+31+30—29—28—27-10 
2.eTeracale.  38+26+20+19—15—14—11—25—38 
3.e  verUcale.   37+24+18—  5—  7—12+  6—24—37 

TOM.    II.  11 
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Ge  châssis  se  changera  bcilement  en  carré  de  3  à  bor** 
dures  tontes  exactes.  H  en  sera  de  même  pour  tous  les 
châssis  à  3  bandes  par  branche.  On  trouyerait  sans  diffi- 
culté des  règles  de  composition  pour  un  plus  grand 
nombre  de  bandes. 

ARTIGLB  V. 
cnaais  de  30  bt  34. 

On  verra  {figure  173,  planche  XXXI)  le  carré  de  30 
partagé  en  4  carrés  de  1 A ,  par  une  croix  à  deux  bandes. 
Deux  des  carrés  partiels  sont  eux-mêmes  partagés  en  9 
carrés  de  4,  par  un  châssis  à  une  bande;  les  deux  autres 
sont  coupés,  par  une  croix  â  2  bandes,  en  4  carrés  de  6, 
dont  2  avec  bordures.  On  a  35  carrés  magiques,  savrâr  : 
les  18  carrés  de  4,  et  les  2  carrés  partiels  qui  les  com- 
prennent; les  4  carrés  de  6  sans  bordure  $  les  4  carrés 
avec  bordure,  qui  en  renferment  encore  4  autres  dans  l'en- 
ceinte ,  ce  qui  fait  8;  les  2  carrés  partieb  qui  c(m(iennent 
ces  derniers;  enfin  le  carré  total. 

€omme  dans  chaque  carré  il  entre  des  nombres  avec 
leurs  complémens ,  il  suit  que  4  quelconques  des  18  carrés 
de  4  joints  ensemble  donneraient  un  carré  magique  ;  il  en 
serait  de  même  des  8  carrés  de  6. 

n  ne  figJlait  qu'un  peu  d'ordre  pour  obtenir  fecilement 
le  carré  de  30. 

On  a  choisi  les  72  premiers  nombres  et  leurs  cpmplé- 
mens  pour  les  9  carrés  du  premier  à  châssis.  Ge  châssis  a 
été  fait  avec  les  diffiêrences  des  26  nombres  suivans.  Ghaque 
couple  est  de  901.  Ghaque  nombre  vaut  450,5;  les  diffé- 
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renées  de  78  à  98  seront  donc  377^,  876,5 352,5* 

Le  châssis  esl  résulté  des  lignes  suivantes  : 

€352^  +  364^  +  363,5  +  357,5  +  ^,5 
l.«  yerticale- .  <     +353,5+359,5—362,5—358,5—369,5 

|_— 356,5— 355,5— 354,5— 370,5 

! 376,5  +  369,5  +  375,5  +  368,5  +  378,5 
+366,5+360,5—361  >-374,5— 377,5 
—372,5— 371 ,5—367,5— 365,5. 

Le  2.^  carré  à  châssis  a  été  construit  ayec  les  98  nombres 
suivans  et  leurs  complémens,  ce  qui  s'est  Téduit  à  ajouter 
98  à  tous  les  nombres  du  premier  carré,  lorsque  ces 
nombres  sont  au  dessous  de  450,  et  à  soustraire  le  même 
nombre  98  de  tous  ceux  qui  excèdent  450» 

Le  premier  cairé  à  croix  comprend  les  98  nombres  qui 
suirent  les  196  premiers;  il  est  divisé  en  4  autres.  Le  pre- 
mier à  bordure  est  formé  avec  les  nombres  de  197  à  214 
et  complémens-,  on  a  réservé  les  10  premiers  pour  la  bor- 
dure* Le  second  est  formé  du  premier,  en  ajoutant  18  aux 
petits  nombres,  et  étant  18  des  grands.  Le  second  carré  à 
croix  comprend  encore  2  carrés  à  bordures  ?  Fun  est  com- 
posé, comme  le  premier,  en  ajouta'nt  et  soustrayant  36  ;  le 
dernier  se  tire  toujours  du  premier,  auquel  on  ajoute  54 , 
ou  dont  on  retranche  54. 

La  première  cipix  a  été  iàite  avec  les  26  nombres  sui- 
vans,  e'e8t-4dire  avec  les  noinbres  de  269  à  294,  par  le 
moyen  des  diffi^ences ,  comme  il  suit  : 

i  181,5 -H  79,5 +J70,5  + 156,5  + 162,5 
+  180,5  +  161,5-178,5-172,5 
-173,5-168,5-169,5-171,5 
--158,5 
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1/e  horizontale. 


^180,5—  f5î,5  + 165,5  +  176,5  +  175,5 
+  159,5  +  157,5  +  160,5  — 163,5 
—  164,5  — 177,5  —  166,5  — 167,5 
— 174,5. 

Le  premier  carré  de  6  a  été  formé  avec  les  nombres  de 
295  à  312;  le  second  n'est  que  le  premier,  aux  nombres 
duquel  on  ajoute  18 ,  ou  des  nombres  duquel  on  6te  18, 
suivant  qu'ils  sont  petits  ou  grands.  Le  3.©  carré  de  6  n'est 
«ncore  que  le  1.«,  avec  l'addition  ou  la  soustraction  de 
36;  enfin  le  4.«  se  forme  par  l'addition  ou  la  soustraction 
de  54.  La  2.e  croix  partielle  se  compose  des  nombres  de 
367  à  392.  Il  suffit  d'ajouter  98  aux  nombres  de  la  l.»« 
croix ,  ou  de  les  retrancher. 

Quant  à  la  grande  croix,  elle  est  formée  des  nombres 
qui  restent  de  393  à  508 ,  ce  qui  donne  58  différences  en 
plus  et  en  moins,  de  0,5  â  57,5;  elle  a  été  construite  comme 
suit  : 

^45,5+44,5+43,5+42,5  +  41,5  +  40;) 
+  39,5  +  23,5  +  19,5  + 18^  + 16;> 
+15,5+14^+13,5—7,5—8,5—9,5 

—  Î9,5  — 50,5— 29,5  — 24,5— 25;) 

—  26^—27,5—28,5—55,5  —  56,5 
—57,5+20,5+17,5 

^50,5—59,5+51,5  +  38,5  +  37,5+35,5 
+  34,5  +  33,5  +  32,5  +  31,5  +  22^ 
+21,5+12,5+11,5+10,5+6,5+8,5 
+  52,5  —  53,5 — 54,5  —  46,5  —  47^ 
—48,5— 36,5— 30^— 0,5— 1  ,^-2^ 
—4,5—5,5. 
On  voit  que  rien  n'a  été  plus  bcile  que  la  formation  de 


1 J^  verticale. 


iJ^  horizontale./ 
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oe  carré  de  30;  que  l'on  ne  s'est  servi  qae  de  très-peu 
des  diffiârenoes ,  et  que  la  majeure  partie  des  nombres  a 
été  déduite  d'autres  nombres  antérieurement  {dacés* 

Le  carré  de  34  {Jigure  174 ,  planche  XXXII)  est  coupé 
par  un  châssis  à  deux  bandes  par  branche ,  ce  qui  donne 
9  carrés  de  10  :  4  sont  diTÎsés  par  une  croix  à^deux 
bandes;  3  ont  trots  bordures  ;  l'un  des  carrés  en  a  deux, 
et  le  carré  du  centre  n'en  a  point*  L'on  compte  37  carrés 
tous  magiques  dans  cette  figure ,  sayoir  :  5  pour  chaque 
carré  coupé  par  une  croix,  ce  qui  (ait  20;  quatre  pour 
chaque  carré  à  3  bordures,  ce  qui  donne  12  pour  les  3; 
on  en  a  3  pour  le  carré  à  2  bordures ,  1  pour  le  carré 
simple  et  le  carré  total. 

Les  8  premiers  nombres  (on  suppose  toujours  que  les 
complémens  font  partie  des  carrés ,  et  l'on  ne  s'occupe 
que  des  578  premiers  nombres)  sont  conservés  pour  le 
grand  châssis.  Les  32  nombres  suiyans  composent  les  4 
carrés  partieb  de  4  du  1.^  carré  de  10*  On  les  prend  8 
à  8  y  et  ces  carrés  se  forment  par  la  manière  expéditive  ; 
les  18  suivans»  de  41  à  58 ,  composent  la  croix. 

Le  2.®  des  grands  carrés  avec  croix  se  tire  du  précé- 
dent, en  ajoutant  50  aux  petits  nombres,  et  retranchant 
50  des  grands.  Le  dernier  nombre  sera  donc  108.  Les  8 
suivans,  de  109  à  116«  entreront  dans  legraïid  châssis. 

Le  carré  sans  bordure  se  construit  avec  les  suivans,  de 
117  à  166. 

Le  carré  de  10  à  3  bordures  se  forme  avec  les  nombres 
de  167  à  216;  les  8  derniers ,  de  209  à  216,  composent  le 
carré  central  de  4;  les  8  suivans  entrent  dans  le  grand 
châssis. 


CHASSIS. 

Le  3.«  carré  de  10  arec  une  croix  se  tire  du  premier,  en 
ajootant  216  aux  lUKnbres  qui  le  composent,  ou  en  en 
soustrayant  216»  Les  nombres  sont  de  225  à  27ft. 

Un  second  carré  à  3^  bordures  se  détermine  en  ajoutant 
ou  soustrayant  106,  lorsqu'on  a  déjà  composé  le  premier. 
Ce  second  carré  comprend  les  nombres  de  275  à  324.  Les 
8  suivans,  de  325  à  332 ,  entrent  dans  le  grand  châssis. 

Le  carré  à  2  bordures  a  été  construit  avec  les  nombres 
de  333  à  382,  les  18  premiers  composant  le  carré  central 
de  6. 

Le  3.«  carré  à  3  bordures  dérive  du  premier,  en  ajou- 
tant à  ses  nombres  ou  en  soustrayant  216;  il  contient  les 
nombres  de  383  à  432;  les  8  suivans  entrent  dans  le  châs- 
sis :  ce  sont  ceux  de  433  à  4/ilO. 

Le  4.e  carré  à  croix  aura  les  nombres  de  4 Al  à  490 ,  et 
3  faudra  ajouter  au  premier  ou  en  retrancher  432  ;  les 
autres  nombres  restans  seront  pour  le  châssis. 

On  aura  donc,  pour  composer  ce  châssis , 

MOXBHES.  DIFPéRBHCBS. 

1        2 8  577,5    576,5 570,5 

109    110 116  469,5    468,5 462,5 

217    218 224  361,5    360,5 354,5 

325    326 332  253,5    252,5 246,5 

433    434 440  145,5    144,5 138,5 

491  492. ... .  578  87,5      86,5 0^ 

Un  couple  vaut  1157;  chaque  nombre,  578,5.  On  a 
formé  les  lignes  comme  suit  : 
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/570^  +  57t^+ 572^+578^+  574^ 
(  +575;î+576,64.877^+188;ï+189^ 

1.">  Tertioale. . .  <  +145>-SSÏ,;^-JS^5--466,5-467,5 
j  ~468,5-469,&-4l54,S-.355A— 356,5 
[  —357>-358,5— 359,5— 360,5— 361^ 
\  —ÏB,5— 17,5^-15,5— 12,5. 

Ô^  +  1Î53,5  +  250,5  +  251 ,5  +  re,5 

+19,5+20,5+21,5+8,5+11,5+14,5 

+ 13,5  +  60,5  +  61,5  +  62,5  +  63,5 

2.e  Tcrticafe. . . .  <   +64,5+65,5—246,5—247,5—248,5 

—  249,5 — 67,5 — 74,5  —  75,5 — 76,5 
_  77,5  —  78,5  —  79,5  —  80,5 — 81,5 
—82,5— 83,5— 84;5 

<463,5+4'B5,5+68,5+  69,5+70,5+71,5 

+  72,5  +  73,5  +  66,5  +  85,5  +  86,5 

+87,5—5^,5-554,5—29,5-30,5 

l.re  horuoBtale.  <  —  31 ,5  —  32,5  —  33,5  —  34,5  —  35,5 

—  36,5 — 37,5  —  38,5  —  39,5  —  40,5 
— 41 ,5  —  42,5  —  43,5  —  44,5  —  45,5 

—  47,5  —  46,5—22,5 
r  iB,5 +iÏÏ^+252,5 + 54,5 + 55,5+56,5 

+  57,5  +  58,5  +  59;j  + 23,5 +  24,5 

+25,5  +  0,5+1,5  +  3,5+5,5—13^ 

2.*  horisontate. .  ^  —17,5—253^—48,5—49,5—50,5 

—  51,5—52,5—53,5  —  26,5  —  27,5 
—28,5—2,5  —4,5—6,5—7,5—9,5 

— io;>. 

Ge  qnî  a  été  détaillé  dans  celle  section,  suffit  pour  ne 


tes 
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laisser  à  Tuincre  aiicnne  difficulté  lorsqu'on  aura  à  diviser 
un  carré  en  9  autres  par  le  moyen  de  cbâssis. 

DEUXIEME    SECTION. 

LES  CHASSIS  PARTAGENT  LE  CARRi    EN   PARTIES 
NON    CARRÉES. 

A.yant  de  donner  la  manière  de  former  ce  genre  de 
châssis,  il  est  bon  de  présenter  les  formules  relatives  aux 
nombres  triangulaires. 

Ayant  la  progression  dés  nombres  naturels,  à  commencer 
par  l'unité,  si  Ton  ajoute  successivement  les  2  premiers, 
les  3  premiers,  Tes  n  premiers  termes,  on  aura  1,  3, 6, 10, 
15, 21,  etc.  C'est  cette  dernière  série  qu'on  appelle  série 
des  nombres  triangulaires ,  parce  qu'on  peut  disposer  les 
nombres  de  cette  série  triangulairement,  comme 


Soit  T  le  terme  général  de  cette  sélrie  :  puisque  chaque 
terme  est  égal  à  la  somme  des  n  premiers  de  la  suite 

des  nombres  natureb,  ce  terme  général  sera  T=»-^' 

1 

— ^5  -L.  * 
ï  T^  f 

Maintenant,  si  S^,  S^,  S,,  représentent  tes  sommes 
des  puissances  0 ,  1 ,  2 ,  de  la  série  des  nombres  natu- 


rels, on  aura  S^zr:»;  Si=2+î=T5  S,= 


;  donc  la 


somme  des  termes  généraux  de  la  série  des  nombres 
triangulaires  sera  ^+~*=ttîtJ?î"  +  îsjp  =  aSjjii? 
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--.»jK||t^^^tl2y  qael  que  soit  n.  Ainsi ,  par  exemple,  le  tenne 

général  étant  ^,  on  aurait  pour  le  6.^  n=:6,  et  T=:  ^=21  : 
ainsi  le  &®  terme  triangulaire  est  21  •  La  somme  des  6  pre- 
miers nombres  triangulaires  est  f^  =  56  :  en  effet  1-{-3 
+6+10+15+21=56. 
Rerenant  aux  châssis, 
Au  lieu  des  9  carrés  partiels  que  Ton  obtenait  par  la 
première  section ,  il  n'y  a  qu'un  seul  carré  coupé  par  le 
diissis  en  parties  telles,  que  leur  réunion  constitue  ce 
même  carré,  indépendamment  du  carré  total.  On  exami- 
nera d'abord  les  carrés  impairs.  Dans  tous  ces  carrés  le 
moyen  est  au  centre.  On  a  déjà  donné  un  exemple  de  ce 
genre  de  carrés  ci-deyant ,  en  examinant  la  construction 
de  chAssb  réductibles  en  bordures. 

ARTICLE  PREMIER. 

GÀE&É    DE    5. 

Ce  carré  ne  peut  aroîr  qu'une  forme.  {Foirjigure  175, 
planche  XXII).  On  a  choisi ,  pour  le  carré  de  S,  les  nombres 
1,  4, 7^  10,  et  leurs eomplémens.  Le  moyen,  13,  étant  au 
centre,  il  est  resté  les  différences 
2+11—24        5+8—21        8+5—18       11+2—15 
3+10—23        6+7—20       9+4—17        12+1—14 
Soit  l'horisontale  formée  arec  les  différences  1 1  +8—10 
*7 — ^2:  il  reste  1,  4, 5.  Les  différences  de  ces  différences 
sont  5+4+1=10. . .  5+4—1  =8. . .  5+1—4=2.  H  faut 
¥oir  si  parmi  les  différences  de  l'horiaontale  il  s'en  trou* 
serait  deux  dont  la  différence  serait  2,8,10,  positiTcment 
ou  négatÎTement.  On  arrive  facilement  et  directement  à 
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reconnahre  ai  la  chose  est  possible»  et  comment  eDe  est 
possible,  n  faut  faire  abstraction  des  résultats  négatif  : 
car  2 y  8, 10,  peuvent  être  positi&  ou  négatif  On  peut  tou- 
jours supposer  que  la  différence  de  différences  de  l'hori- 
zontale est  positive.  En  second  lieu,  puisque  2, 89 10,  sont 
pairs,  il  ne  faudra  pas  chercher  de  rapport  entre  les  diffé- 
rences paires  et  les  différences  impaires  de  l'horizontale. 
On  Toit,  sans  l'écrire,  que  11  ne  peut  se  comparer  avec 
8, 10,2^  qui  sont  pairs;  et,  comme  11  -f  7=:18>  10,  il 
faut  passer  à  une  autre  supposition.  8  ne  peut  se  comparer 
qu'à  10  et  2;  mais  8+10>10  ddt  être  rejeté;  8+2=:10 
est  convenable;  de  même  10 — 2:=: 8 peut  être  retenu  :  il 
n'y  a  que  ces  deux  différences  de-  différences  que  l'on 
puisse  employer.  La  verticale  sera  donc  10— -2— 5— 4-(-1» 
ou  bien  8-}- 2 — 5—4—1.  On  a  choisi  cette  dernière  ver- 
ticale. Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aura 
5,  répondant  à  la  différence  8,  à  l'intersection  de  la  verti- 
cale et  de  Thorizontale;  ensuite  15,  répondant  à  —2  en 
horisontale;  et  11 ,  complément  de  15,  répondant  à  -f  2 
en  verticale  et  diagonalement  ;  21,  complément  de  5,  est 
à  l'autre  diagonale*  Les  nombres  d'intersection  plaoés,  les 
autres  se  mettent  à  volonté  dans  leurs  lignes  respectives  • 
les  c<HnpIémens ,  aux  cases  opposées ,  achèvent  le  carré.  Il 
y  aurait  deux  carrés  magiques  :  celui  de  3,  en  réunissant 
les  parties  séparées  par  la  châssis;  et  le  carré  de  5. 

On  voit  {Jigiire  176,  planche  XXXII)  le  carré  à  chAssb 
transformé  en  carré  à  bordures:  les  nombres  des  diago- 
nales deviennent  ceux  des  angles»  On  peut  aussi,  ayant  le 
carré  à  bordures,  revenir  au  carrée  châssis  :  cela  ne  pré» 
sente  aucune  difficulté. 
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ARTICLE   II. 
CAEfti  M  7. 

On  insistera  un  peu  sur  ce  carré,  afin  de  faire  saisir  avec 
facilité  la  manière  d'opérer  dans  les  différens  cas. 

On  nommera  carré  central  celui  qui  serait  formé  par  la 
réunion  des  parties  séparées  parle  cbâssb.  Ce  sera  le  carré 
qui^  transformant  le  châssb  en  bordures,  se  trouverait  être 
en  effet  carré  central.  Or,  le  plus  petit  carré  étant  celui  da 
3  de  racine,  il  n'y  aura  qu'une  forme  dans  ce  cas.  Si  le 
carré  central  a  5  de  racine,  il  j  aura  3  manières  de  &ire 
le  châssb  :  ainsi,  en  tout,  7  peut  avoir  châssis  de  4  ma- 
nières. 

Soit  d'abord  le  carré  central  de  3  de  racine  :  il  faudra 
que  les  nombres  de  ce  carré  soient  distribués  comme  on 
le  voit  {figure  177,  flanche  XXXI).  Le  châssis  aura  alors 
2  bandes  à  chaque  branche.^ 

On  a  supposé  le  carré  central  formé  par  les  nombres  du 
milieu  de  la  progression  de  1  à  49.  On  peut  avec  les  dif- 
férences, qui  sont  de  5  à  24,  fonnerks  deux  horitontales 
et  les  deux  verticales,  comme  suit  s 

Horizontale  première.24+234-22— -21— 20— 19— 9 

deuxième.  18+17+1&-.16— 14— 18— 7 

Yerticale  première.  24—23+18—17+12—  8—6 

deuxième.  21—20+16—13+11—10—5 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  et  plaçant  con^ 
valablement  les  oomplémens,  on  aura  le  carré  de  la  fis- 
sure 177.  On  voit  que  les  complémens  des  nombres  qui 
ne  font  pas  partie  d'intersection,  sont  aux  cases  corres- 
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pondantes,  et  qae  ceux  d'intersection  ont  leurs  complé' 
mens  aux  cases  symétriques. 

On  Terra  (figure  178^  planche  XXXI)  le  même  carré 
avec  bordure  double;  chacune  est  &usse ,  mais  la  double 
est  exacte.  Il  n'j  a  que  les  liombres  d'intersection  qui 
soient  forcés  :  ceux  qui  doivent  être  entre  les  lignes  du  carré 
central  dans  le  châssb,  ou  qui  le  couvrent  dans  les  bor- 
dures, soit  horizontalement,  soit  verticalement,  peuvent  se 
placer  à  volonté  dans  leurs  lignes  respectives ,  pourvu  qu'on 
ait  soin  de  fiedre  correspondre  les  complémens. 

Soit  maintenant  le  carré  central  celui  de  5  de  racine  : 
il  y  aura  3  formes  pour  construire  ce  carré,  et  par  consé- 
quent le  châssis.  On  a  choisi  les  25  nombres  du  milieu 
pour  composer  le  carré  central.  Le  châssis  n'a  qu'une 
bande  par  branche.  Qu'on  ait  d'abord  un  seul  nombre 
aux  angles ,  et  3  au  milieu  {figure  1 79,  planche  XXXI)  :  on 
peut  avoir  l'horizontale  et  la  verticale  avec  les  différences 
restantes ,  comme  suit  : 

Horizontale.  24+23+22—19—18—17—15 
Verticale. . .  24—22+21+20—16—14—13 

Substituant  les  nombres ,  on  aura  le  carré  de  la  figure 
179. 

On  voit  {figuré  180,  planche  XXXI)  le  même  carré 
avec  bordure  exacte. 

Que  l'on  ait,  maintenant,  deux  nombres  aux  angles  sur 
une  même  ligne  horizontale,  et  un  nombre  seulement  au 
milieu  {fiffàre  181 ,  planche  XXX)  :  le  châssis  est  le  même 
que  celui  de  la  figure  179;  mais  il  y  a  quelque  précaution 
à  prendre  dans  le  cas  particulier.  On  verra  (figure  182) 
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ce  carré  avec  bordure  exacte.  On  ya  reyenir  dans  un  mo- 
ment sur  le  chAssb  de  la  figure  181. 

Enfin,  soit  le  carré  central  composé  de  4  nombres  à 
chaque  angle  :  il  Tiendra  la  forme  (Jiguri  183,  planche 
XXX)*  Ce  carré  n'exige  point  de  précaution  pour  sa 
formation.  Le  cbâssiB  est  encore  le  même  que  celui  de  la 
figure  179.  On  Terra  {^figure  18A)  ce  même  carré  aTCC 
bordure  exacte. 

RcTenant  au  carré  de  la  figure  181,  on  a  dit  qu'il  y  arait 
à  obserrer  quelque  précaution  pour  le  construire.  D'abord, 
rien  ne  change  relatiyement  au  carré  central ,  qui  est  tou- 
jours le  même  dans  les  trob  cas*  H  faut  ici  £iire  attention 
à  l'une  des  diagonales ,  puisque  l'autre  en  dépend.  Or,  in- 
dépendamment des  angles,  qui  forment  un  couple,  et  du 
mojen  25,  il  y  a  encore  à  remplir  4  cases  de  telle  manière 
que  leur  Taleur  soit  deux  couples  ou  100.  Soient  suppo- 
sées les  diflérences  pour  ces  4  cases  17-f-14*-15— 16  à 
la  1.1*6  diagonale  :  il  faut  que  la  \.^^  horiaontale  du  châssis 
comprenne  deux  de  ces  différences,  dont  une  ayec  chan- 
gement de  signe,  et  que  la  yerticale  comprenne  les  deux 
autres ,  dont  l'une  aussi  aTCC  signe  changé ,  et  de  plus  deux 
autres  différences  de  l'horiiontale,  encore  ayec  change- 
ment de  signe.  Soit  donc,  par  exemple,  l'horieontale  24 
+23+22—18—19—17—15.  Que  la  Terticale  ait  d'abord 
— >16 — 1 4  de  la  diagonale  :  il  reste  les  trois  différences  1 3 , 
20, 21.  Les  trois  différences  de  ces  trois  dernières,  trois  à 

trois,  et  positiTcment ,  sont  13+20+21=54 13+21 

—20=14....  13+20— 21=12....  21+20— 13=28; 
mais  l'on  a  déjà  — 16 — 14=— 30:  on  aurait  donc 
54—30=24. . . .  —54— 30=— 84.  • . .  28— 80=— 2. . . . 
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-.28— 30t=>-^58. .  .14^30=— 16 ^14— 3(fc=»— 44. . . 

12— 30=— 18. . .  —12— 90=::— 42;  loais  la  plus  grande 
somme  qa'on  puisse  avoir  avec  deux  des  cinq  diflE&rences 
22 4- 23  4- 24  — 18-*-10 ,  en  changeant  on  signe,  serait 
24+19=43,  ou— 24— 19=s— 43  :  ainsi  les  nombres  ri- 
dessus  doivent  se  restreindre  à  ceux  qpû,  en  plus  ou  en 
moins,  sont  égaux  à  43,  on  plus  petits»  Il  ne  restera  que 
54—30=24. . . .  28— 30=— 2. . . .  14— 30=— 1«. .  •  • 

12— 30=— 18 12— 30=— 42.  U&ut  donc  voir  si 

deux  des  différences  224-234-24- 18— 19  peurent  don- 
lier- 24+18  +  42  +  16  +  2.  Or  24— 22=+2.  . .  .• 
24+18=42. ....  Choisissant  la  ij^  combinaison,  on  au- 
rait pour  la  verticale— 16— 14+24— 22+(28);  et,  comme 
28  a  été  formé  par  21  +20— 1 3,  la  verticale  sera— 16— 14 
+24— 22+20+2i~13.  Gela  posé ,  pubque  40,  rendant 
à-«15,  doit  être  en  diagonale  et  en  horisontale,  il  sera  à 
la  2.6  case  de  l'horiaontale;  et  8,  répondant  à+17,  devant 
être  en  diagonale ,  et  42,  correspondant  à — 17,  enhorij»n- 
tale,  il  suit  que  42 sera  à  la  6.^  case  de  lliariiontale ,  ce 
qui  fixe  son  complément  8.  Par  la  même  raison  41 ,  répon- 
dant à— 16,  devant  être  en  diagonale  et  en  yertioale ,  sera 
à  la  3.<:  case  de  cette  verticale;  et  11,  répondant  à+14, 
étant  en  diagonale,  et  39,  répondant  à— «14,  en  verticale, 
ces  nombres  auront  leurs  places  déterminées^  les  antres 
nombres  se  placent  à  volonté  dans  leurs  lignes  respec- 
tives. 

On  voit  combien  ce  cas  diffère  des  autres  quant  aux 
précautions  qu'il  faut  employer.  Gela  aura  lieu  toutes  les 
fois  que  les  cases  autour  des  angles  ne  seront  pas  des 
carrés, ou  distribuées  carrément,  c'est-à-^lire  de  manièiie 


CABRÉ    Dr  7-  175 

que  les  diagonales  de  ces  parties  aux  angles  n'auront  pas 
autant  de  cases  qae  les  côtés  de  ces  mêmes  parties» 

Arant  d'aller  plus  loin ,  il  j  a  des  observations  générales 
à  établir  snr  les  différentes  manières  dont  une  racine  r 
peut  aroir  châssis  à  son  carré. 

D'abord^  puisque  la  plus  petite  racine  d'un  carré  central 
est  3  y  on  aura  r — 3  pour  le  nombre  de  bandes  parallèles 
d'un  châssis,  et  ^  représentera  le  maximum  des  bandes 
de  chaque  branche  :  ainsi  l'on  aura  successiyement,  en 
fiiisant  ^=,p,  les  nombres  p,  p— 1»  p*^2. ...  1,  pour 
ceux  des  bandes  d'une  branche,  lorsque  la  racine  r  d'un 
carré  est  donnée,  p  représentera  le  rang  du  nombre 
triangulaire  de  même  dénomination;  P'^^^  cA\3i  du 
nombre  triangulaire  précédent,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
l'unité,  qui  est  le  premier  de  ces  nombres  triangulaires* 
De  plus,  la  valeur  de  ces  mêmes  nombres  indique  le 
nombre  de  formes  dont  est  susceptible  un  carré  central: 
de  sorte  que  le  nombre  triangulaire  de  l'ordre  p  désigne 
le  nombre  de  formes  pour  les  branches  à  une  bande;  p'-^X  i 
celui  des  formes  pour  les  branches  à  2  bandes;  /^— 2,  celui 
des  formes  à  3  bandes;  et  en  général  p— -n  celui  des 
formes  à  n+1  bandes  par  branche.  Ainsi,  pour  15,  par 
exemple ,  on  aura  ^  =  ^  =:  Gsp.  Donc  p  représente  le 
6.^  nombre  triaiigulaire ,  qui  est  21  :  il  y  aura  donc  21 
formes  pour  le  carré  de  15  de  racine  avec  châssis  à  une 
bande  par  branche.  De  même,  p^1=s5  représente  le  5.o 
nombre  triangulaire  qui  est  15,  et  il  y  aura  15  formes  pour 
le  châssis  à  branches  de  2  bandes,  etc.  Autrement, 

Le  1.^  nombre  triangulaire,  qui  est  l'unité,  répond  au 
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cas  où  la  racine  da  carré  central  est  3  s  cette  racine  est  la 
plus  petite  de  tontes. 

Le  2.^  nombre  triangulaire  correspond  an  cas  oii  b  ra- 
cine du  carré  central  est  5  ; 

Le  3.^  nombre  triangulaire ,  an  cas  où  la  racine  est  7; 

Le  ft.®  nombre  triangulaire ,  au  cas  où  la  racine =9; 

Le  5.^  nombre  triangulaire,  au  cas  où  la  racine  =11  ; 

Le  6.^  nombre  triangulaire,  enfin,  au  cas  où  la  ra- 
cine =13. 

Et  généralement,  pour  les  carrés  impairs,  si  de  la  racine 
on  soustrait  2,  il  reste  un  nombre  impair  dont  le  rang ,  à 
partir  du  second,  désigne  le  plus  grand  des  nombres  trian- 
gulaires qui  doit  être  compris  dans  la  série  de  ces  nombres. 
Soit  r  la  racine  donnée:  r — 2  serait  le  nombre  impair  dont 
il  s'agit;  or  l'ordre  d'un  nombre  impair  est  égal  à  la  plus 
petite  moitié  de  ce  nombre;  et,  comme  on  part  du  second, 
on  aurait  ^^,  comme  ci-dessus. 

Le  dernier  nombre  triangulaire  correspond  toujours  au 
nombre  impair  =  r — 2 ,  quel  que  soit  r,  pounm  qu'il  soit 
impair. 

Si  la  racine  r=37,  on  aura  r — 2=sS5;la  plus  petite 
moitié  est  17=^;  mais  la  somme  des  17  premiers 
nombres  triangulaires  est ,  d'après  ce  qui  a  été  dit , 
«<i!±.i)^.  çt^  comme  ici  »=17,  on  aura  n^  =  17.19. 3 
=969:  il  y  aurait  donc  969  formes  pour  toutes  celles  dont 
est  susceptible  le  carré  de  37  avec  châssis  coupant  un 
carré  en  neuf  parties  non  carrées. 

De  même  pour  15 ,  la  somme  des  6  premiers  nombres 
triangulaires  est  ^=56  :  il  7  a  donc  56  formes  de  chAs- 
sis  poor  15  de  racine*  On  nefadt  ici  attention  qu'à  la  partie 
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da  carré  central  en  horizontale  :  car,  si  l'on  y  faisait  entrer 
la  disposition  en  yerticale,  ce  serait  double  emploi,  puis- 
qu'il n'j  aurait  que  changement  de  position  du  carré 
total,  et  que  l'on  ne  considère  que  les  formes ,  et  non  les 
combinaisons ,  lesquelles  tiennent  à  d'autres  calculs. 
Yoicî  les  formes  pour  le  carré  de  15. 

Lorsque  3  est  la  racine  du  carré  central ,  il  n'y  a  jamais 
qu'une  forme. 

Si  5  est  la  racine  du  carré  central ,  on  peut  aroir  1  case 
à  chaque  angle,  et  3  au  milieu  de  la  l.^^®  horizontale;  ou 
2  cases  aux  angles,  et  une  au  milieu  de  cette  1 J^  horizon- 
tale; ou  enfin  4  cases  aux  angles  sur  les  deux  1.^^  hori- 
xontales,  et  une  case  sur  chacune  au  milieu  :  en  tout  3 
formes ,  2.<^  nombre  triangulaire. 

Soit  7  la  racine  du  carré  central  :  on  peut  avoir 

Une  case  à  chaque  angle,  et  5  au  milieu  de  la  1.^®  hori- 
zontale; 

2  aux  angles  de  la  1.^^  horizontale,  et  3  au  milieu; 

3  aux  angles^  et  une  au  milieu  de  cette  1.^®  horizontale; 
ft  aux  angles  sur  les  2  premières  horizontales ,  et  3  au 

milieu  de  chacune  ; 

6  aux  mêmes  angles ,  et  une  au  milieu  de  chacune; 

3  aux  angles  sur  les  3  premières  horizontales,  et  une  au 
milieu  de  chacune:  en  tout  6  formes,  3.«  nombre  trian- 
gulaire* 

La  racine  du  carré  central  étant  9 ,  on  aurait  successi- 
Tement,  au  milieu  de  la  1j^  horizontale ,  7,  5,  3,  1,  cases 
de  ce  carré ,  ce  qui  donne  4  formes  ; 

Puis  ft  aux  angles  sur  les  2  premières  horizontales ,  et  5 
an  milieu  de  chacune;  ensuite  6  aux' mêmes  angles,  ou  3 

TOM.    II.  12 
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sur  chaque  ligne,  et  S  au  milieu  ;  enfin  8  à  ces  angles ,  ou 
ft  sur  chaque  ligne,  et  une  au  milieu  de  ces  horizontale, 
ce  qui  donne  3  fonnes*  On  aurait  encore  3  cases  aux  angles 
sur  les  3  horizontales  supérieures,  et  3  au  milieu;  ou  hien 
A  à  ce^  angles  sur  les  mêmes  horizontales,  et  une  au  mi- 
lieu :  en  tout  2  formes.  Enfin  ft  aux  angles  sur  les  4  hori- 
zontales ,  et  une  au  milieu,  ce  qui  ne  donne  qu'une  forme* 
Les  ajoutant  toutes  pour  le  cas  particulier  ^  il  rient  10, 
4.^  nombre  triangulaire. 

Soit  la  racine  du  carré  central =11.  On  aura,  sur  la 
1.^  horizontale  et  au  milieu  successivement,  9, 7, 5,  3, 1; 

Sur  2  lignes^  7, 5,  3, 1,  au  milieu  ; 

Sur  3  lignes  au  milieu,  5,3,1; 

Sur  a  lignes  au  milieu,  3, 1  ; 

Sur  5  lignes  au  milieu,  1. 

Total,  15  formes,  5.® nombre  triangulaire. 
La  racine  du  carré  central  est  13,  et  il  riendra 

Surla1.re  hori»>ntale,  au  milieu,  11,  9,  7,5,  3,  1, 
cases  pleines; 

Sur  2  horizontales,  le  milieu  aurait  9, 7, 5,3,1; 

Sur  Sboriaonlales,  7,5,3,1; 

Sur  t  horizontales,  5,3,1; 

Sur  5  horizontales,  3,1; 

Sur  6  horizontales ,  1 . 

Total,  21  formes;  &«  nombre  triwigaiaire.  Bn  tout 
14.8+6+10+15+21=56. 

On  terminera  ce  qui  concerne  les  carrés  impairs  à  châs- 
sis en  examinant  quelques-unes  des  fonnes  de  1 5,  et  &isant 
remarquer  de  nouyeau  quV  est  inutile  de  s'occuper  des 
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diagonales,  toutes  les  fois  qae  les  cases  autour  des  angles 
sont  carrément  disposées,  et  par  conséquent  aucnne  diffi- 
colté  dans  la  construction;  dans  le  cas  contraire  il  faut 
prendre  les  précautions  dont  on  a  donné  un  exemple  au 
carré  de  7,  et  c'est  ce  dernier  cas  dont  on  va  donner  de 
nouveaux  exemples.  On  commence  par  supposer  que  le 
carré  central  a  3  pour  racine ,  c'estrà-dire  qu'il  n'y  a  que 
les  i  an^s,  le  mSieu  des  A  lignes  extérieures  du  carré  et 
le  centre,  occupés  par  les  nombres  qui  composent  le  carré 
central;  le  moyen  occupe  le  centre. 

ARTICLE  IIL 
cimai  VE  15. 

Lorsque  les  nombres  aux  angles  sont  carrément  dispo* 
ses,  il  n'eA  pas  nécessaire  que  le  moyen  soit  au  centre  du 
carré  total;  mais  cela  est  indiq)ensable  dans  le  cas  con- 
traire ,  et  aussi  lorsc^e  la  racine  du  carré  central  est  3* 

Soit  pour  le  carré  de  .15  la  racine  du  carré  central=;  3. 
Que  l'on  choisisse  pour  ce  carré  les  9  nombres  du  milieu 
de  la  progression  de  1  à  225  :  les  différraces  seront  de  5 
à  1 12,  et  l'on  pourra  composer  comme  suit  les  horiiEontales 
et  les  verticales  (Jigurm  185,  planche  XXX). 
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Sobstittiaiit  les  nombres  aux  différences,  et  les  plaçant 
conyenablement  aux  intersections,  on  aura  le  carré  de  la 
figure  185. 

LA.  RACmB  DIT  GÀBlli   GBVTRiX  SST  5. 

S'il  n'y  a  qu'un  nombre  à  la  1  .^^  horisontale,  aux  extré- 
mités, et  3  au  milieu,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  des 
diagonales,  et  le  moyen  n'est  pas  nécessairement  au  milieu. 
S'il  y  a  41  nombres  aux  angles ,  savoir  :  2  sur  chacune  des 
2 premières  horizontales,  il  en  sera  comme  il  vient  d'être 
dit*  H  n'y  a  donc  qu'à  examiner^le  cas  où  le  carré  central 
a  deux  nombres  aux  extrémités ,  et  un  seul  au  milieu* 

On  à  choisi  les  25  nombres  du  milieu  de  la  progression. 
Le  moyen  est  au  centre  du  carré  nécessairement  (^gur&l  86, 
planche  XXXIU). 

Les  horizontales  sont  formées  conmie  les  5  premières 
ci-devant  données ,  savoir  : 
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Lorsque  les  intersections  auront  été  remplies,  comme 

les  conqplémens  se  trouyent  dans  les  cases  symétriques, 

toutes  les  intersections  en  diagonale  feront  couple;  mab 

les  angles  diagonaux  font  aussi  couple,  et  le  moyen  est  au 

centre.  H  suit  qu'il  n'y  a  plus  à  placer  que  4  nombres  en 

diagonale,  et  formant  entr'eux  deux  couples.  Les  nombres 

qui  n'entrent  pas  en  intersection  ont  leurs  complémens 

aux  cases  correspondantes.  H  faut  que  les  4  différences 

d'une  des  diagonales  de  la  iJ^y  par  exemple,  soient  prises, 

savoir  :  une  dans  la  i^^  horizontale  avec  son  signe ,  et  une 

autre  avec  changement  de  signe.  Il  en  Êrat  une  de  la  5.® 

verticale  aviec  son  signe,,  et  une  avec  changement  de 

signe.  Ces  différences  doivent  être  choisies  parmi  ceDes 

qui  ne  sont  pas  communes  aux  horisontales  et  verticales. 

1  b.     i  h.  c.    5  V.   5  T.  e. 
Soient  ces  différences  —101+100+14 — 13  :  leur  somme 

=0,  et  par  conséquent  les  noml^res  qui  s'y  rapportent,  font 
deux  couples.  Il  suit  que  21 4^  répondant  à — 101 ,  se  placera 
à  h  2.«  case  de  la  1  •'«  horizontale  ;  et  21 3,  correspondant 
à— 100,  à  la  1 4.®  case  de  la  même  ligne.  Son  complément 
13,  dont  la  différence  est  100,  sera  opposé  à  213,  et  en 
diagonale.  De  même  99,  correspondant  à  1 4,  sera  placé  à  la 
case  dlntersection  de  la  iJ^  diagonale  et  de  la  5.®  verti- 
cale. Enfin  126,  auquel  répond  la  différence  -—13,  sera 
placé  à  la  case  d'intersection  de  la  même  diagonale  et  de 
la  i^^  verticale  des  complémens.  On  agira  de  même  dans 
tous  les  cas  semblables  :  il  n'y  aura  qu'à  substituer  les 
nombres  aux  ditférences  pour  avoir  le  carré  delà  figur  e  186 

LÀ   RICIHE   nu   CARRÉ   CBHTRIL   B8T   7. 

On  a  choisi  le  cas  où  il  se  trouve  trois  nombres  aux  deux 
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Les  deux  cases  du  carré  central ,  à  partir  de  l'angle  de 
la  1.^  diagonale,  ont  leurs  complémens  aux  deux  cases  de 
l'angle  opposé  en  diagonale;  tout  ce  qui  est  intersection  en 
diagonale,  a  également  ses  complémens  sur  cette  diagonale. 
Le  moyen  occupe  le  centre.  Il  ne  faut  plus  que  ft  nombres 
ou  différences,  savoir  :  une  de  la  1.i'«  horizontale,  et  une 
autre  de  la  même  ligne  avec  signe  changé;  plus  2  autres 
différences,  savoir  :  l'une  de  la  ft.^  verticale  avec  son  signe, 
et  une  autre  avec  signe  contraire  de  la  même  ligne.  Ces 
différences  ne  doivent  pas  ladre  partie  de  celles  qui  sont 
communes ,  puisqu'elles  ne  sont  pas  des  différences  d'inter- 
section. Soient  ces  4  différences-^1 02+ 103— 39+38=0: 
on  aura  215,  dont  la  dîfiërence  est— 102  à  la  3.^  case  de 
la  1  .re  horizontale ,  et  21 6 ,  dont  la  différence  est— 1 03  à  la 
13.®  case  de  cette  horizontale,  afin  que  le  complément  10, 
répondant  à  103,  soit  en  diagonale.  De  même  152,  ajant 
—39  pour  différence,  aura  sa  place  à  la  case  d'intersection 
de  la  tt.e  verticale  et  de  la  diagonale.  Enfin  1 51 ,  ayant  —38 
pour  différence,  sera  à  la  4.®  verticale,  de  manière  que  son 
complément  75,  répondant  à  la  différence  38,  soit  en  dia- 
gonale. Les  nombres  substitués  aux  différences,  et  les  com- 
plémens placés  convenablement,  achèvent  le  carré  de  la 
figure  187.  Les  H  nombres  215+152+75+10  ont  pour 
somme  452=A*  1 1 3  ^  ou  2  couples,  comme  cela  doit  être. 

LA  RACINE   D0   CARli   CIITTRAL   BST  9. 

On  a  toujours  pris  les  nombres  du  milieu  de  la  progres- 
sion pour  le  carré  central;  le  plus  graxid  nombre  restant 
est  72 ,  dont  la  différence  est  41  ;  ce  sera  la  plus  petite  de 
toutes.  On  a  choisi  le  cas  où  il  se  trouve  4  nombres  en  ver^ 
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La  forme  {figure  189 ,  planche  XXXDI)  est  celle  de 
cpiatre  nombres  sur  les  deux  premières  horizontales ,  et 
trois  nombres  au  milieu  des  mêmes  lignes*  On  Toit  qu'il 
n'entre  encore  ici  aucun  des  nombres  d'intersection ,  et 
que  la  diagonale  doit  avoir  une  différence  de  chacune  des 
horizontales  et  verticales  avec  son  signe ,  et  une  autre  avec 
changement  de  signe.  On  pourra  donc  &îre  la  diagonale 
comme  suit  t 

i\k,     Sh.c.  1v.     2y.   2y.c.  iT.c  Sh.c  Ih.e. 
107—93—80—77+70+64—94+103 

Substituant  les  nombres ,  et  mettant  les  complémens 
convenablement,  on  aura  le  carré  de  la  figure  189* 

On  verra  {Jîgure  191  y  planche  XXXIII)  le  même  carré 
avec  bordure  double ,  la  première  étant  C&usse  isolément, 
ainsi  que  la  seconde ,  mais  le  carré  total  étant  exact  avec 
la  double  bordure. 

LL  EiCIITE  BU   GÀMli    CENTRAL  EST   13. 

Le  cas  choisi  {figure  190,  planche  XXXm)  est  celui  de 
5  nombres  aux  angles ,  sur  les  4  premières  horizontales , 
et  3  au  milieu  de  ces  lignes.  La  première  diagonale,  comme 
on  peut  le  voir,  aura  deux  différences  non  communes  de 
l'horizontale,  dont  une  avec  signe  changé,  et  de  même 
pour  la  verticale.  Le  carré  central  a  été  fait  par  1 3  progres- 
sions, dont  les  six  dernières  contiennent  les  complémens 
des  six  premières;  le  moyen  doit  occuper  le  milieu  de  la 
Tfi.  Toici  ces  progressions  : 
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ARTICLE  IV. 

CAEKi   DE  6. 

Dans  tons  les  carrés  pairs  il  ne  pent  y  aroir  moins  de 
deux  nombres  du  carré  central  au  miHeu  de  la  première 
horisontale  :  car,  ce  carré  central  étant  nécessairement 
pair  ^  s'il  n'y  avait  qu'un  nombre  au  milieu  de  llioriKontale , 
il  s'en  trouverait  aux  extrémités  un  pair  et  un  impair^  ce 
qui  rendrait  le  châssis  irrégulier. 

Le  plus  petit  carré  pair  est  celui  de  A  :  ainsi  le  plus  petit 
carré  susceptible  de  diâssis  est  6,  et  il  n'y  aura  qu'une 
bande  par  branche.  Il  n'y  a  qu'une  forme  à  ce  châssb  : 
premier  nombre  triangulaire. 

Le  carré  de  8  aura  trob  formes  pour  le  châssis  à  branche 
d'une  seule  bande,  le  carré  central  sera  celui  de  6.  Ces 
formes  seront,  savoir  :  un  nombre  à  chaque  angle  de  la 
première  horisontale,  et  quatre  au  miliea;  deux  nombres 
sur  la  première  horizontale  aux  angles  et  au  mifieu;  deux 
nombres  sur  les  deux  premières  hcHrizontales  aux  angles, 
et  deux  au  milieu  de  <>hacune.  On  pourrait  croire  qu'en 
mettant  un  nombre  à  l'angle  sur  les  deux  premières  hori- 
Eontales ,  et  quatre  au  milieu  de  chacune  d'elles ,  on  aurait 
encore  une  forme,  mais  ce  serait  la  seconde  en  tournant 
le  carré;  ce  n'est  qu'un  changement  de  position,  et  non  de 
forme.  Le  carré  de  8  aura  donc  trois  formes ,  ce  qui  est  le 
2.®  nombre  triangulaire. 

Le  carré  de  10,.  pour  branches  à  une  bande,  aura  6 
formes,  savoir: 

1  nombre  aux  angles,  et  6  au  milieu  de  la  !.■*«  hori- 
sonlale; 
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2  fiombres  aux  angles,  et  4 au  raflieii,  méioe  ligne; 

3  noinbres  aux  angles,  et  2  au  milieu ,  même  ligne; 

2  aux  extrémités  des  deux  1.'^  horiffmtales,  et  4  au 
milieu  de  chacune  ; 

8  aux  extrémités  des  2  horiaontales ,  et  2  au  milieu; 

3  aux  extrémités  des  3  1*^*  horiaontales,  ei  2  au  mir 
lieu  : 

En  tout,  6  formes^  S.»  nombre  triangulaire. 
Le  carré  de  12  à  une  bande  par  branche  du  chAssb , 
aura  10  formes,  savoir  : 

1  nombre  aux  angles  de  la  1 J®  horizontale,  et  8  au  mi- 
lieu; 

2  aux  angles,  et  6  au  milieu,  même  ligne; 

3  aux  angles,  et  A  au  milieu,  même  ligne; 

4  aux  angles,  et  2  au  milieu,  même  ligne; 

2  aux  angles  des  2  l.^es  horizontales,  et  6  au  milieu  des 
mêmes  lignes; 

3  aux  mêmes  angles ,  et  4  au  milieu ,  mêmes  lignes; 

4  aux  mêmes  angles,  et  2  au  milieu,  mêmes  figues  ; 

3  aux  angles  des  3  premières  horizontales,  et  4  au  mi- 
Ueu  de  chacune  : 

4  aux  angles,  et  2  au  milieu,  mêmes  lignes; 

4  aux  angles  des  4  i.^^  horizontales ,  et  2  au  milieu  de 
chacune  : 

En  tout,  10  formes ,  4*^  nombre  triangulaire* 
Le  carré  de  1 4  pour  châssis  à  une  bande ,  aura  1 5  formes, 
5.0  nombre  triangulaire* 

Le  carré  de  16  aura  21  forAies,  6.»  nombre  triangu- 
laire. 
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te  carré  de  1 S  aura  28  formes ^  7-^  nombre  triangulaire, 
et  ainsi  de  suite. 

En  général,  si  r  représente  k  racine  paire  d^an  carré, 
^=p  exprime  le  nombre  irian^latre  dont  la  valeur 
donne  le  nombre  de  formes  que  prend  le  carré,  lorsque  le 
châssis  n'a  qu'une  bande  par  branche  jet  p — 1 ,  p — 2. .  »  1, 
expriment  les  nombres  triangulaires  répondant  aux  cas 
où  les  branches  sont  de  2,  de  3,  etc.,  bandes;  runité  cor- 
respond au  cas  où  le  carré  central  est  4 ,  et  il  ne  peut  y 
aToir  qu'une  forme-  On  a  vu  que ,  n  représentant  le  nombre 
des  termes  de  la  série  naturelle  commençant  par  runilé^ 
oa,  ce  qui  est  la  mémo  chose ,  le  dernier  terme  de  celle 
série  auquel  on  s'est  arrôlé  ^  la  somme  des  nombres  trian- 
gulaires, depuis  Tunilé  j  qui  est  le  premier,  jusqu'à  celui 
dont  le  rang  est  désigné  par  rif  était  n  --^ijl'a^'^^  ^^  aurait , 
pour  k  racine  18,  la  valeur  ^^  :^p^n=7  :  donc  la 
somme  des  7  nombres  triangulaires,  du  premier  au  7** , 
est  ï^J-^=:7»4»3  =  8i<  Amsi  le  carré  de  18  avec  châssis 
aurait  8^  formes*  En  eiïet  : 

Branches  a  7  bandes  :  on  aurait  carré  central  de  h  >  et 
par  conséquent  1  forme. 

Branches  à  G  bandes  ;  carré  central  de  6  j  qui  se  forme 
comme  est  dit  au  carré  de  8  ci-dessus,  de  3  fcçons  :  donc 
3  formeSp 

Branches  à  5  bandes  :  carré  central  de  8 ,  comme  au 
carré  de  10:  ainsi  6  formes -^ 

Branches  à  k  bandes  :  carré  central  de  10,  comme  au 
carré  de  12,  cl  10  formes* 

Branches  à  3  bandes  ;  carré  central  de  12,  comme  au 
carré  de  14,  et  15  formes. 
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Branches  à  2  bandes  .-  carré  central  de  14,  comme  au 
carré  de  16^  et  21  formes. 

Branches  à  1  bande  :  carré  central  de  16,  comme  an 
carré  de  18,  et  28  formes.  Or  1 +  3  +  6+10+15  +  21 
+28=84. 

Pour  connaître  donc  sur  le  champ  combien  il  y  a  de 
formes  pour  un  nombre  île  bandes  quelconque ,  4 ,  par 
exemple,  puisque  n=p=:7,  on  aura  p — 3=4  :  ce  sera 
le  4.®  nombre  triangulaire,  lequel  est  égal  à  ^^^^^^s 5 «2 
=  1 0 ,  et  ainsi  des  autres. 

Beyenant  au  carré  de  6  (Jigure  192,  planche  XXXII), 
le  carré  centra]  a  été  construit  avec  les  16  nombres  du 
milieu  de  la  progression  de  1  â  36,  et  Ton  a  composé,  avec 
les  différences  restantes,  savoir  : 

Horizontale.  17,5+16,5+  9,5—13,5—14,5—15,5 

h.        Ikc. 
Verticale.      17,5—16,5+12,5+  8^5—10,5—11,5 

On  voit  ijftgure  193,  planche  XXXBL)  le  carré  de  6 
avec  bordure^ exacte  tirée  du  châssis,  ce  qui  peut  toujours 
se  faire  lorsque  le  châssis  n'a  qu'une  bande  par  branche. 

ARTICLE   V. 

GÂRRi  DB   10. 

On  a  choisi  (Jiffire  194,  planche  XXXII)  pour  le  carré 
de  10  un  carré  central  de  6  et  2  nombres  aux  angles  sur 
la  1 J^  horîiEontale;  les  36  nombres  du  milieu  de  la  pro-* 
gression  de  1  à  100  composent  le  carré  central  :  il  suit  que 
la  diagonale  aura  4  différences  ne  fiûsant  pas  partie  des  in- 
tersections :  car  dans  le  carré  central  41  et  60,  42  et  59^ 

Ton.   XI.  13 


2s  Tertîcale, 


fi  1«.  9 

h9,5— 48,5— 35 
\    +25,5—27,5- 

!1  le. 

47,5-46,5-î 
+20,5—33,5 
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de  même  86  et  15,  90  et  11  anx  intersections,  firisant 
couple,  il  faut,  pour  achever  la  l.i^^diagonale,  qa^Hé  ait 
2  différences  Je  la  1/<b  horizontale,  dont  une  shre^  si^e 
tSkùïgé  ,iét  2  de  la  2.0  yerticale ,  aussi  avec  un  signé  changé. 
On  a  formé  les  lignes  comme  suit  : 

1.rehor«ontale.{    _44,5_48A-42,^-97,5  ' 

a-hotuontale.;     _38^5_36,5_35,5-30,5 

»  je  TcrUcale. .  .1  «9,5-  48,5— è^  +  39,5  +  28,5  + 19,5 

-26,5—24,5 

.36,5  +  38;5  +  a9,5+22,5 
+20,5—33,5—23,5—1 8,5 

1  a.     i  b.  c.      2 T.      2y.c. 

Diagonale. .  •— 44,5+42,5+22,5— 20,5=0 

On  a  dit  qu'3  était  inutile  de  Cure  entrer  en  diagonale  les 
différences ,  et  par  conséquent  les  nombres  qui  fiant  partie 
des  intersections,  attendu  qu'A  raison  de  la  symétrie  des 
cases  ou  sont  les  nombres  et  leurs  complémens,  ces  nomr 
bres  avec  les  complémens  font  un  couple  en  diagonale.  Il 
ne  faut  donc  s'occupc^r  que  de  la  partie  des  diagonales  qui 
se  trouvent  entre  les  lignes  du  carré  central.  Ici  95,  cor- 
respondant à  -—44,5,  est  à  Tintersection  de  la  diagonale 
et  dé  la  2.^  horizontale;  8,  répondant  à  42,5,  aura  son  com- 
plément 93  à  l'intersection  de  la  2.«  diagonale  et  de  la 
1.<^  horizontale.  28 ,  dont  la  différence  est  22,5^  est  à  l'in- 
tersection de  la  2.^  verticale  et  de  la  1.^  diagonale.  Enfin 
71,  ajant  pour  différence-— 20,5,  sera  complément  de  30, 
dont  la  différence  est  20,5,  et  qui  est  à  l'mtersection  de 
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la  2.«  diagoi^  et  de  la  2.«  verticale.  Avec  ces  données  il 
est  aisé  de  terminer  le  carré. 


ARTICLE   YL 

CAaaé  Di  12. 

On  terminera  oe  qui  coiiceme  les  carrés  pairs  à  châssis 
en  examinant  quelques  formes  du  carré  de  12 ,  comme 
on  a  fiiit  pour  le  carré  de  15.  Or  ce  carré  de  12  peut  avoir 
4 ,  3 , 2 ,  ou  une  seule  bande  à  chaque  branche  du  chAssiss 
icir=12  et  ^=%4;  c'est  le  nombre  triangulaire  qui  r^nd 
au  cas  où  Ton  n'a  qu'une  bande  par  branche  :  d'où  il  suit 
que  ^=20  représente  la  somme  des  formes  du  carré 
de  12  avec  châssis.  On  n'examinera,  pour  chaque  carré 
central^  qu'un  seul  cas,  et  de  préférence  celui  ou  lea 
angles  nWt  pas  de  nombres  carrément  dbposés,  puisque , 
dans  ces  derniers  Cfis ,  et  coi)ime  pour  les  carrés  inq>airS| 
on  n'a  pas  à  s'occuper  àe%  diagonales. 

IX  CàBXi  CBimAIi  1.  4  BB  R^ciim. 

n  n  'y  a  qu'une  forme  à  ce  carré ,  mais  une  grande  quan- 
tité de  combinaisons.  On  ^  choisi  les  8  premiers  et  les  8 
derniers  nombres  pour  le  carré  central.  (  Figure  195 , 
planche  XXXIY.) 
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LB   CAREÉ   GElfTEAl   A   6  POOR   HACUIB. 

Ce  carré  aurait  3  formes,  (ki  s'occupe  de  celle  où  il  fiint 
prendre  en  considération  la  diagonale  :  c'est  le  cas  oà  l'on 
a 2  cases  aux  angles  sur  hiij^  horizontale  du  carré.  On  a 
choisi  les  1 8  premiers  et  1 8  derniers  nombres  pour  le  carré 
central. 

Les  tableaux  qui  ont  servi  à  construire  le  carré  central 
sont 


12/^356  0  30  30   0  30   0 

62  3A51  18  18  1212  18  12 

65  3A2  1  2^1    6   6    6212a 

1  5  3  41  2  6  6  24  24  21    6   6 

62  4  351  12121818  12  18 

154326  300    0  30   0  30 

Gomme  le  plus  petit  des  18  grands  est  127=14^—18, 
puisque  le  couplets  145,  il  âiudra  substituer  127  au  lieu 
de  19;  or  127—19=108.  Donc  on  ajoutera  108  à  tous  les 
nombres  qui  surpassent  18,  ce  qui  donne  le  carré  central. 


1  32  34  3  35  6 
24  20  1516  23  13 
^  11    9102625 

7  29  27  28  812 
1814  22  21  1719 
31    5   4  33   2  36 


1 

140 

142 

3 

143 

6 

132 

128 

15 

16 

131 

13 

138 

Jl 

9 

10 

134 

133 

7 

137 

135 

13& 

8 

12 

18 

14 

130 

129 

17 

127 

139 

5 

4 

141 

2 

144 

Il  n'était  pas  nécessaire  de  &ire  d'abord  le  carré  avec 
la  série  des  premiers  nombres  :  on  pouvait  choisir  sur  le 
champ,  pour  les  nraltiples  du  2.^'  tableau ,  les  nombres 
0,6,  12,  126,132,138. 
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LA   RACIHB   DU   CkKKÈ   CENTRAL   BST   10. 

Ce  carré  a  10  formes.  On  a  choisi  celle  où  la  première 
horizontale  a  U  cases  anx  angles  du  carré  centraL  Ce  carré 
a  été  iait  avec  les  50  premiers  et  les  50  derniers  nombres, 
d'après  l'une  des  méthodes  données  poisr  les  carrés  pairs 
divisibles  par  2.  Yoici  le  carré  pour  les  100  premiers  nom- 
bres ,  et  qm  a  serri  pour  celui  du  carré  central. 

1  99    3  97  95    6  94    8  92    10 

90  12  88  U  86  85  17  83  19  M 
21  79  23  77  25  26  74  28  72    80 

70  32  68  34  66  65  37  63  39  31 
51  59  43  47  45  46  54J48  52  60 
50  42  58  57  55  56  44  53  49  41 
40  62  38  64  36  35  67  33  69    61 

71  ^  73  24  76  75  27  78  22    30    ^ 
20  82  18  84  16  15  87  13  89    81 

91  9  93    7    5  96    4  98    2  100 
Ajoutant  44  à  tous  les  nombres  qui  surpassent  50 ,  on 

aura  le  carré  central.  Voir  (Jtgure  198,  pL  XXXIV).' 
car  au  lieu  de' 51  il  &ut  mettre  95,  qui  est  le  premier  des 
50  derniers  nombres.  Or  95 — 51=44. 

L'inspection  de  la  %ure  fait  voir  que  la  diagonale  com- 
prend 8  cases  du  carré  central,  dont  les  aigles  opposés 
font  un-  couple,  ainsi  que  fes  deux  45  et  100  du  milieu: 
restent  donc  les  4  cases  132+121+27+1 3=293,  ou 
deux  couples  plus  3.  Il  fiiut  donc ,  dans  les  4  cases  res- 
tantes, et  ne  fiaôsant  pas  partie  du  carré  central,  avoir  3 
unités  de  moins  que  4^  couples,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  il  &udra  3  unités  de  plus  dans  les  4  différences, 

1-' 
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qui  seront  prises,  savoir  :  2  dans  l'horizontale,  dont  une 
ayec  signe  changé,  et  2  en  yerticale,  aussi  avec  un  chan- 
gement de  signe*  En  effet,  plus  une  différence  est  grande 
positivement,  plus  le  nombre  correspondant  est  petit  ;  et, 
au  contraire,  plus  une  différence  est  grande  négative- 
ment, plus  le  nombre  correspondant  est  grand.  D'après  ces 
réflexions  l'on  a  formé  comme  suit  les  lignes  du  carré  : 

HorBontale  (2i;5+20,5+19;»+18,5  +  6,5+3,5- 17.5 
Horaontale.  |     __^q^_^^j^^  ^^^^  3,5^12,5 

yerticale. ..  ^'^  T^t^li^l^j:'^  +  '''  +  ''' 
(    — 0,5—8,5—7,5 — 5,5—0,5 

Diagonale.  —1 6,5+ î  7,5+  ll5+Ô,5=î  9,5—1 6,5=;3. 

On  voit  que  les  différences  de  la  diagonale ,  au  lieu  de 
donner  0  pour  somme,  ontj3  en  plus -..donc  les  nombres 
correspondans  auront  3  en  moins.  On  mettra  89 ,  corres- 
pondant à  -^16,5,  à  l'îatersection  de  l'horizontale  et  de 
la  diagonale.  De  même  55 ,  répondant  à  +  17,5,  sera  op- 
posé à  90,  dont  la  différence  est  — 17,5.  Par  la  même 
raison  71,  dont  la  différence  est  +1,5  sera  à  l'intersec^ 
tion  de  la  diagonale  et  de  la  verticale.  Enfin  72,  ayant 
0,5  pour  différence,  sera  opposé  à  73,  dont  la  différence 
est  —0,5:  en  effetles  4  nombres  89  +  71  +  72  +  55  ==287 
ont  pour  somme  un  nombre  plus  petit  de  3  unités  que 

2  couples,  valant  290.  La  2.^  diagonale  avait  au  contraire 

3  unités  de  moins  que  2  couples,  pour  les  4  cases  ùd-^ 
sant  partie  du  carré  central;  mais  90+74+73  +  56, 
complémens  des  nombres  ci-dessus  de  la  1.^^  diagonale^ 
Talent  293^  plus  grand  de  3  unitésquedeux  couples,  li'une 
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des  djagonales  rectifiée,  Tautre  Test  n^Hî^aireiïteiîf ,  à  raî» 
*on  de  k  symétrie- 

Cel  exemple  est  Irèâ-r émâf  qtntMè  ^  et  serma  pour  tous 
les  cas  scmblalïles  :  il  s'en  présentera  tin  grand  nombre 
par  !a  suite*  ■ 

'  On  verra  (/gTirelMj  pfflwcAtfXXXïV)fc  carte  central 
de  ïa  figure  196  réuni*  On  a  trois  Êiosses  bordures  qui 
n'en  font  qu'une  triple  :  car  il  Vy  a  pas  de  carré  ma- 
gique ak  Ton  ajonte  seulement  la  pr^ïuére  ou  les  deux 
premières  au  carré  central.  On  ne  peut  pas  même  les  reo- 
lîfier j  comme  cela  arriro  aux  Êiusses  bordopcs  or^aûreSj 
ainsi  qu'on  Va  m  ailleurs.  Ici  les  diaf^oimlcs  d'intersection 
sont  aux  angles»  la  reste  des  interceptions  est  tors  des 
lignes  du  carré  central  et  autour  des  angles.  Quant  aux 
nombres  qui ,  dans  la  figure  196,  sont  eAtre  le^  parties  du 
carré  central,  ils  couvrent,  dans  la  figure  199,  ce  même 
carré.  On  ne  peut  se  tromper  sur  leur  placement  une  fois 
que  la  diagonale  est  fixée  r  car  chacun  de  ses  nDml)res  dé- 
termine la  ligne  entière  horizontale  eu  verticale.  Ii'ins]^eit> 
(ion  des  deux  fignres  indique  mieux  que  les -règles  qûê 
Ton  pourrait  donner,  le  placement  de  ces  lignés. 

n  n'est  pas  indispensable  que  les  nombres  qiri  couvrent 
lé  carré  de  la  figure  199  soient  dans  l'oirdre  où  on  tes  voit  t 
â  suffit  (fu'ib  ooDservent  leurs  lignes,  et  que  Vifù  tesemoMi^ 
êMer  convenaUénieiit  leurs  compléméïià.  fiéa  iMrés  d\ii- 
fbrsectioti  aux  angles ,  carrés  d'^Ueurs  nbh  -ftïàgllpiieo ,  tie 
sent  pas  nécessairenient  arrangés  conMé  #n*  Ife  "voit  fi- 
gure 1 99.  On  peut  itoeHWê  à  Fangle  de  là  ♦.'^«Éhi^nale  awsd 
Ibwn  32  et  19  qirè  iW-;  mais  cda  'feif,  Ift^éCermmatioA 
éë  tMt  le  reste  s'ensuit.  ,     .   ..,  ^  • . 
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On  houTCfa  le  carré  de  h  figure  199  aatrement  distri* 
boé  {planche  !28  his^^gure  t.)  On  ne  change  rien  au  carré 
central.  Les  lignes  de  bordure  mmi  les  mêmes,  mab  les 
nombres  n'y  sOnt  pas  placés  de  la  même  manière» 

Lorsque  les  lignes  sont  détermii^s,  il  suffit  des  & 
nombres  de  diagonale  3S,  2(>,  98  pour  placer  tout  3e  reste. 
En  effet  22  doit  se  trouver  sur  la  ligne,  de  20  et  sur  celle 
de  33.  n  sera  donc  nécessairement  oh  on  Fa  placé.  120 
se  trouve  lorcé  sur  la  ligne  de  29  el  22;  109  sur  celé 
de  98  et  120.  La  place  de  3t  est  forcée  ,ainsi  que  celle 
de  ^2,  d'après  les  précédens  nombres.  Les  cases  symé-; 
triques  autour  de  l^angle  opposé  reçoivent  les  oomplémens: 
100^  sur  l'autre  diagonale,  devant  être  sur  la  ligne  de  44, 
42,  98, a  sa  place  forcée;  il  en  est  de  même  de  19  et  32; 
21  devant  se  trouver  sur  la  ligne  de  32  et  sur  celle  de 
19,  ne  peut  avoir  qu'une  place;  le  reste  s'ensuit  pour  les 
intersections.  Les  n<^mbres  de  la  1.^®  horizontale  au  des- 
sus du  carré  central  n'ont  point  de  places  forcées  :  il  suf- 
fit qu'ib  gardent  leur  ligne;  il  en  est  de  même  de  ceux 
dé  la  i.^  et  de  la  Jiifi  horizontale  ;  il  n^est  pas  même  né- 
cessaire qu'ils  se  répondent  INm  sous  l'autre,  comme  on 
l'a  fiiît  :  ceux  d'une  ligne  se  placent  où  l'on  veut  dans  les 
6  cases  'de  leurs  Hgtaes;  les  oomplémens  par  ordre  et  dans 
lés  eases  opposées  régularisent  ces  dérangemens.  Il  en  est 
de  même  des  verticales.  On  le  répète,  les  lignes  sont  for- 
<$ées,'mafii  non  les  nombres  qui  les  composent. 

On  termme  ici  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  ce  genre  de 
châssis.  On  pa^se  ^  une  autre  forme. 
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TROISIEME    SECTION. 

CHASSIS  A  TRAVERSES. 

Un  châssis  peut  avoir  plus  de  deux  branches.  GeUes  qui 
coupent  le  Trai  châssb  sont  des  trayerses^  et  cela  donne 
lieu  à  de  nouvelles  combinaisons^ 

Ij^xtvmxt  lùxxmm. 

LB8   PARTIES   SÉPA&ÉI8   PAR   LES   RRAN€RBS   SOKT   DRS    GARRis. 

Le  plus  petit  nombre  de  branches  d'un  carré  à  traverses 
est  3;  il  s'agit  des  branches  parallèles  :  il  j  aura  donc  ft 
carrés  séparés  par  ces  branches^  et  par  conséquent  16 
carrés  en  tout.  Le  plus  petit  carré  étant  celui  de  3^  il  s'en- 
suit que  le  plus  petit  carré  à  traverses  est  15^  chaque 
branche  n'ayant  qu'une  bande. 

ARTICLE  PREHIEB. 

CARRÉ    DE    15. 

Soit  le  carré  de  15  ifigure  200,  planche  XXXT)  à  cons- 
truire avec  châssis  à  traverses.  Qu'on  prenne  les  72  pre- 
miers et  les  72  derniers  nombres  pour  les  carrés  partiels^ 
que  chacun  soit  construit  par  la  méthode  expéditive  du 
carré  de  3,  et  les  16  carrés,  considérés  conmie  16  nombres, 
par  la  méthode  expéditive  du  carré  de  A,  comme  on  le 
voit  dans  la  figure.  La  progressicm  est  interrompue  :  car 
on  a  8  carrés  formés  avec  les  petits  ^  et  8  carrés  construits 
avec  les  grands  nombres. 

Venant  au  châssis ,  il  faut  connaître  les  différences.  Le 
moyen  est  1 1 3;  le  plus  petit  nombre  restant  est  73  ^  la  di^ 
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férence  est  113^73=40;  le  eomplëment  est  226—73 
sl5%=lt3+4a 

Gomme  il  j  a  9  intersections ,  on  peut  Ëiire  un  antre 
,  carré  de  ces  intersections  :  le  moyen  étant  an  centre,  on  a 
choisi  les  nombres  73, 83 ,  93 ,  103 ,  plus  le  moyen ,  et  les 
complémens  de  ces  nombres,  123,  133, 143, 153.  Les  dif- 
férences de  ces  nombres  sont  omises  dans  le  tableau 
suivant  : 

87+26—139  100+13—126 
88+25—138  101+12—125 
89+24—137  102+11—124 
90+23-136  104+  9—122 
(27)91+22—135  105+8—121 
92+21—134  106+  7—120 
(28)94+19-132  107+6—119 
(29)95+18—131  108+  »-118 
(31)96+17-130  109+  4—117 
97+16—129  110+  »— 116 
98+15—128  111+  2—115 
99+14—127  112+  1—114 
n  &ut  grouper  ces  différences  par  3,  de  manière  qne  la 
somme  de  12  d'entr'eUes  soit  égale  à  la  somme  des  24 
autres ,  ce  qui  fera  12  groupes.  Or  la  somme  des  12  plus 
grandes  différences  est  399;  cdDe  des  24  plus  petites  est 
321  :  différence  des  sommes,  78,  dont  la  moitié  =s39;  on 
peut  foire  passer  17, 18, 19,  22=76  des  petites  différences 
parmi  les  grandes,  et  27, 28,  29,  31=115  des  grandes 
parmi  les  petites  :  car  on  a  115—76=39;  ainsi  la  somme 
des  12  plus  grandes  sera  diminuée  de  39 ,  et  celle  des  pe- 
tites augmoitée  de  39.  Les  groupes  pourront  être 


74+39—152 
75+38—151 
76+37—150 
77+36—149 
78+35—148 
79+34—147 
80+33-146 
81+3a-145 
(17)82+31—144 

(18)  84+29—142 

(19)  85+28-141 
(22)  86+27—140 


?!^21—  1=0.. 
17_15_  2=0. . 
34-^—  5=0. , 
37—31—  6=0. . 
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.  19—16—  ab=A. . .  18^14--  As^. . . 
32—24—  8c=i0. . .  33^26—  7=s0. . . 
.  35—23—12=0. . .  36—27—  ft=0. . . 
.  38—25—1  a=:0. . .  39—28—1 1=0 

Il  j  aarait  sans  doute  dVmtres  combinaisons  des  dif- 
férences ci-dessns  :  car,  s'il  n' j  ârait  qne  celle  qu'on  ^ent 
de  donner,  il  ne  serait  guère  possible  d'jrarriTer  sans  dé 
longs  et  &tigans  tâtonnemens.  On  peut,  par  exemple, 
avoir  les  groupes  : 

39=24+1 4....  38=29+  9....  37=24+1 3.... 
36=31+  5....  35=23+ 12....  34=26+  8.... 
33=27+  6.. ..32=28+  4., ..22=21+  1.... 
17=15+  2....  18=  7+11....  19=16+  3 

n  n'est  pas  plus  nécessaire  de  fiûre  passer  4  différences 
d'une  série  dansl'autre  :  on  pourrait  se  contenter  de  2  ou  3. 
Par  exemple ,  mettant  parmi  les  petites  les*  2  grandes 
27+28=:55,  et  parmi  les  grandes  les  deux  petites  7+9 
=16,  on  auinit  55—16=39,  et  l'on  poqnait  fipre  les 
groupes 

9=5+4....  7=6+  I.... 39=26+18.... 
88=23+15. . . .  37=35+12. . . .  86i=l7+19. . . . 
85=21+14. . . .  34=18+16. . . .  33=^+11. . . . 
82=34+  8....  31=28+  8....29t=37+  2 

Si  l'on  substituait  32,  33,  34, parmi  les  petites,  et  dont 
la  somme  est  99,  et  si  l'on  mettait  parmi  les  grandes  18, 
19, 23=60 ,  on  aurait  99-^0=39,  et  l'on  pourrait  faire 
les  groupes 


39=s34^  R...* . Mc=32+  6- . . . 37x=334-  4- ... 
9&±a&^Um..a&=^+  9..*. 81=24+  7.... 
29=21+ &..,  28=16+12....  27=14+13....     . 
2S=22+  1....19t=17+  2.. ..18=15+  8 

Il  fiiui  fiike  attentioii  de  ne  pas  fidre  des  snppositioiis 
impossibles  à  réaliser.  Par  exem{Je ,  si  l'on  fiiisait  passer 
37+88=75  parmi  les  petites  différences,  et19+17=36, 
on  aurait'lMea  75^-367x80  ;  mab  il  est  clair  qoe  la  sappoi- 
sition  est  absurde  :  car,  pnisqa'il  n'y  a  que  89  qni  soit  plus 
grand  qie.  87  et  88»  3  ne  peut  flis  y  atoir  parmi  les  grandes 
diffiérenoes  une  d'mitr'ellaa*  cpn  pnisse  être  égale  i  37  on 
98  j<Hntà«npetit  nombre,  lorsqu'on  .aura  bit  89=337+2 
on=S8+l;  mais  aToc  un  peu  d'attention  on  évite  aisé<- 
raent  ces  suppositions  enronées* 

Bevianant  ans  premiers  groupes^  on  placera  6  d'entr'eui;, 
au  plutôt  les  nombres  qui  y  répondent,  et  à  bntaisie,  en 
faorisontale ,  chacun  deux  dans  les  trois  cases  entre  les 
carrés  partiels',  pourvu  que  les  trois  nombres  à^na  groupe 
soient  sur  la  même  ligne.  L'ordre  est  d'ailleurs  indifférent* 
Cela  ne  donnera  que  la  moitié  dès  horiiontales;  l'autre 
moitié  sera  fournie  par  les  eonqilémens  de  ces  groupes, 
lesquels  seront  dans  les  6  boriiontales  restantes  et  à  vo- 
lonté, de  manière  cependant  que  tous  les  coni|démens  des 
six  nombres  verticalement  placés  soient  sur  la  même  Ugne 
rerticale*  On  agira  de  même  pour  les  six  autres  groupes, 
qui  seront  placés  en  verticale ,  toujours  dans  les  trois  cases 
entre  les  carrés  partiels.  Leurs  comj^émens  seront  sur  hk 
même  ligne  horisontale.  Ainsi,  par  exemple,  ayant  mis  le 
1.«  groupe  91 ,  134,  114,  qui  r^nd  aux  différences 
+22—21—1  â  la  1.n»  horisontale,  on  tronre  à  la  13.«ligna 
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hoiûonUle  du  carré  le  groupe  complémentaire  135,  92, 
112  y  dans  les  mêmes  verticales  que  les  nombres  91,  134, 
1 U.  Le  2.e  groupe  94, 1 29, 1 1 6,  répondant  aux  différences 
+19 — 1&— 3,  a  son  groupe  complémentaire  à  la  10.^  ho- 
rizontale du  carré*  Ce  groupe  est  132,  97, 110.  H  résulte 
de  ces  placemens  arbitraires  de  6  groupes  dans  les  12  ho- 
rizontales et  autant  dans  les  12  verticales,  comme  aussi  des 
nombres  de  ces  groupes  dans  chaque  ligne ,  une  foule  de 
combinaisons* 

Pour  se  faire  une  idée  de  ces  combinaisons,  sans  rien 
changer  aux  carrés  partiels,  consenrant  les  groupes  tels 
qu'îb  sont  formés  ci-dessus ,  et  ne  considérant  que  Tordre 
de  leur  placement,  et  celui  des  nombres  qui  composent 
chacun  d'eux;  on  aurait  d'abord,  pour  les  six  groupes  en 
horizontale,  à  choisir  sur  12,  ce  qui  revient  à  combiner 
12  lettres  6  à  6,  avec  produits  différens,  le  nombre 
* V^y's-tV-y  =924.  Il  n'y  a  plus  à  s'occuper  des  6  groupes 
en  verticale,  pmsqu'ils  sont  forcés  d'après  te  choix  des  6 
groupes  des  horizontales.  Maintenant,  pubque  6  groupes 
et  leurs  groupes  complémentaires  peuvent  se  mettre  à  vo- 
lonté sur  les  12  lignes  horizontales  destinées  à  les  recevoir, 
on  aura  pour  ce  placement  1 ,  2, 3,  U,  5, 6, 7, 8, 9, 1 0, 1 1, 12, 
et  autant  en  verticale,  ce  qui  fera  (479001600)'.  Mab 
chaque  groupe  donne  6  combinaisons  :  donc  les  12  groupes 
en  fourniront  6^>= 21 721 16736.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'oc- 
cuper des  complémens  qui  dépendent  des  groupes ,  pour 
l'ordre  des  nombres.  On  aura  donc  le  produit  énorme 
(479001600)* «21 721 16736 «924.  Mab  quelque  prodigieux 
que  soit  ce  nombre ,  il  est  loin  de  donner  toutes  les  combi- 
naisons du  carré  de  15  avec  une  traverse  au  châssis.  Il  y 
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aurait  bien  d'autres  fiiGteurs>  et  sans  sortir  du  choix  des 
carrés  partieb,  du  carré  d'intersection  et  des  groupes. 
Gomme  dans  le  carré  de  la  iSgure  200^  il  faut  remarquer 
que  chaque  carré  partiel  de  3  a  8  positions,  ce  qui  donne- 
rait 8*'  ou  (2031616)*.  Le  carré  de  4  peut  se  &iie  d'un 
grand  nombre  de  manières,  conune  on  l'a  fait  voir,  nouveau 
fftcteur.  Le  carré  d'intersection  a  aussi  8  positions*  On  voit 
qu'en  conservant  les  mêmes  élémens,  on  aurait  un  nombre 
de  combinaisons  qui  serait  plus  grand  que  l'unité  suivie 
de  45  Eéros*  Mais  ce  carré  d'intersection  peut  être  &it  avec 
d'autres  nombres,  les  carrés  parties  restant  les  mêmes: 
ces  derniers  carrés  peuvent  avoir  d'autres  séries;  les 
groupes  peuvent  considérablement  varier,  etc.,  etc. 

On  va  passer  à  d'autres  exemples,  en  faisant  observer 
que  ce  genre  de  carré  est  un  des  plus  faciles  à  construire 
à  raison  de  la  ^métrie. 

ARTICLE   IL 

CARRÉ  DR  1& 

n  est  d'abord  évident  que  la  traverse  sera  de  2  bandes  : 
car,  puisque  la  racine  est  paire,  si  la  traverse  était  d'un 
nombre  de  bandes  impair,  le  châssis  et  la  traverse  en- 
semble auraient  un  nombre  impair  de  cases  sur  la  même 
horizontale;  il  fondrait  donc  qu'il  restât  un  nombre  impair 
de  cases  pour  les  4  carrés ,  ce  qui  ne  se  peut,  puisque  4 
multiplié  par  un  nombre  quelconque  donne  un  produit  pair. 

On  a  choisi  {figure  201,  planche  XXXV)  les  1M  nom- 
bres du  milieu  pour  les  carrés  partiels,  ce  qu'on  ne  pouvait 
fidre  pour  les  carrés  impairs,  qui  ont  un  terme  mojen^  on 
a  prb  ensuite  les  8  premiers  et  les  8  derniers  nombres  pour 
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le  carré  d'intersection.  Il  n'y  a  point  de  groupes  à  fnmer 
conune  pour  les  carrés  impairs  :  il  suffit  de  prendre  4  sé- 
ries différentes,  dont  la  somme  soit=0;  chacune  d'elles 
est  composée  de  12  diflérences,  à  raison  des  4  intersections 
par  bande*  Un  couple  vaut  257;  sa  moitié  est  128,5;  le 
plus  petit  nombre  restant  est  9.  Ainsi  la  plus  grande  dif- 
férence est  1 19>5,  et  la  plus  petite  est  celle  de  56,  qui  est 
le  plus  grand  nombre  restant  :  elle  est  donc  72,5. 11  suffit 
de  connaître  cette  première  et  cette  dernière  différence 
pour  se  dispenser  d'en  fiiire  le  tableau  $  on  pourra  former 
les  horiaontales  et  Terticales  comme  suit  : 

1,^e    TBRTIGÀLB. 

119,5  + 117,5  + 115,5+  112,5  +  110,5  +  108,5  —  118,5 
—116,5—114,5—113,5—111,5—109,5 

2.e    TB&TXGAI.B. 

107,5+105,5+103,5+100,5+98^+96,5—106,5—104,5 
—102,5—101,5-99,5—97,5 

ij^    BORIZORTALB. 

95,5+93,5+91,5+88,5+86,5+84,5-94,5^92,5—90,5 
—89,5—87,5—85,5 

2*0    HO&IZONTALB. 

82,5+80,5+78,5+77,5+75,5+73,5—83,5—81,5—79,5 
—76,5—74,5—72,5. 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aura  le 
carré  de  la  figure  201. 

On  ne  donnera  que  cet  exemple  de  carré  pair  :  il  est  si 
facile  de  les  construire ,  qu'il  serait  superflu  d'insister  da« 
Tantage*  On  voit  qu'il  &ut  mettre  2  des  séries  ci-dessus  en 
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horizontale,  et  2  en  verticale  ;  il  importe  pea  qaelle  série 
on  choisira  pour  ces  lignes,  et.  dans  laquelle  des  lignes 
on  mettra  ces  séries.  Les  séries  complémentaires  se  met- 
tent dans  les  2  antres  horizontales  on  yerticales ,  de  ma- 
nière qtie  les  complémens  coVhcident  snr  une  ligne  de 
même  nature  avec  leurs  nombres  :  ainsi  les  complémens 
d'une  horizontale  seront  sur  une  horizontale,  et  distribués 
sur  la  même  rerticale;  au  contraire  les  complémens  d'une 
série  yerticale  seront  kur  une  autre  verticale,  et  distribués 
sur  une  même  horizontale  entre  les  carrés  :  de  sorte  qu'il 
j  ait  toujours  sur  une  ligne  A  nombres,  dont  2  complé- 
mens des  deux  autres. 

ABTICLE   III. 

oareI  de  19» 

On  pourrait  construire  ce  carré  en  prenant  16  carrés 
de  â  et  3  branches  à  une  bande  :  alors,  composant  ces  16 
carrés  avec  les  1 28  premiers  et  les  1 28  derniers  nombres,  on 
formerait  le  carré  d'intersection  avec  les  nombres  répon- 
dant aux  différences  0, 13, 26,  39, 52,  Le  couple  vaut  362; 
le  mojen,  181^  181 — 129=52,  qui  est  la  différence  du  plus 
grand  nombre  restant.  Cette  différence  fait  partie  du  carré 
d'intersection  :  ainsi  la  plus  |^ande  restante  est  51  ;  les  16 

plus  grandes  différences  sont  51,  50,  49,  48, 47,  46,  45, 

44,  43, 42,  41,  40,  38,  37,  36,  35,  dont  la  somme  est  692; 

àZ     46      ai      42 

les  32 petites  sont  34,  33,  32,  31,  30,  29,  28,  27, 25,24, 
23, 22, 21,  20,  19, 18, 17, 16, 15, 14 ,12, 11, 10,  9, 8,  7, 
6>  ^,  4, 3, 2, 1  :  leur  somme  est  556;  mais  692~â56=:1 36, 
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dont  la  Eboitié  68  est  ce  qu'il  faut  retrancher  des  grandes 
différences  et  ajouter  aux  petites.  On  peut  Êûre  passer  des 
grandes  aux  petites  les  différences  41,  42,  43,  46=172, 
et  des  petites  aux  grandes  les  4  différences  24,  25, 27, 28 
=104  !  car  172 — 104=68.  On  formera  les  16  groupes 
24=10+14...  25=22+  3...  27=23+  4...  28=16+12... 
35=33+  2...  36=30+  6...  37=18+19.-  38=21  +17... 
40=32+  8...  44=29+15...  45=34+11...  47=46+  1... 
48=43+  5...  49=42+  7...  50=41+  9...  51=31+20 

On  mettrait  8  groupes  en  horizontale,  et  autant  en  yer- 
-(icale;  les  complémens  achèyeraient  le  carré,  après  substi- 
tution des  nombres  aux  différences. 

€e  n'est  pas  ce  carré ,  fecile  à  construire  d'après  ce  qui 
précède,  que  l'on  donne  ici,  mais  Celui  à  double  traverse, 
et  comprenant  25  carrés  de  3  (^figure  2(fl,planche  XXXY)i 
quoique  le  moyen  ne  soit  pas  en  intersection  5  il  est  an 
centre  de  l'un  des  carrés ,  et  ce  carré  pourrait  ne  pas  être 
au  centre  de  la  figure  1  il  ne  s'y  trouve  qu'à  raison  de  la 
formation  du  carré  de  25  par  la  méthode  expéditive, 
chaque  carré  étant  considéré  comme  un  seul  nombre ,  et 
les  25  carrés  pouvant  s'arranger  d'une  foule  de  manières, 
comme  on  l'a  (ait  voir  ailleurs.  On  a  conservé  les  68  pre- 
miers et  les  68  derniers  nombres  pour  le  châssis,  qu'on 
peut  considérer  comme  double.  On  peut ,  après  avoir  cons- 
truit les  25  carrés  partiels,  fiiire  un  carré  de  4  dbtribné 
aux  intersections  par  la  méthode  expéditive ,  si  Ton  juge 
convenable;  on  prendra  8  nombres  et  leurs  complémens 
pour  ce  carré.  Qu'on  choisisse  les  8  nombres  qui  pré- 
cèdent et  qui  suivent  les  225  des  carrés  partiels  :  il  restera 
60  nombres  et  leurs  complémens  i  ces  nombres  seront 
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On  construira  à  l'ordinaire  ce  châssis  extérieur.  On  yoit 
que  19,  répondant  à  162,  est  commun  à  lliorisontale  et 
à  la  Terticale  ;  et  que  342,  correspondant  à  —  161^  est  à 
l'intersection  de  la  1  .^^  horizontale  et  de  la  2.^  Terticale. 
Par -conséquent  20,  dont  la  différence  est  -fi  61 ,  esta  lin- 
tersectiondela  2.<^  horizontale  et  de  la  L^^^  Terticale.  Ensuite, 
et  sans  s'occuper  du  châssis  intérieur,  on  met  les  complé- 
mens  de  tous  les  nombres  des  horizontale  et  Terticale  dans 
les  lignes  correspondantes  :  ainsi  6  et  son  cdmplénient  356 
sont  sur  la  même  ligne ,  il  en  est  de  même  de  354  et  8,  de  39 
et  323  ,  339  et  23 ,  comme  s'il  n'y  ayait  point  de  châssis 
intérieur.  On  aura  aussi  343,  complément  de  19,  en  dia- 
gonale/D'après  ce  il  est  clair  qu'il  faut  que  les  n<Hnbres 
en  diagonale  autour  du  carré  central  soient  complémens 
l'un  de  l'autre  :  car  ces  diagonales  sont  complètes  par 
couple  j  et  par  le  mojen,  à  ces  deux  nombres  près ,  aux 
angles  opposés]  du  carré  ceatraL  Gela  entendu,  soit  la 
première  horizontale  du  châssis  intérieur,  par  les  diffé- 
rences ,  • 

175+t/l8+M9+150+151+152+l53+154+155— 175 
_1W_1/Ï5«.t*6— 147— 118— 119— 120— 136— 137 

Otnapris  175,  différence  de  6 ,  en  plus  et  en  moins, 
puisque  6  et  son  complément  35G  sont  sur  une  même 
ligne,  et  font  partie  des  yerticales  du  châssis  extérieur. 

Maintenant,  pour  former  la  2.^  horizontale  du  châssis 
intérieur,  on  mettra  d'abord  les  complémens  des  nom- 
bres qui  sont  entre  les  carrés  partiels.  On  a  de  plus 
deux  différences  — 173  et  +  173,  ou  les  nombres  354  et 
8,  qui  font  un  couple  :  il  ne  restera  que  deux  différences 
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à  l'intersection  de  la  l.i^  horizontale  et  delà  l.reyerticale, 
et  de  la  l.re  horizontale  et  2.^  yerticale.  Ces  différences 
sont  aux  angles  du  carré  central,  et  sur  la  1*'^  horizon- 
tale; on  met  leurs  complémens  en  diagonale,  et  la  %P 
horizontale  est  formée.  EUe  n'a,  comme  la  1.^®,  que  17 
différences ,  puisqu'il  j  en  aura  une  avec  double  signe  ; 
on  en  choisira  deux  à  volonté  de  la  1  .'^  horizontale  :  leurs 
complémens  en  diagonale  autour  du  carré  central,  et  les 
autres  complémens,  achèyent  la  formation  de  cette  2.e^ho- 
rizontale.  Quant  aux  deux  verticales ,  il  suffit  d'en  connattre 
une  pour  construire  l'autre,  ainsi  qu'on  vient  de  le  faire 
pour  les  horizontales.  Cette  verticale  peut  être 

142+130+132+113+114+115+116+122+123+124 

--^4a-«7— Î52--18I— 133— IM— 135>--128— 12» 
Ici  39,  répondant  à  142,  ayant  son  complément  323 
sur  une  même  ligne ,  leur  dilfêrence  sera  prise  avec  double 
signe.  De  plus  — 147  et —  152  font  partie  de  la  l.»*®  ho- 
rizontale; la  différence  — 152  changeant  ici  de  signe,  le 
reste  s'achève  par  complément ,  châssis  par  châssis , 
horizontale  par  horizontale ,  verticale  par'  verticale.  Ces 
complémens,  sauf  ceux  des  diagonales ,  se  placent  aux 
cases  opposées;  ceux  des  diagonales,  aux  cases  symé- 
triques. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de  l'ar- 
ticle ,  il  est  aisé  de  voir  que  la  construction  précédente 
est  celle  qui  exige  le  plus  d'attention,  et  c'est  ce  qui  a 
engagé  à  en  donner  les  détails. 
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ARTICLE   IV. 
CÀAEé  DB  21. 

On  ne 

peut  aToir  de  carrés  partiek 

de  5: 

car  il 

en 

lEiudrait  au  moins 

d ,  et  il  ne  resterait  < 

[ju'une 

bande. 

Si- 

les carrés  partiels 

sont  de  i  de  racine; 

,  on  ne 

j  peut 

en 

avoir  5  par  la  même  raison  :  ainsi  on  en  aurait  4 ,  et 
par  conséquent  3  branches.  H  reste  5  bandes ,  et  l'on 
pourrait  avoir  2  bandes  à  chaque  branche  du  châssis  ^  et 
une  à  la  traverse ,  ou  une  aux  branches  du  châssis,  et 
3  à  la  traverse.. 

On  n'examine  pas  ces  cas  :  il  est  très-facfle  de  cons^ 
truire  le  carré  dans  les  deuic  hypothèses ,  d'après  ce  qui 
précède.  Si  les  carrés  partiek  sont  ceux  de  3 ,  il  peut  j 
en  avoir  16,  et  par  conséquent  3  branches.  H  reste  9 
bandes:  on  peut  donc  en  mettre  7  à  la  traverse,  et  une  à 
chaque  branche  du  châssb,.  ou  2  aux  bandes ,  et  5  à  la  tra- 
verse,  ou  3  aux  branches,  et  3  à  la  traverse ,  ou  enfin  ft  aux 
branches ,  et  1  à  la  traverse.  Il  j  aurait  pour  chaque  cas 
différente  construction.  On  peut  aussi  avoir  5  carrés  de  3; 
alors  il  restera  4  branches  et  6  bandes;  on  peut  mettre 
une  de  ces  bandes  à  chaque  branche  et  2  aux  traverses  ^ 
ou  2  aux  branches  et  une  à  chaque  traverse.  C'est  ce 
dernier  cas  qu'on  va  examiner.  {Fïg*  202  bis,  pL  XXXY.) 

On  a  d'abord  choisi  pour  les  châssb  les  96  premiers 
et  les  96  derniers  nombres  ;  la  progression  pour  les  carrés 
partiels  commence  à  97,  et  chaque  carré  partiel  comprend 
des  termes  de  suite;  mais  la  progression  est  interrompue 
à  la  fin  de  chacun  d'eux,  de  manière  que  le  terme  qui 
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est  le  premier  du  carré  sm?ant,  est  plus  grand  de  deux 
unités  que  le  dernier  du  carré  précédent  On  aura  encore 
24  différences,  dont  12  en  nombres  simples,  et  12  en 
complémens.  Ces  2A  différences  sont  celles  de  106,  116, 
1 26 ,  etc. ,  de  1 0  en  10,  jusqu'à  336  indusivement  :  on  aura 
donc  %  + 12=108  différences  et  complémens. 

On  peut  former  les  deux  premières  horizontales  et  les 
deux  premières  verticales  du  châssis  extérieur  comme 
suit  : 

1.TC  HOaiZOHTÀLl. 

190+175+174+2n+f57+173+1684-177+178+17îl 
—172— 163— 164— 167— 176— 169— 200— 2Î5— 170 
—171—155=0. 

2.C  HOaiZOHTÀLB. 

U6+152+161+2Î2+m+160+159+144+165+îS5 
—1 32-145— 156— 157— 158— 150— 151— fM— 147 
—153—162=0. 

1.^^  YEaTIGÀLI. 

214+21 3+220+à^>2f2+219+218+217+216+2i5 

_t96— 202— 203— 204— 205— 206— 207— 208— 209 
—210-105=0. 

2.®  YZaTICALB. 

199+201 4-1954-1 97+ 1%+19l4-192+1934-»4V2à0 
—180—181—182—183—184—185—186—187—188 
—189—115=0. 

Sans  s'occuper  du  châssis  inférieur,  on  construira  le 
châssis  extérieur  :  les  complémens  seront  aux  cases  op- 
posées; les  nombres  d'intersection  auront  leurs  complé- 
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mens  aux  cases  symétriques.  Les  deux  horisontdes  ooih 
pent  les  yerticales  du  diAs^  intérieur  aux  nombres  43, 
353 ,  385 ,  379.  Les  oomplémens  de  ces  nombres  sont  aux 
deux  horizontales  inférieures.  Les  verticales  du  châssis 
extérieur  coupent  les  deux  horizontales  du  chAssis  inté- 
rieur aux  nombres  5,  336  »  425,  404 ,  dont  les  oomplé- 
mens se  trouyent  sur  les  deux  dernières  Terticales.  Quant 
au  carré  central,  il  Êiut,  pour  avoir  les  diagonales  totales 
complètes ,  que  les  nombres  autour  de  ce  carré  aient  leurs 
complémens  placés  diagotâilement  C'est  le  seul  carré  qui 
est  magique  avec  sa  bordure. 

Tenant  au  châssis  intérieur ,  puisqu'il  j  a  déjà  4  nom** 
bres  très-arbitrairement  choisis  parmi  ceux  des  verticales 
du  châssis  extérieur  ^.lesquels  ont  pour  somme  2  couples, 
il  ne  faut  plus  que  17  différences ,  dont  la  somme  serardO, 
afin  de  compléter  la  l.^e  horizontale  de  ce  châssis  inté- 
rieur. Soit  cette  1.'^  horizontale 

131+130+128+1254-75+15+S5+Î55— 140— 127 
—154—48—65-85—45—25—5=0. 

Si  l'on  choisit  66  et  375,  répondant  aux  différences 
155  et — 154,  pour  les  angles  du  carré  central,  leurs  op- 
posés diagonalement  seront  376  et  67,  Maintenant,  si  l'on 
a  choisi  405  et  404  sur  les  deux  verticales  du  châssb  ex- 
térieur, leurs  complémens  17  et  38  seront  aussi  sur  la  2.^ 
horizontale  du  châssis  intérieur.  U  ne  resterait  plus  que 
15  différences  pour  que  cette  2.^  horizontale  fut  complète. 
Or  ces  15  différences  sont  les  complémens  des  15  de  la  K^® 
entre  les  carrés  partiels. 

U  reste  lal.'^  verticale,  quiaaussideox  ooupfes  com- 
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mous  arec  le  ehéssis  extérieur,  et  de  plus  les  diflér^ioea 
4-155+154,  communes  avec  b  l/«  horisontale ,  ]a%^ 
arec  «îgne  changé  :  on  peut  donc  avoir 

lWÎ54+166+l26+U9+1M+1M+ia3— 133— 134 
_1  fô_i  36—1 37—1 38—1 39—129—95=0. 

La  2.C  yerticale  du  châssb  intérieur  aura  d'abord  375 
et  376 ,  répondant  aux  différences  —  154,  —  155  ^  d'un 
autre  côté ,  deux  couples  des  horizontales  du  châssis  ex« 
teneur;  enfin  les  complémens  des  nombres  qui  ne  font 
pas  partie  des  intersections.  Ainsi  cette  2.^  verticale  €&i 
déterminée ,  et  le  carré  est  acheyé. 

On  terminera  cette  l.''^  division  par  une  obseiration 
très -importante,  afin  de  faire  éviter  des  essais  qui  so- 
raient  nécessairement  sans  résultat. 

Toutes  les  fois  que  l'on  doit  former  un  nombre  pair  de 
séries  de  différences ,  et  que  l'on  n'a  pour  cette  forma- 
tion qu'un  nombre  impair  d'impairs ,  la  diose  est  impos- 
sible. En  effet,  pour  qu'une  série  de  différences  soit  =  0, 
il  est  nécessaire  que  la  somme  des  positives  soit  égale  à 
celle  des  négatives  :  er  cela  ne  peut  être  lorsque  l'une  est 
paireetl'autre  impaire,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  ^  lors- 
qu'on n'a  qu'un  nombre  impair  d'impairs  pour  une  série  ; 
et  l'on  arrivera  toujours  à  ce  résultat  pour  la  dernière  se- 
rie,  lorsque,  dans  l'origine,  l'on  n'avait  pas  un  nombre  pair 
d'impairs  :  cela  est  général.  Yoici  un  exemple  sur  le 
carré  de  21  : 

Qu'on  suppose  les  carrés  partieb  construits  comme  à 
la  figure  302  bis;  qu'on  veuille  £iire  un  carré  d'intersec- 
tion, et  Amner  ensuite  6  séries  de  dilBérences.  Cette  i 
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nière  d'opérer,  lorsque  le  nombre  des  bandes  des  châssis 
est  pair,  est  de  tontes  la  plus  expéditire^  et  celle  qni  exige 
le  moins  d'attention.  Qu'on  prenne ,  pour  le  carré  d'inter« 
section^  qui  est  celui  de  6,  les  18  premiers  et  les  18  derniers 
nombres  :  il  restera  pour  les  6  séries  les  différences  des 
nombres  depuis  19  à  96,  plus  12  différences  impaires,  qui 
sont  ceUes  de  106, 116, 126. . .  216,  ou  5, 15,  25,  %, 
45,  55, 65,  75,  85,  95, 105, 115,  comme  on  l'a  dit  plus 
haut.  Mais  la  différence  de  19  est  202;  ceUe  de  96  est  125: 
il  j  aura  donc  ici  autant  de  pairs  que  d'impairs ,  puis- 
qu'il j  a  78  nombres  qui  se  suivent ,  et  dont  les  diffé- 
rences sont  alternativement  paires  et  impaires.  Donc  il  j 
aura  39  différences  paires  et  autant  d'impaires  :  on  aura 
donc  en  tout,  pour  les  6  séries,  39-|- 12=51  impairs.  Or 
51  est  un  nombre  impair ,  et  l'on  verra  qu'on  ne  peut 
Êdre  les  6  séries  avec  39  pairs  et  51  impairs.  Chaque 
série  aura  15  différences,  puisque  le  carré  d'intersec- 
tion en  prend  6. 

On  ne  pourrait  composer  les  différences  d'une  série 
entièrement  d'impairs  ;  car  il  y  en  aurait  nécessairement 
un  nombre  pair  d'un  côté  et  un  nombre  impair  de  l'autre, 
puisqu'il  Êiut  15  différences.  Or  cela  n'est  pas  possible, 
puisqu'une  somme  serait  paire  et  l'autre  impaire,  ce  qoî 
ne  peut  donner  0.  Si  toutes  les  différences  paires  étaient 
en  nombre  pair,  les  impaires  seraient  en  nombre  impair, 
ce  qui  n'est  pas  possible  :  la  somme  ne  serait  toujours  pas 
:=:30.  Il  ne  peut  arriver  que  le  cas  où  l'on  aurait  un  nombre 
impair  de  pairs  et  un  nombre  pair  d'impairs:  alors  la  der* 
nière  série  aurait  un  nombre  pair  d'impairs ,  et  il  ne  reste- 
rait pas  de  pairs,  ce  qui  ne  se  peut  pour  avoir  somme 
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Ces  séries  se  placent  aisément  et  se  forment  avec  &cilité, 
d'après  la  manière  dont  les  nombres  se  suivent.  Lorsqu'on 
arrive  à  la  dernière,  et  qu'on  voit  la  différence  qui  peut 
régner  entre  deux  sommes  composées  de  nombi^s  devant 
faire  à  peu  près  somme  égale  ^  on  arrive  promptement  au 
résultat  en  changeant  deux  nombres  ayant  entr'eux  moitié 
de  la  difl^rence  trouvée ,  ou  deux  nombres  contre  deux 
nombres,  etc.  Par  exemple,  que  la  dernière  série  eût  été 
provisoirement  composée  par  160+159+158+154+150 
+  149  +  148—153—142—137—130—129—128—127 
— 1 26  :  la  somme  des  positifs  est  1 078 ,  celle  des  négatifis  de 
1072;  différence  6,  dont  la  moitié  3  doit  être  retranchée 
des  positif  et  ajoutée  aux  négatif.  Il  n'j  a  pas  de  nombre 
dans  les  n^ti&  qui  diffère  de  trob  unités  en  moins  des 
positifs  ;  mais  1 53  et  1 42  ont  pour  somme  1 95 ,  et  1 50+ 1 48 
=:  1 96.  On  ùàl  passer  les  premiers  parmi  les  positifis ,  et  les 
seconds  parmi  les  négatifs.  H  n'est  jamais  à  craindre  que  la 
dernière  série  ne  puisse  se  former  :  car  les  séries  com-* 
prennent  toutes  les  différences  qui  ont  été  réservées  pour 
les  former  ;  et  lorsqu'on  arrive  à  la  dernière ,  elle  aura  né- 
cessairement les  différences  suffisantes  pour  la  composer; 
ou  bien  les  n  plus  grandes  surpasseront  les  r+  1  plus 
petites,  ou  les  n+1  plus  petites  excéderont  les  n  plus 
grandes.  Dans  le  premier  cas  on  fera  passer  une  des  pe- 
tites parmi  les  grandes,  et  réciproquement,  ou  deux  petites 
au  lieu  de  deux  grandes,  de  manière  à  ce  que  les  nombres 
échangés  diffèrent  de  la  moitié  de  la  différence  entre  la 
somme  des  grandes  et  celle  des  petites  différences.  Dans 
le  2.<^  cas  il  ùluï  faire  quelque  changement  à  Tune  ou  à 
plusieurs  des  différences  d'une  ou  de  plusieurs  des  séries 
déjà  formées. 
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Cet  exemple  montre  ce  qu'on  aurait  à  Mre  dans  tous  les 
cas.  Ou  l'a  choisi  compliqué  ^  afin  de  mieux  faire  ressortir 
la  marche  à  suiTre.  On  Toit  qu'il  iaut  toujours  ramener  la 
somme  des  n  plus  grandes  à  surpasser  celle  des  n  -f  1  plus 
petites,  si  elle  ne  lui  est  pas  égale,  et  l'on  obtient  ensuite 
cette  égalité  comme  ci-dessus. 

Lorsqu'on  a  les  séries,  on  en  met  la  moitié  en  horizon- 
tale, et  l'autre  moitié  en  yerticale.  On  achève  avec  les 
complémens  ;  avec  la  méthode  ci-4essu8  on  n'est  obligé 
d'avoir  égard  ni  aux  intersections ,  ni  à  la  différence  des 
châssis,  et  c'est  celle  qu'il  Êiut  employer  de  préférence  : 
elle  est  la  plus  facile  et  la  plus  expéditive.  H  n'j  a  d'atten- 
tion à  ayoir  que  pour  la  formation  du  carré  d'intersec- 
tion :  il  doit  toujours  être  tel  que  les  différences  restantes 
donnent  un  nombre  pair  d'impairs,  comme  il  a  été  dit.  Il 
est  clair  que  cette  méthode  ne  peut  s'appliquer  qu'au  cas 
où  les  branches  du  châssis  sont  en  nombre  pair  :  car  alors 
les  bandes  parallèles  sont  aussi  en  nombre  pair,  à  raison 
de  la  symétrie. 

Ce  qui  a  été  dit  pour  les  séries  s'applique  aux  groupes  : 
on  ne  peut  pour  les  former  avoir  un  nombre  impair  d'im- 
pairs. Ces  groupes  sont  de  vraies  séries ,  et  il  faut,  avant 
d'opérer,  s'assurer  que  la  condition  existe;  si  l'on  néglige 
cette  précaution ,  on  arrivera  à  un  dernier  groupe  dont 
la  formation  sera  impossible. 
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On  ne  donnera  qu'on  petit  nombre  d'exemples  de  ce 
genre  de  carré,  étant  obUgé  d'j  revenir  aifleors.  On  pré- 
sentera les  observations  nécessaires  pour  faire  éviter  de 
vaines  tentatives* 

Le  pkis  petit  carré  du  genre  cirdessasestcelui  de7. 

AETICLE   PREMIEB. 

GiaaB  9B  7* 

Ce  carré  se  construit  facilement  {Jtgure  203,  planche 
XXXY):  il  ne  peut  avoir  plus  de  trois  bandes  en  trois 
branches.  On  peut  prendre,  pour  les  16  cases  ne  faisant 
pas  partie  du  châssis  à  traverse,  les  huit  premiers  et  les 
huit  derniers  nombres.  On  peut  ensuite  faire  un  carré  d'in- 
tersection par  la  série  9, 13, 17, 21 ,  25, 29,  33,  37,  41  ,• 
le  moyen  en  £ut  partie ,  et  se  trouve  an  centre  de  la  pro- 
gression et  du  carré.  Il  reste  douze  différences ,  dont  quatre 
paires  et  huit  impaires  :  les  groupes  sont  donc  possibles, 
n  fiiut  qu'une  différence  soit  égale  à  deux.  €es  différences 
sont: 

10+15^-40  15+10—35  20+5—30 

11+14—39(9)     16+9—34(14)    22+3—28 
12+13—38  18+  7—32  23+2—27 

14+11—36  19+  6—31  24+1—26 

Les  quatre  plus  grandes  15+14+13+11    ont  pour 

TOM.  II.  15 
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somme  53;  les  huit  petites  différences  10+9+7+ 6-f  5 
+3+2+1  Talent  ft3«  Différence  des  deux  sommes,  10;  la 
moitié  =  5.  Que  l'on  mette,  par  exemple,  9  au  lieu  de  1 1 
parmi  les  grandes,  et  14  au  lieu  de  9  parmi  les  petites  :  on 
peut  Élire  les  groupes  15=14+1. . . .  9=7+2. . . .  13=:I0 
+  3.  • . .  11=5+6.  Le  premier  est  forcé;  la  construction 
dispense  de  s'occuper  des  diagonales.  Substituant  les 
nombres  aux  différences ,  on  aura  le  carré  de  la  figure. 

Oi^  a  ici  trois  carrés,  savoir  :  le  carré  centra],  qui  est  le 
carré  de  4;  celui  d'intersection,  et  le  carré  total.  Il  j  a 
même,  d'après  la  construction,  une  espèce  de  magie  dans 
les  cases  entre  le  carré  de  4 ,  et  dont  voici  la  forme  : 

10  39  26 
12    14    36    38 

16  32  27 
28    30    20    22 

40  11  24 
35    31     19    15 

34    18    23 

Toutes  les  lignes  horizontales  ou  verticales  où  il  j  a  trois 
nombres ,  donnent  pour  somme  75  =:  3  fois  le  mojen;  celles 
où  il  entre  quatre  nombres  ont  pour  somme  100=4  fois 
le  moyen. 

Le  carré  de  la  figure  pourrait  se  transformer  en  carré  â 
bordure  double':  le  carré  d'intersection  serait  le  carré  cen- 
tral; celui  de  4  serait  aux  angles  (Voir  planche  XXXY, 
figure  203  bis). 

On  peut  remarquer  dans  cette  double  bordure  que  les 
cases  en  diagonale  ont  leurs  complémens  en  diagonale  aux 
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cases  symétriques;  il  en  est  de  même  des  autres  cases  d'in* 
tersectîon  aux  angles.  Les  nombies  aux  cases  à  gauche  du 
carré  ont  leurs  complémens  aux  cases  opposées;  ceux 
aux  cases  du  dessus  du  cairé  central  ont  leurs  complé- 
mens au  bas,  mais  non  aux  cases  correspondantes.  Ce 
genre  de  bordures  est  remarquable;  il  est  d'ailleurs  con-' 
forme  à  ce  qui  a  été  dit.  En  effet  les  deux  groupes  hori:- 
zontaux  ont  pu  être  placés  à  fantaisie;  il  en  est  de  même 
des  Terticaux.  Ainsi  on  peut  mettre  l'un  pour  l'autre  deux 
des  huit  groupes  qui  couTrent  le  carré  :  leur  somme  étant 
toujours  75 ,  la  bordure  sera  exacte.  H  suffit  que  les  groupes 
complémentaires  soient  convenablement  placés,  c'est-à- 
dire  que  les  deux  horiaontaux  contiennent  les  complémens 
des  deux  groupes  horizontaux*  Il  en  est  de  même  des  rerti- 
eaux.  On  a  toujours  trois  carrés  :  lé  central,  celui  dlnter- 
section ,  et  le  carré  total. 

ARTICLE  II. 

GÀué   BB  9. 

Si  le  châssb  a  2  bandes,  et  la  traverse  nne  seule  ,  on 
pourra  fidre  le  carré  central  avec  les  8  premiers  et  les  8 
derniers  nombres;  le  carré  d'intersection,  avec  les  25 
nombres  du  milieu.  H  restera  les  différenées  des  nombres 
depuis  9  jusqu'à  28 ,  ou  20  différences ,  dont  10  paires  et  1 0 
impaires.  Il  faudra  4  groupes  tels  que  2  différences  soient 
égales  à  trois,  ou  que  8  différences  en  vaillent  12.  Les  8 

grandes  différences  sont  32  +  31+30+29+28+27+26 

+25=228;  les  12  petites  sont  24,  23,22,  21,20, 19, 
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18^  17^  16^5,14, 13=222.  Elles  conUennent  6  impaiTes, 
les  grandes  en  ont  4,  Ainsi  les  groupes  sont  possibles;  la 
différeDOede  228  à  222=6;  la  moitié =3.  Mettant  24  parmi 
les  grandeSj'ët  27  parmi  les  petites  ^  on  aurait,  par  exemple, 
les  groupes 

32+31=22+21+20. . . ,  29 +30:=^+ 19+ 1 3. , .  - 
28+23=23+14+15- .  - .  25+26=18+17+16 

H  est  inutile  de  donner  la  figure  de  ce  carré ,  qui  se  cons^ 
Irait  sur  le  champ ,  d'après  les  données  ci-dessus. 

Si  le  châssis  à  trarcrse  n^arait  qu^une  bando  à  chacune 
des  branches,  et  si  le  carré  central  de  6  était  dbtribué  de 
manière  à^Toir,  ou  deux  nombres  aux  angles ,  et  un  seul  de 
chaque  cèié  de  la  traverse,  ou  un  seul  aux  angles ,  et  deux 
près  de  la  traTcrse,  on  ne  parviendrait  pas  à  faire  le  carrée 
car,  après  avoir  formé  celui  dlntersection,  qui  a  3  pour  rar 
cine  3  et  avoir  fait  celui  de  6  avec  les  1 8  premiers  el  les  18 
derniers  nombres,  on  aurait  employé  en  tout  autant  de  pairs 
que  d^tmpairs.  Les  18  diËTérences  restantes  auraient  en- 
core 9  pairs  et  9  impairs^  le  mojen  n^est  pas  compris  dans 
TénumératiomOn  ne  pourrait  donc  pas  former  les  groupes, 
puisqu^il  reste  un  nombre  impair  d'impairs.  Ainsi  on  peut 
iaire  un  carré  avec  châssis  à  traverse  d'une  manière ,  et  t^e 
pas  y  pan^enîr  d'une  autre  manière  ;  il  fout  donc  faire 
usage  de  la  théorie  des  pairs  et  impairs.  Sans  celte  atten* 
tion  on  distribuera  les  carrés  ^  on  fera  le  tableau  des  dif- 
férences, on  composera  les  premiers  groupes ,  et,  lorsqu'on 
arrirera  au  dernier,  on  se  trouvera  arrêté,  et  le  travail 
commencé  deviendra  inutile. 

Il  est  un  autre  moyen  de  s^assurer  qu'on  ne  peut  faire 
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les  groupes  :  après  aToir  distribué  à  pari  les  nombres  qa'on 
destine  soit  au  carré  central,  soit  à  cdni  d'intersection, 
on  fera  la  somme  des  difEh^nces  les  pins  grandes,  dans 
les  proportions  connues  pour  chaque  cas,  ensuite  la 
somme  des  petites  restantes»  Si  les  deux  sommes  sont 
paires  ou  impaires, les  groupes  peuvent  avoir  lieu;  si  les 
sommes  sont,  Fune  paire  et  l'autre  impaire,  cela  n'est 
plus  possible  »  car  les  sommes  ne  peuvent  être  égales  avant 
réfusion,  puisque  les  sommes  ne  sont  pas  de  même  nature} 
mais  après  réfiision,  on  n'aurait  rien  changé.  En  effet,  si 
l'on  met  pair  pourpair,  ou  impairpour  impair,  les  choses 
sont  dans  le  même  état;  si  l'on  met  pair  pour  impair, 
la  somme  paire  deviendra  impaire,  et  la  somme  impaire 
deviendra  paire.  Ou,  mieux  ,1a  différence  des  deux  sonmies 
étant  impaire,  on  ne  peut  en  prendre  la  moitié  :  par  con- 
séquent il  n'y  a  pas  de  réfosion  possible* 

AATIGLE    in. 
ckK^i  M  12. 

Quoique  le  carré  de  12  soit  coupé  par  le  châssis  à  tra« 
verse  de  deux  bandes,  de  manière  qu'A  j  ait  symétrie 
sans  régularité,  la  construction  n'en  sera  pas  moins  fac3e. 
{Figure  204 ,  planche  XXXIY.) 

Ùtk  fera  le  carré  de  8  par  la  méthode  expéditive,  avec 
les  32  premiers  et  les  92  derniers  nombres.  Ceux-ci  se 
trouveront  aux  cases  symétriques  des  premiers.  Si  l'on  feit 
ensuite  le  carré  d'intersection  par  la  méthode  expéditive 
du  carré  de  A,  avec  les  8  nombres  suivans  et  les  8  jM'écé^ 
dens ,  les  oomplémens  seront  toujours  aux  cases  symé- 
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triques.  On  aura  donc  en  diagonife  I  *f  1^^=134  *f  11 
=28  +  117=38+ 107=145=un  couple  :il  n'en  fandra 
donc  plus  qae  deux  pour  la  compléter.  U  en  sera  de  même 
de  la  2.»  diagonale. 

Les  deux  carrés,  central  et  d'intersection,  se  cons- 
truisent sur  le  champ ,  et  sur  la  figure  tracée,  conformé- 
ment aux  principes  donnés*  Le  moyen  est  72,5 ,  les  nombres 
restans  sont  de  /Il  à  72,  et  les  différences  de  31,5  A  0,5» 
On  fera  ensuite  quatre  séries  de  différences,  dont  on  placera 
deux  en  horiiEontale  et  deux  en  Terticale;  les  deux  autres 
Terticales  et  horizontales  sont  remplies  par  les  séries  com- 
plémentaires. On  pourra  donc  &ire  : 
Ije  hoeizoutalb. 
31,5+30,5—29,5—28,5-27,5-26,5+25,5+24,5 

2.6   HORIZONTALE. 

23,5+22,5—21,5—20,5—19,5-18,5+17,5+16,5 

l.f®  tbrticAbe. 
15^4-ia,5_13,5_12,5— 11,5— 10^+  9,5+  8,5 

2.®   TERTIGALB. 

7,5+  6,5—  5,5—  4,5—  3,5—  2^5+  1,5+  0,5 
On  voit  arec  quelle  Êicilité  se  forment  ces  séries.  H  est 
plus  commode  de  réserver,  pour  les  séries,  des  nombres 
de  suite  que  des  nombres  isolés.  Ont  ponrfa  toujours 
alors  former  la  première  série  en  prenant  les  i»-emîers 
grands  nombres,  on  plutôt  lés  premières  grandes  diffé- 
rences. On  mettra  le  quart  de  ces  différences  choisies  posi- 
tivement,  la  moitié  suivante  négativement ,  le  dernier 
quart  positivement.  Agissant  de  même  pour  les  séries  suir 


GiLAftÉ    DB    12.  2SI 

vantes,  et  oommençjuit  toaioiirs  par  les  plus  grandes  res- 
tantes,on  obtiendra  sur  le  champ  tontes  les  séries  |  comme 
dans  l'exemple  ei-dessns. 

Lorsqn'on  a  placé  denx  séries  horisontakment  oo  verti- 
ealement,  et  en  (nénérd  moitié  des  séries  dans  les  lignes 
lioriaontales,  et  moitié  dans  les  lignes  yerticales ,  les  séries 
«omplémentaiFes  parallèles  se  mettent  on  l'on  Teul  :  cela 
est  tontr44dt  arbitraire;  il  snflBt  qn'efles  soient  sur  les  lignes 
de  même  eq>èce,  et  que  les  complémens  soient  sor  la 
même  ligne  qoe  leurs  nombres. 

n  n'j  a  plus  à  s'occuper  que  des  diagonales.  Ici  elles 
doiTent  ayoir  encore  deux  couples  composés,  saTotr  :  par 
deux  différences  de  l'horûontale  et  denx  de  la  Tertioale  ; 
l'une  des  différences  de  chaque  ligne  aura  son  signe  changé, 
n  est  aisé  d'obtenir  ces  couples  ;  ils  peurent  être  : 

—28,5+27,5—10,5+1 1,5=0 
Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aura  le  carré 
de  la  figure  204. 

La  construction  qui  précède  est  froUe,  élégante  et  cu- 
rieuse ,  et  ptouTe  en  même  temps  que  les  carrés  pairs ,  qui 
avaient  embarrassé  la  plupart  des  anteurs,  présentent  en 
général  moins  de  difficulté  que  les  impurs,  lorsqu'ils  sont 
d'une  racine  élevée  s  il  suffirait,  à  la  rigueur,  de  savoir 
construire  le  carré  de  4,  et  de  ûiire  châssis  à  traverse; 
d'opérer  ensuite  par  séries,  comme  on  rient  de  le  dire.  Il 
est  inutile'  de  faire  le  tableau  des  différences.  On  peut 
même  se  ébpenser  d'opérer  par  diflferences.  La  1 J®  sé- 
rie, par  exemple,  étant  de  huit  nombres,  aurait  les  denx 
plus  grandes  difiërences  31,5+30,5,  on  les  deux  plus  pe- 
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tits  nombres,  41 ,42;  ensuite  quatre  difiërences  négatÎTes , 
savoir  :  29^,  28^,  27,5, 26,5.  Ce  sont  les  différences  des 
Gomplémens  de  43,  M ,  A5,  A6  :  on  aura  donc  102, 101 , 
100^99;  enfin  deux  diffirences  positives,  25J5, 2A|5,  qui 
répondent  anx  nombres  47,  48.  En  résumé,  la  1/®  série 
aura  son  premier  quart  composé  des  plus  petits  nombres 
allant  en  augmentant  à  partir  du  plus  petit*.  Ia  moitié  sui- 
Tante  oomprendra  les  complémens  des  nombres  suivans. 
des  complémens  Tont  en  diminuant,  puisque  Jes  nombres 
suivans  Tont  en  augmentant*  Enfin  le  dernier  quart  se 
composera  des  nombres  suivans;  la  %^  série  commencera 
par  le  plus  petit  des  nombres  restans ,  et  l'on  agira  comme 
pour  la  précédente* 

On  va  terminer  par  un  exemple  de  carré  dont  la  ra- 
cine n'est  divisible  que  par  2,  et  l'on  choisira  celui  de  18* 

ARTICLE  ir. 

ciaa£  DB  18* 

Ce  carré  a  été  lait  sans  employer  les  différences.  (/£- 
gure  205,  planche  XXXYI.)  Il  y  a  5  branches  auchâ»- 
sb  :  les  deux  extérieures  n'ont  qu'une  bande;  cdfe  dn 
milieu  en  a  2^  les  deux  restantes  en  ont  3;  le  carré  est 
324  :  un  couple  vaut  325*  On  a  choisi  pour  le  carré  central 
de  8  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nomlnes  ;  ensuite, 
pour  le  carré  d'intersection,  qui  est  celui  de  10,  les  50 
suivans  et  les  50  préoédens*  Le  plus  petit  est  33,  et  le 
dernier  82  pour  les  suivans;  le  premier  des  piécédens 
est  243^  et  le  dernier  292*  Ce  carré  de  10 sera  construit 
par  l'une  des  méthodes  données,  et  avec  les  nombres 


CA&EÉ    DB    18.  2SS 

d-dessDfl.  n  reste  ceux  de  83  à  242.  On  n'aurait  phis 
à  former  que  10  séries  de  8  différences ,  savoir  :  5  en 
horisontale,  et  autant  en  verticale.  Mais,  d'après  ce  qni 
a  été  dit  pins  haat^  il  est  inutile  de  recourir  aux  dif* 
lérences,  en  fiûsant  attention  que,  si  l'on  prend  8 diffé- 
rences de  nonibres  qui  se  suivent,  de  manière  que  les 
deux  plus  grandes  et  les  deux  plus  petites  aient  un  signe , 
et  les  4  intermédiaires  signe  contraire ,  le  résultat 
sera=:0.  En  effet, sik  plus  grande  est  i£ ,  on  aura  cf-f^ 
—1  -j.^i_«6+d— 7=^—2+^^-34-4—  4+4—5.  D'après 
cela,  qu^on  prenne  les  deux  plus 'petits  nombres  qui  ré- 
pondent aux  plus  grandes  différences ,  ici  83,  84;  qu'on 
en  passe  4  ;  et  qu'on  prenne  les  2  suivans  89 ,  90  :  on 
aura  4  petits  nombres.  Qu'on  prenne  ensuite  le  complet 
ment  de  85,  qui est240;  celui  de  86  sera  239 ,  et  ainsi  de 
suite.  loL  \J^  série  aura  donc  les  nombres  83+84+89 
+90+237+238+239+240=1300=4  •  225.  Les  4  nom- 
bres 237,  238^  239^240,  sont  bien  les  complémens  de 
88,  87,  86,  85.  Ceux  de  83,  84,  89/90,  seraient 
242,241, 236,235,  dont  la  somme  est  et  doit  être  =  ceUe 
des  4  complémens  de  85 ,  86,  87, 88.  On  aurait  de  même 
9|+92+97+9S+222+231+230+229=1300.  Ces  der- 
niers sont  complémens  de  96,  95,  94,  93,  et  ainsi  des 
autres*  Les  complémens  achèvent  le  carré,  dont  la  for- 
mation est  la  plus  focile  de  toutes. 

U  fiiut,  pour  être  assuré  de  pouvoir  construire  ce  genre 
de  carré,  que  les  cases  autour  des  angles  soient  disposées 
carrément.  Ainsi  il  j  en  aurait  une ,  ou  4 ,  ou  9,  ou  16,  etc. 
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QUATRIÈME    SECTION. 

LA  PARTIE  CENTRALE   d'UN   CHASSIS   EST    ELLE-IÈKB 
Vif   CARRÉ. 

Le  plus  petit  nombre  qui  puisse  avoir  un  carré  au  centre 
est  7. 

ARTICLE  PREMIER 

CIRRB    DB    7. 

Soit  formé  le  carré  du  centre  par  les  9  nombres  du 
milieu  de  la  progression  ;  soit  la  verticale  du  chÂssis  par 
les  différences  2Ï+2S+22^21— 20— Î9--9,  et  lliori- 

zontale  24+19^18+13—15—16—17.  On  voit  que  1  et  6 
seront  aux  intersections  de  l'horizontale;  il  reste  les  diffé- 
rences 5^  6,  7,  8, 10,  11,  12y  14,  en  plus  et  en  moins, 
avec  lesquelles  il  faut  former  les  parties  extérieures  du 
carré.  Donc  cinq  de  ces  différences  doivent  donner  pour 
somme  0.  Soit  la  verticale  14+12—10—11—5  :  ITiori- 

zontale  doit  avoir  deux  différences  communes ,  dont  une 

b. 
avec  changement  de   signe.  Soient  ces  différences  —  5 

h.  c. 
+10:  U  finit  voir  si  avec  les  3  restantes,  6,  7,  8,  on  pe«il 

faire  cette  horizontale.  Or  les  différences  de  ces  différences 

sont  6+7+8=21 6+7—8=5 6+8—7=7 

7+8— 6r±9;  mab  10—5=5:  il  n'y  aura  donc  que  8—7 

—6  qui  convienne,  et  l'on  aura  pour  lliorizontale  10+8 

■5   "6  "7.  Le  carré  résultant  de  ces  données  se  trouve 

'{figure  206,  planche  XXXYI).  H  n>  a  même  que  la 


combinaison  6+7—8=5  qui  satisfiisse  à  llioriiontaley 
d'après  le  choix  de  la  verticale;  et  ce  n'est  pas  seulement 
à  raison  des  deux  différences  10 — 5  supposées:  en  effet 
les  différences  de  différences  de  la  verticale  seront  14—12 
=2. . . .  M+1ft=d24. . . .  14+11=25. . . .  14+  5=19. . . . 
12+10=22. . . .  12+11=23. . . .  12+5=17. . . .  11—10 
=1. . . .  1(^—5=5. . . .  11—5=6.  On  ne  voit  que  10—5 
=5  qui  corresponde  à  l'une  des  4  quantités  21,  9,  7,  5. 

n  peut  se  &ire  que  le  choix  des  différences  pour  une 
ligne,  donne  plusieurs  combinaisons  pour  l'autre ,  ou  n'en 
donne  aucune.  Ainsi,  soit  la  verticale  14+11 — 12 — 7 — 6  : 
les  3  différences  restantes,  5,  8,  10,  donnent  5  +  8+10 
=23, . .  5+8—10=8. . .  5+10—8=7. . .  8+10—5=13: 
d'oh  il  suit  que  23  et  3  conviennent  :  ainsi  les  horison- 
tales  11+12— 5— ft— 10,  et  14—11+10—5—8,  pour- 
ront avoir  lieu  par  suite  de  la  verticale  choi^e.  Mais  si 
celle-ci  était  14+8—11—5—6,  il  resterait  7,  10,  12, 

dont  les  différences  sont  7+10+12=29 7+10—12 

=5 7+12— 10b=9. . .  10+12—7=15.  Ainsi  on  aurait 

5 ,  9, 15,  29.  U  fiiut  voir  si  les  différences  de  la  verticale , 
2  à  2,  donnent  l'use  ou  l'autre  ces  4  différences^  et  il  est 
très*inutile  de  les  écrire.  On  s'assure,  i  mesure  qu'on 
les  compare,  si  l'on  obtient  5,  9,  15,  29  :  il  n'y  a  que 
11— 6=^  qui  satisùisse.  Si  l'on  n'avait  pas  de  résultat 
convenable ,  il  Êiudrait  changer  quelque  chose  à  la  ver- 
ticale ,  afin  d'obtenir  une  horizontale. 

Ott  verra  {figufe  207,  planclie  XXXTI  )  le  carré  de  la 
figure  206 'avec  deux  bordures  exactes.  L'une  est  formée 
avec  le  châsâs  :  c'est  l^xtérieure;  l'autre  avec  le  tour  du 
carré  de  7.  Le  carré  central  reste  le  même* 
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n  suit  de  là  qa'ajant  carré  à  double  bordure  de  7, 
on  peut  le  transformer  en  carré  à  châssis^  dont  la  par- 
tie centrale  est  un  carré. 

Cette  nouvelle  forme  est  curieuse ,  et  doit  être  retenue» 


ARTICLE  IL  /  m 

GAH&i  SB  8. 

On  a  choisi  les  16  nombres  du  miliea  de  la  progros- 
siott  pour  le  carré  du  centre  ;le  châssis  a  élé  composé  par 
les  différences  suivantes  : 
S;5+55;5+24,5+  8,5-30,5— 21,5— 22yS— 23,5  horia. 

29,5+30,5-fSl,5+16>-aS;^5— 26,5— 27,5— 28,5  Tertic. 

Les  différences  restantes  sont  9,5, 10,5, 1 1,5, 12,5^  tô,^ 
1 4,5, 1 5,5, 1 7,5 , 1 8,5, 19,5.  Qu'on  fosse  llioricontale  du  tour 
du  carré  17,5+12,5+10,5—15,5—13,5—11,5:  fl  ne  res- 
tera que  19,5^,  18,5,  U,5,  9,5.  fl  but  que  deux  diffé- 
rences de  lltoriaontale  aient  une  différence  égale  k  l'une 
de  celles  que  donneraient  les  H  dernières  différences.  Or 
cdles  de  l'horiaontale  sont  2  à  21es  suivantes  :  17,5—12,5 
=5. . . .  17,5—10,5=7.. . .  17,5+15,5c=33.. . .  17,5+13,5 
=31. . .  17,5+1 1,5=:â9. . .  12,5— 10,5=A . .  12,5+15,5 
=28. . .  12,5+13,5=26. . .  12,5+11,5=24. . .  t0,5+15,5 
=26. . . .  10,5  + 13,5=24. ...  10,5  +  11,5  =  22. . .  15,5 
—13,5=2.. . .  15,5—11,5=4. . .  13,»— 11,5=2.  On  aura 
donc  2,  4,  5,  7,  22,  24,  26, 28,  29, 31,  33. 

Les  ^fiérences  restantes  donneraient  19y$+18j5+14,5 
—9,5=43. . . .  19,5+18,5+9,5—14,5=33. . .  19,5+14;i 
+9,5—18,5=25.. . .  18^5+14,5+9,5— 19,5e=â3.. . .  19,5 
+18,5—14,5—9,5=14. , . .  19,5+14,5— 18,5— 9,5c^ .. 
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t8,5+14,5-«19>-d,5=4  :  donc  4  et  33  seront  les  seules 
différences  de  différences  commnnes.  On  obtiendra  ainsi 

la  Terticale  — 15^5— 17^— 14,5+19,5^-18,5+9,5. 

On  anra  donc  facilement  le  carré  {Jig.  208,  pL  XXXTI). 

Ce  carré  changé  en  carré  à  double  bordure  se'  Terra 
C^^e209.) 

AaiICLE    IIL 

cAaai  m  9. 

Le  carré  du  centre  peut  être  de  5  ou  de  3.  Pour  le 
carré  de  5  de  racine  on  n'aura  qu'une  forme  :  car  il  n'j 
aura  qu'une  case  pleine  aux  angles.  Le  carré  de  3  de  ra- 
cine entraînera  deux  formes  :  car  le  chÂssb  peut  ayoir  ses 
branches  d'une  seule  bande,  auquel  cas  le  châssis  aura  4 
nombres  disposés  carrément  aux  angles;  ou  le  châssis 
aura  deux  bandes  aux  branches,  et  l'on  n'aura  qu'une  case 
pleine  aux  angles.  On  va  examiner  ces  3  formes,  dont  la 
construction  est  un  peu  différente. 

LB  ciaai  DU  cbrtu  bst  gblvi  db  5. 

Qu'on  prenne  les  25  nombres  du  milieu  de  la  progres- 
sion. Dans  les  carrés  impairs  le  mojen  foit  nécessairement 
partie  du  carré  du  centre,  mab  n'est  pas  nécessairement 
au  centre  de  ce  carré. 

On  peut  former  le  châssis  arec  les  différences  comme 
suit,  observant  que  la  plus  petite  différence  est  13,  et  la 
plus  grande  40? 

40+36+32+31— 25— 27— 28— 29^-30    horîïontale. 

ftÔ— 36V37+38+39— 33— 34— 35— 16    verUcak. 
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Pour  la  partie  extérieure  du  carré  on  peut  choiâr  deux 
séries  de  différences ,  comme 

26-I-22H-20— 24— 1  a— 1 4—1 7    horiaontalc. 
264-24+ 23—21—1 9—1 8—1 5    yertîcale. 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  et  mettant 
les  complémens  aux  cases  opposées ,  et  ceux  des  angles 
en  diagonale,  il  viendra  le  carré  (^. 210,  pL  XXXVI  ). 

On  verra  {figure  21 1  )  le  même  carré  avec  bordures  ré- 
gulières ;  le  châssis  forme  l'extérieure. 

LE    CARRi   DU   CBITraB   EST   CELUI  DE  3. 

Examinant  d'abord  le  cas  où  le  diâssis  n'a  qu'une  bande 
à  chaque  branche ,  on  aura  4  cases  aux  angles.  (  Fj^.  212 , 
planche  XXXYI.  ) 

Soit  le  carré  du  centre  construit  avec  les  9  nombres  du 
miKeu  de  la  progression  ;  ensuite  le  carré  des  angles  Ibnné 
avec  les  8  premiers  et  les  8  derniers  nombres,  d'après  k 
méthode  expéditive  du.  carré  de  4;  enfin  le  châssis  par 
deux  séries  de  différences ,  par  exemple  : 

19+16+15+13—17—14-12—11—  9  horizontale. 

_i9L.17+20+22+24+26— 28— 18— 10  verticale. 

Les  différences  restantes  sont  5,  6 ,  7,  8,  21,  23,  25, 
27, 29,  30,  31 ,  32,  avec  lesquelles  il  fout  faire  4  groupes 
de  3  différences  pour  les  parties  du  milieu  du  carré  ex- 
térieur; les  4  plus  grandes  différences  sont  29+30+31 
+32=122.  Les  8  plus  petites ,  5,  6,  7,  8,  21,  23,  25, 
27,  ont  pour  somme  122  :  les  groupes  seront  donc  27+5 
=32. . . .  25+6=31 ....  23+7=30. ...  21  +8=29. 

Quant  aux  bordures  dans  lesquelles  peut  se  changer 
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ce  carré,  on  aura  toujours  le  carré  du  centre,  le  carré 
des  angles ,  le  carré  arec  la  bordure  double ,  et  le  carré 
total.  Il  y  en  a  autant  que  dans  le  carré  à  cbâssb  :  car 
dans  ce  dernier ,  outre  le  carré  du  centre,  celui  des 
16  cases  aux  angles ,  et  le  carré  total,  on  a  encore  celui 
qui  résulte  du  rapprochement  de  toutes  les  parties ,  à 
l'exception  du  châssis.  La  bordure  intermédiaire  est  exacte 
en  ce  sens,  que  ses  Ugnes  contiennent  7  fois  le  moyen, 
ou  287  ;  mais  les  nombres  opposés  ne  sont  pas  toujours 
complémensl'un  de  l'autre  ;  et^  la  bordure  intérieure  n'é- 
tant pas  magique,  il  iaut  les  avoir  toutes  deux  pour  que 
le  carré  soit  régulier.  Il  représente  celui  du  rapproche- 
ment des  parties  ou  de  jonction.  Ce  carré  à  bordures  se 
trouve  {figure  213,  planche  XXXYI). 

n  faut  conclure  des  deux  constructions  précédentes  du 
carré  de  9 ,  que  toutes  les  fois  qu'un  carré  a  deux  bor* 
dures  exactes,  la  plus  extérieure  peut  (aire  un  châssis, 
et  l'intérieure  composer  les  parties  d'un  carré ,  lesquelles 
réunies  au  carré  central,  donnent  un  carré  exact. 

Si  un  carré  à  bordure  extérieure  exacte,  et  bordure 
double  autour  d'un  carré  central,  est  donné,  on  peut  en- 
core en  faire  un  carré  à  châssb  :  la  bordure  extérieure 
fiiit  le  châssb;  les  1 6  cases  des  angles  de  la  bordure  double 
deviennent  les  16  cases  aux  angles  du  carré  à  châssb; 
et  celles  qui  couvrent  le  carré  central,  les  autres  parties 
détachées  du  carré  central. 

U  y  a  une  autre  manière  de  faire  le  même  carré  de  12 
à  châssb  d'une  bande  par  branche ,  et  carré  central  de  3* 

Ayant  toujours  formé  le  carré  central  de  3  avec  les  9 
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nombres  du.  milieu  de  la  progression,  on  peat  fiiire  le 
châssis  par  les  différences 

40+39+38+37—36—35-34—33—16  horiasontalc. 

40+36+32+31—30—29—28—27—25  verticale. 

Ensuite  deux  des  horisontales  et  autant  des  verticales , 
en  remarquant  que  chacune  de  celles-ci  doit  avoir  deux 
différences  de  chaque  horisontale,  dont  une  avec  change- 
ment de  signe;  les  lignes  auront  sept  différences,  châssis 
non  compris.  Soient  ces  lignes 

26+24+23—22—21—20—10    1.^  horizontale. 

19+18+17—15—14—13—12  2.®  horizontale. 
Ih.    1  b.c.  2h.c.  2  h. 

26+20—19—15—11+  7—  8  !.«  verticale. 
1h.c.    1b.    2ta.c.   2  h. 

22—21+14—13+  9—5—6  2.e  verticale. 
Lorsqu'on  arrive  à  la  2.^  verticale,  il  &ut  voir  si,  avec 
les  différences  communes  qu'on  a  choisies,  les  trois  res- 
tantes peuvent  compléter  cette  2.^  verticale.  Or,  comme 
22+14-21-13=2,  il  faut  que  les  3  différences  5,  6,  9 
puissent  faire  2  ;  mais  on  voit  sur  le  champ  que  6+5-^ 
=?2  :  donc  la  verticale  est  possible  avec  les  4  différences 
choisies.  Si  l'on  n'obtenait  pas  de  résultat  convenable,  on 
choisirait  d'autres  différences,  ou  l'on  ferait  une  correc- 
tion. U  vaut  mieux  commencer  par  chercher  les  diffé- 
rences de  différences  des  restantes  :  elles  sont  ici  9+5+6 
=aO. . . .  9+5-6=8. . . .  9+6—5=10. . . .  5+6-«b=2. 
Les  différences  restantes  de  la  l.re  horizontale  sont 
24+23—22—21—10;  ceDes  de  la  2.^  sont  18+17 
— 14—13 — ^12.  Or  toute  réunion  de  deux  différences  de  diP 
férences  parmi  celles  de  la   première  horizontale  avec 
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deux  différences  de  dijBërences  de  la  2.«  horizontale ,  dont 
la  somme  sera  2,  8^  10,  20,  conTiendra pour  la  2.®  yer* 
tîcale. 

lies  différences  de  différences ,  2  à  2,  de  lai  .^e  horÛEon- 
tale,  sont  1,  46,45,  34,45,  44,  33, 1, 12, 11. 

Les  différences  de  différences  de  la  2.«  horixontale  sont 
1,  32,  31,  30,  31,30,  29,1,2,  1. 

Si  l'on  ajoute  chacun  des  résultats  de  la  l.^e  horilsontale 
a^c  tous  ceux  4e  la  2.^,  en  (Ans  et  en  moins ,  de  manière 
à  n'avoir  ni  0,  ni  quantité  négative ,  en  supprimant  toute 
somme  qui  n'est  ni  2,  ni  8,  ni  10,  ni  20,  l'on  aura 
1+1=2....   1+  1=2....    1+  1=2.... 
34—32=2....    1+  1=2...   1+  1=2.... 
1+  1=  2. . . .  32-12=20. . . .  12-  2=10. . . . 
31—11=20. . . .  11—  1=10. . . .  11—  1=10 

On  voit  qu'on  a  répété  plusieurs  fois  les  ioaémes  résulr 
tats,  parce  qu'ils  ne  proriennent  pas  des  mêmes  diffé- 
rences ,  d'après  la  manière  dont  on  a  opéré*  On  aura  donc 
douze  maiùères  de  faire  la  2*®  verticale ,  les  trois  premières 
lignes  restant  telles  qu'on  les  p,  formées* . 

On  a  pris  22—21=1,  qui  est  la  8.^  différence  de  diffé- 
rences de  la  1^^  horizontale ,  et  1 4—1 3,  qui  est  la  8.^  de  la 
2.e  horizontale,  et=l9  pour  les  difilérences.  communes  de 
la  2.®  verticale. 

Venant  à  la  2.^  forme  du  carré  de  9,  avec  carré  central 
de  3,  le  châssis  aura  deux  baiides  à  chaque  branche ,  et  le 
carré  a  été  formé  comme  suit  \fi§,  216,  planch.  X.XXyU> 

On  a  continué  à  former  le  carré  central  de  3  avec  les  9 
n<«nbres  du  milieu  de  la  progression.  Le  carré  d'intersec^ 

TOM.    II.  16 
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tion  du  châssis  a  été  fait,  par  la  méthode  eipédîtive  du 
carré  de  It ,  arec  les  8  nombres  qoi  précèdent  et  les  8 
nombres  qui  suivent  ceux  du  milieu.  Ces  nombres  sont  de 
29  à  36  et  de  A6  à  53.  L'extérieur  du  carré,  châssis  non 
compris,  a  été  formé  par  les  différences 

/10  + 39  — 38  — 21— 20    horiioiàtale. 

UO  +  as  —  37  —  22  —  19  verticale, 
€es  lignes  et  leurs  complémenS)  i^ntés  au  carré  central , 
ont  donné  le  carré  de  5.  Il  reste  à  remplir  les  cases  du 
châssis ,  dont  les  intersections  ne  font  plus  paitie.  Or,  si 
l'on  partage  les  20  différences  restantes  en  ft  séries,  et 
qu'on  en  mette  deux  en  horisontale  et  deux  en  verticale , 
avec  les  complémens  dans  les  autres  lignes,  le  carré  total 
sera  formé. 
Les  8  grandes  différences  restantes  sont  36,  35,  34, 33, 

23 

32,  31, 30,29,  dont  la  somme=260.  Les  12  plus  petites 

30 

sont  28,27,26,25,24,  23,18,17,  16, 15, 14, 13=246; 
la  différence  des  deux  sommes  est  1 4,  dont  la  moitié  est  7. 
Faisant  passer,  par  exemple ,  23  des  petits  au  lieu  de  30  des 
grands,  et  réciproquement>  on  pourra  former  les  séries 
36+23—30—14—15=0. . .  35+34—28—25—16=0. . . 
33+29—27—17—18=0. . .  32+31—26—24—13=0 

Les  nombres  de  chaque  série  se  placent  à  volonté  dans 
leur  ligne,  qui  est  aussi  choisie  arbitrairement.  Les  complé- 
mens achèvent  le  carré. 

On  verra  {figure  21 7,  planche  XXXYU  )  le  même  carré 
avec  première  bordure  exacte.  La  bordure  extérieure  est 
double,  et  se  forme  avec  le  châssis  ^  les  16  cases  aux 
angles  donnent  le  carré  d'intersection  de  la  figure  216. 
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n  est  bon  de  se  familiariser  avec  les  transformations  du 
carré  de  9  données  dans  cet  article. 

ARTICLE  IT. 
cAaai  DB   10. 

On  tenmnera  cette  section  par  le  carré  de  10  {figure 
2ii,  planche  XXXVn> 

Soit  le  carré  du  centre  formé  par  les  8  premiers  et  les  8 
derniers  nombres;  le  carré  des  angles,  par  les  Bombres 
de  25  à  32  et  leurs  complémens.  Le  châssis  peut  se  cons- 
truire par  les  séries 

— 27,5-28^-29,5  ^uoraunwic. 

4'i,5+te+39,5+38,5+17,5-33,5-34,5l 
-35,5-36,5-37,5  JverticaJe. 

Les  ft  parties  du  milieu  autour  du  carré  de  8  se  formeront 
au  moyen  de  4  groupes  de  différences  restantes.  Ces  di^ 
férences  sont  celles  de  0,5  à  15,5;  et  les  groupes  pourront 
être  les  suÎTans: 

15,5+12,5—14,5—13,5. . . .  11,5+  8,5—  9,5—10,5. . . . 
7J5+  4,5—  5,5—  6,5. . . .  3,5+  0,5—  1  A—  2,5 

On  trouTera  ce  même  carré  avec  bordure  extérieure 
£ûte  avec  le  châssis ,  exacte,  et  bordure  double  (^figure  215, 
planche  XXXYII  ).  Cette  bordure  double  est  intérieure 
ici;  elle  était  extérieure  dans  la  figure  217;  quoique  cons- 
truite aussi  avec  le  châssis,  sa  construction  n'était  pas  la 
même;  et  l'on  voit  que  cette  bordure  extérieure,  toujours 
formée  ayec  le  châssis ,  est  simple  ou  double,  selon  le 
nombre  de  bandes  des  branches  du  châssiç* 
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S  7. 

TRANSFORMATIONS  DIVERSES  DES  CARRÉS. 

Les  transformations  de  ce  paragraphe  comprennent  les 
équerres ,  fausses  crois ,  &ax  châssb ,  bandes  isolées ,  etc.  ; 
on  aurait  pu  Êiire*  plusieurs  chapitres  pour  ces  diverses 
variations;  mais,  comme  il  arrive  souvent  qu'on  peut  passer 
d'une  transformation  à  une  autre ,  on  a  préféré  examiner 
à  la  fob  tout  -ce  qni  a  rapport  aux  carrés  imparlaîts,  ou 
plutôt  irréguliers  ;  qui  font  l'objet  du  présent  paragraphe. 

ARTICLE  PREMIER. 

CARRÉ    DR    5    A    ÉQUFRRR. 

On  entrera  dans  des  détails  particuliers,  afin  de  mettre 
convenablement  sur  la  voie  de  la  méthode  à  suivre  dans 
les  4ifférens  cas  que  présente  ce  genre  de  carrés. 

Soit  le  carré  d'équerre,  qui  est  ici  nécessairement  celui 
de  3,  formé  par  la  progression  1*4*7«10*I3*16*19« 22*25. 
Soit  4  l'angle  de  ce  carré  faisant  partie  de  la  2.^  diagonale  : 
il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  l.re,  qui  passe  par  celle  du 
carré  d'équerre  (^Jîgure  218,  planche  XXXVII).  La  dif- 
férence de  4  est -f  9,  le  terme  moyen  étant  13.  Soit  cette 
2.e  diagonale  (9)+11— 10— 8— 2.  Il  restait  les  nombres 
2,  3,  5,  6,  8,  9,  11,  12,  ou  les  différences  comme  ci- 
dessous. 

2+11—24  8  +  5—18 

3  +  10  —  23  9  +  4  _  17 

5+8  —  21  11+2  —  15 

6+7  —  20  12  +  1—1» 
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n  fitut  que  deux  des  différences,  11 — 10  8  2,  l'une 
ayec  son  signe,  Pautre  ayec  signe  changé,  fassent  partie  de 
Thorizontale ,  et  que  les  deux  autres ,  avec  changement  de 
l'un  des  signes,  entrent  dans  la  verticale.  Il  est  ici  entendu 
qu'il  s'agit  des  premières  horizontale  et  verticale  :  on  for^ 
mera  donc  les  différences  de  différences,  deux  à  deux, 
de  ces  quatre  différences ,  et  il  viendra ,  en  les  groupant 
convenablement,  les  résultats  suivans  : 

11+10b=21 11+8=19 11+;fc=:13 

8—  2=  6 10— a=  8 10-8=  2 

Lorsque  l'un  des  groupes  fait  partie  de  Tune  des  lignes , 
le  groupe  correspondant  doit  entrer  dans  Tautre ,  avec  le 
signe-)- ou—;  mais  on  peut  toujours  prendre  l'une  des 
différences  de  différences  positivement  :  car,  dans  le  cas 
contraire,  il  n'j  aurait  qu'à  changer  les  signes  des  trois 
différences  ci-dessous ,  que  l'on  doit  ajouter  à  cette  dif- 
férence de  différences.  Gela  ne  serait  qu'un  changement  de 
position  du  carré  d'équerre,  ou  plutôt  changement  d'ho* 
rizontale  en  verticale ,  et  réciproquement.  Les  différences 
restantes,  après  la  formation  de  la  2.^  diagonale,  sont  1,4, 
5,  7,  et  il  faut  que  trois  de  ces  différences  ajoutées  en  plus 
ou  en  moins ,  à  l'une  des  différences  de  différences,  donne  0 

pour  somme.   Ces  additions  donnent  1-f4-f5=10 

1  +4+7=12. ....  1  +5+7=13 4+5+7=16.  Un'y 

a  que  1+5  +  7  =  13  qui  convienne ^  puisqu'on  aurait 
11+2=1+5+7,  ou  11+2-1—5—7=0. 

^  l'on  a  l'horizontale,  il  Êiut  que  la  verticale  ait  l'autre 
groupe  10—8=2,  ou  8— 10=— 2;  plus  deux  différences 
de  Thorizontale,  dont  l'une  avec  changement  de  signe  :.on 
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prendra  donc  les  diCKrences  de  différences  de— 7  5  t  : 
elles  sont  7— 5=2, . .  7 — ^1=i6. . .  5— 1=4*  Ces  différences 
de  différences  seront  en  pins  on  en  moins  ;  la  Terticale  anra 
de  pins  la  différence  restante  fi,  avec  Tnn  on  l'autre  signe, 
n  &nt  voir  les  conséquences.  On  ne  peut  se  serrir  de 
5—1=4,  ou  1—5=— 4  :  car+4 ,  ajouté  à+ft,  ne  peut 
donner  ±2 ,  quelque  arrangement  de  signe  que  Pon  yemlle 
adopter.  7 — 1=6  peut  être  égalé  à+2+/|,  et  conrient  à 
la  yertidde,  qui  sera  -f  7 — 1— ft  (--^2);  et,  comme  2=:10 
— 8,  on  aura  7—1—4—10+8.  On  peut  arranger  les  trois 
lignes  diagonale,  horizontale  et  rerticale,  comme  suit  t 

+11_2— 8— 10 (+9)  diagonale. 

—5—7—1+11+2. horizontale» 

+7—1 +8—10—4 verticale. 

Et  en  substituant  les  nombres  aux  différences, 

2  15  21  23 (4)  diagonale. 

18  20  14  2  11 horizontale. 

6  14  5  23  17. Terticale. 

Cette  distribution  fiiil  connaître  immédiatement  la  place 
des  nombres  autour  de  Féquerre  :  2  est  à  Fangle  de  la  dia^ 
gonale  et  de  l'horizontale;  15  est  en  diagonale,  et  son  com- 
plément 11  en  horizontale,  à  côté  de  2-,  23,  commun  à  la 
diagonale  et  à  la  verticale,  est  à  l'angle  inférieur,  opposé 
diagonalement  à  2,  dont  il  n'est  pas  le  complément  ;  21  en 
diagonale  anra  son  complément  5  dans  la  verticale;  14, 
commun  à  l'horizontale  et  à  la  verticale,  sera  à  l'angle  su- 
périeur de  gauche,  son  complément  12  sera  placé  diago- 
nalement ;  20  en  horizontale  aura  son  complément  en  ver- 
ticale sons  14;  enfin  18  en  horizontale  et  17  en  verticale 
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seront  au  milieu  de  ces  lignes*  Les  complémeiQS  adièvent 
le  carréi  comme  on  le  voit  {^figure  218). 

Si  l'on  avait  pris  de  l'horizontale  7 — 5=2,  e\  10 — 8c=2 
de  la  diagonale,  poisqae  ce  groupe  est  forcé ,  comme  cor- 
respondant à  11-1-2=13,  comme  on  l'a  dit  ci-dessus,  on 
pourrait  avoir  2+2—4=0,  ou  bien  10—8+7—5  {—fi). 
On  mettrait  donc  : 

+11—  2—10—  8. . .  (+9)  diagonale. 

—1—7—5+11+  2 horizontale. 

+7—5 +10—  8—4 verticale. 

Substituant  les  nombres  aui  différences  : 

2    15    23    21 (4)  diagonale. 

14  20  18      2    11 horizontale. 

6  18 3    21  17 verticale. 

Voici  la  forme  du  carré  : 


18 

20 

14 

11 

2 

6 

8 

12 

15 

24 

17 

9 

4 

d 

2S 

k 

Sf 

5 

On  aura  toujours  2,11,15,  comme  au  carré  de  la  figure 
218;  mais  18  prendra  la  place  de  14,  et  réciproquement. 
21  et  23  prendront  la  place  l'un  de  l'autre;  les  complémens 
suivent  les  changemens  de  leurs  nombres. 

En  conservant  le  carré  de  la  figure  21 8,  mais  autrement 
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distribué ,  on  pent  ayok  une  transformation  diflTérente, 
qui  serait  une  fausse  croix. 


ARTICLE   IL 

CIRRB    DB    5    ÀTEC    F1U8SB    CROIX. 

Qu'on  construise  le  carré  de  3  comme  à  là  figure  218, 
comme  on  voit  qu'il  est  distribué  {figure  2\9, planche 
XXXyiI)  :  il  viendra  fausse  croix  ou  chevalet;  les  diffé- 
rences restantes  sont  les  mêmes  qu^à  l'article  précédent* 
Linspection  de  la  figure  indique  que  la  1 J®  diagonale,  ayant 
un  couple  à  ses  angles ,  n'a  plus  besoin  que  de  trob  diffé- 
rences dont  la  somme  soit=:0;  et  que  la  2.^  diagonale  ne 
doit  avoir  qu'une  différence  avec  son  complément,  puis- 
qu'elle comprend  déjà  la  diagonale  du  carré  de  3.  On  verra 
de  plus,  qu'après  avoir  construit  ces  diagonales,  il  y  aura 
des  cases  nécessairement  remplies  en  horizontale  et  en  ver- 
ticale. Soit  la  1  .rc  diagonale  7 — 5^2=0.  La  verticale  doit 
avoir  une  différence  commune  avec  la  diagonale  :  c'est  la 
2.C  case  qui  la  contiendra;  plus  une  autre  différence  com- 
mune, mais  avec  changement  de  signe  :  elle  sera  à  la  4.« 
case  de  cette  verticale,  et  complément  de  l'intersection 
des  deux  diagonales.  Soit  cette  verticale  7+2 — 1 1  — 8+ 1 0. 
L'horizontale  doit  avoir  une  différence  commune  avec  cette 
même  1  .^^  diagonale  :  c'est  celle  d'intersection  des  deux  dia^ 
gonales,  et  par  conséquent  elle  sera  —  2.  Elle  aura  de  plus 
une  autre  différence  commune  avec  cette  1.^®  diagonale, 
mais  avec  changement  de  signe  :  elle  sera  donc  -{-  ^*  Bnfin 
elle  aura  une  différence  commune  avec  la  verticale  :  c'est 
celle  d'intersection  de  ces  denx  lignes  ;  elle  peut  être  +  10, 
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OU  — 11 9  00^8;  et,  conime  il  ne  reste  que  A  et  1,i]fiiiit 
voir  si  ayec  ces  données  l'horizontale  est  possible.  Or 
4  et  1  peuvent  donner  4  +  ^  i  * — ^  ?  ^  —  ^  >  —  1  — ftj  ou 
bien  3,  5,— 3,— 5;  et,  puisque  l'on  a  déjà  5—2=3,  reste 
à  savoir  si  3  ajouté  à  l'une  des  4  différences  de  différences 
ci-dessus,  peut  donner  11 ,  ou  8,  ou— 10;  et,  comme  il 
n'y  a  que  3  +  5  qui  satisfasse  à  la  condition,  on  aura 
3+a  +  1=8,ou5— 2  +  4  + 1=8.  Enfin  5— 2+4+1 
—  8=0 ,  pour  cette  horizontale. 

Les  lignes  peuvent  être  distribuées  conmie  suit ,  par  les 
différences  : 

+7—2. . .  —5 iJ^  diagonale. 

— 2+Z 2.e  diagonale. 

+10—11—8+7. .  •  +2* verticale. 

—8.. .  —2.  • .  +5+4+1 horizontale. 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  aurait  : 

6  15 18. I.*"®  diagonale. 

15  11 2.e  diagonale. 

3  24  21  6.. . .  Il verticale. 

21. . .  15 8  9  12 horizontale. 

n  n'j  a  plus  de  difficulté  pour  placer  ces  nombres. 
U  ne  Êiudrait  pas  croire  que  toute  progression  soit 
propre  à  donner  cette  croix,  pas  plus  que  les  autres 
transformations  :  il  est  bonde  rechercher  ces  progressions, 
c'est  le  moyen  de  mettre  sur  la  voie  lorsqu'on  aura  d'autres 
racines. 

L'on  a  18  carrés  de  3  qui  peuvent  se  former  avec  les 
nombres  de  1  à  25.  U  suffit  de  4  de  ces  nombres  pour 
marquer  les  progressions  convenables  à  ces  compositions 
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de  carrés  de  3;  le  mojen  13,  dont  la  différence =0,  en 
fait  toujours  partie. 

Bans  ce  qm  suit^  les  nombres  sont  remplacés  par  les  dif- 
férences :  la  première  de  celles-ci  indique  la  différence  de 
la  progression  ou  des  progressions  ;  la  seconde ,  comparée 
à  la  première ,  désigne ,  par  leur  différence ,  Fintervalle  àes 
progressions,  lesquelles  ne  peuvent  être  qu'au  nombre  de 
3.  Ainsi,  par  exemple , Tes  4  différences  2, 5,  7,  9,  montrent 
que  les  progressions  ont  la  différence  ou  raison  constante 

2,  et  que  l'intenralle  est  5  ^-2=  3;  les  complémens 
achèvent  les  progressions.  Ici  l'on  aurait  9*7*5. ... 2*0* 
^2.  ...— 5»  —  7«— 9;ou,en  nombres,  4*6  «8..  ..Il* 
13 «IS. . . .  t8«20*22.  n  résvdte  qu'avant  la  première  dif- 
férence on  doit  supposer  0,  et  ensuite,  mab  avec  signe 
contraire,  les  mêmes  différences  que  celles  données. 

Gela  établi ,  on  va  donner  le  tableau  de  ces  1 8  carrés  de 

3,  c'est-à-dire  les  différences  qui  servent  à  les  composer. 
On  mettra  à  la  suite  les  différences  restantes,  et  enfin  la 
diagonale  possible  avec  ces  différences  restantes. 
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Examinant  le  cas  ou  le  carré  de  3  serait  composé  des 
différences  de  la  première  combinaison  4^  3, 2, 1>  0, — 1 
_2_3— 4,  ou  des  nombres  9, 10, 11 ,  12, 18, 14,  15, 
16,17,  qui  sont  les  9  nombres  du  milieu  de  la  progression 
de  1  à  25  : 

Puisque  la  diagonale  première  aura  deux  nombres  com- 
muns avec  la  yertioale»  dont  un  avec  changement  de 
signe,  il  n'y  a  qu'à  former  les  diflférences  de  différences 
deux  à  deux  des  trois  de  cette  diagonale  ^  et  les  com- 
biner successiyement  avec  trois  des  différences  restantes. 
Or  il  j  a  deux  manières  de  former  la  diagonale  dans  le 
cas  particulier,  sarœF  :  12—7—5,  et  11 — 6—5. 

S'attachant  d'abord  à  la  première  12^^7—5 ,  les  diffé- 
rences de  différences  sont  12+7=19. . . .  124-5=17. . .  • 
7 — 5=2  :  on  aura  donc  2,  17,  19.  Les  différences  res- 
tantes sont  6,  8,  9,  10,  11. 

La  somme  des  3  plus  petites  est  6+8+9=23>19,  et 
à  plus  forte  raison  >  que  les  deux  autres  t7  et  2.  Ainsi 
on  ne  peut  prendre  b  somme  de  ^  différences.  On  aurait 
ensuite  6+8-^=5. . .  6+8—10=4. . .  6+8— 11=3L . . 

6+9—8=7 6+9—10=5 6+9—11=9 

6+10-8=8 6+10—9=7 6+10-11=5 

6+1 1—8=9 6+1 1—9=8 6+1 1— 10t=7 

8+9—6=1 1 8+9—10=7 8+9—1 1=6 

8+10—6=10.. . . .  8+10—9=9 8+10—11=7 

8+1 1—6=13. . . .  8+11—9=10. . . .  8+11—10=9 

9+10—6=13. . . . 9+10—8=1 1 .. . .9+10—1 1=8.. . . . 
9+11— 6=14....  9+1 1—8=12....  9+11— 10»ia... 
10+11—6=15. . . .  10+11—8=13. ...  10+11— 9=12. 
On  voit  qu'il  n'y  a  aucune  de  ces  combinaisons  qui  soit 


CARRÉ   DE   5   AYBG    FAUSSE  CROIX.  255 

r-T2— :l7=s19:  ainsi  point  de  Terticale  ponr  Ja  diagonale 
12-7—5. 

On  a  recherahé  id  tontes  les  combinaisons  qae  peuvent 
donner  les  5  différences  6,  8,  9, 10, 11  ;  mais  il  est  clair 
qu'on  n'a  pas  suiri  la  mardie  la  pins  courte  pour:  s'assurer 
que  la  diagonale  supposée  ne  pouvait  donner  lieu  à  une 
yerticale.  Yoici  la  manière  prompte  de  s'en  assurer  :  après 
avoir  vu  que  la  somme  des  trois  plus  petites  différences  ne 
pouvait  conveniTi  il  est  clair  qu'il  faut  que  deux  différences 
ajoutées  et  diminuées  d'une  troisième  donnent  l'un  des 
trois  résultats  2  y  17, 19$  mablaplus  petite  6,  ajoutée  à  19, 
donne  25,  et  la  somme  des  deux  plus  grandes,  lO-fl  li 
ne  vaut  que  21  :  donc  on  ne  peut  avoir  19,  ou  124-7  en 
verticale.  Quant  â  17,  il  en  est  de  même  :  car  17+6=23 
>21«  Il  reste  2=7 — 5;  mais  si  l'on  ajoute  à  2  la  plus 
grande  différence  11,  on  aura  1S<6+8=ia,  on  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  plus  petites  différences  :  donc 
il  n'y  a  pas  de  verticale  possible  avec  la  diagonale 
12—7—5. 

Beste  à  voir  si  la  diagonale  1 1—6 — 5  peut  exister  pour 
le  carré  choisi. 

Les  différences  de  diUérences  sont  11 +6, 11+5,6 — 5, 
ou  1 7,  i6, 1.  n  reste  les  différences  7, 8, 9, 1 0, 12.  Les  trois 
plus  petites  auraient  pour  sonune  2t>17>16;  mais 
16+7=23>10+12=22  :  donc  la  verticale  n'aura  ni  17 
ni  16.  Yenantà  1,  on  ne  peut  lui  ajouter  deux  différences: 
car7+8+l=16>12.  Si  on  ne  lui  en  ajoute  qu'une,  que 
ce  soit  la  plus  grande;  on  aurait  12— 1=13<7+8  :  donc 
cette  diagonale  ne  peut  convenir;  l'autre  ne  pouvait  avoir 
lien  :  donc  il  u'est  pas  possible  de  construire  le  carré 
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de  3  arec  les  différences  1,2,  3,  4,  pour  avoir  fausse 
croix* 

Si  l'on  passe  à  1,  3,  4,  5,  il  j  a  5  diagonales^  qni  sont  : 

12—10^2 11—9—2. . . .  10—8—2.. . .  9—7—2 

8  6  2  :  les  différences  restantes  étaient  en  tout  2, 6,  7, 
8,  9,  10,  11,  12. 

Le  premier  système  étant  12-^10—2,  ses  différences  de 
différences  sont  12+10,  12  +  2,  10— 2,  on  22,  14,8. 
n  reste  les  différences  6,  7,  8,  9,  11;  mais  on  aura 

6+7+9=22. . . .  9+11—6=14. . . .  6+11—9=8 

6+9—7=8.. . .  7+&<-8=8  :  donc  il  j  aura  5  verticales 
possibles  ayec  la  diagonale  choisie.  Il  s'agit  de  reconnaître 
s'il  peut  j  avoir  des  horizontales  qui  s'allient  à  ces  dùigi>- 
nales  et  verticales. 

Soit  d'abord  la  verticale  22—6—7—9  :  puisque  22  est 
ici=:12+10,  l'horizontale  aura— 10  commun  avec  la  dia- 
gonale, et+2,  aussi  commun,  avec  changement  de  signe; 
et, comme — 10-^2= — 8,  et  qu'il  restelesdenx  différences 
8  et  1 1 ,  il  Êiut  que  l'horizontale  comprenne  ces  deux  dif- 
férences en  plus  ou  en  moins ,  qu'elle  ait  aussi— 8 ,  et  de 
plus  une  différence  commune  avec  la  verticale.  Qu'on 
prenne  donc  les  différences  de  différences  de  8  et  1 1,  sa- 
voir :  19, — 19,  3, — 3  :  il  fiiut  que— 8,  ajouté  à  Tune  de 
ces  différences  de  différences,  donne  une  somme=6,  ou  7, 
ou  9 de  la  verticale;  et,  comme  cela  n'est  pas  possible ,  il 
n'y  a  point  de  combinaison  pour  Thorizontale ,  la  verticale 
étant  22—6—7—9. 

La 2.e  verticale  est  14+6—1 1—9,  ou  12+2+6—11—9; 
l'horizontale  doit  avoir— 2+ 10=:  8;  les  différences  res* 
tantes  étant  7, 8,  leurs  différences  seront  15, 1,  —1,  — 15; 
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or  8-f  1=9,  qui  est  l'une  des  différences  de  la  rerticaley 
non  communes  avec  la  diagonale  ^  et  ayec  changement  de 
signe;  mais  1=8 — 7:  on  aura  donc  llioriEontale  10 — 2 
+8— 7-^9=:0.  Il  y  aura  donc  combinaison;  et  carré  à 
Élusse  croix. 

La  3.e  verticale  est  8+9—6—11 ,  ou  plutôt  10—2+9 
—6—11 5  l'horizontale  aura  d'abord— 10— 12=— 22; 
les  différences' restantes  7  et  8  donnent  toujours  15,-*15y 
1,-1 5  et,  si  l'on  ajoute — 22  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces 
différences  de  différences,  on  n'aura  ni  6,  ni  11,  ni — 9  : 
donc  point  de  combinaison. 

La  4.e  verticale  est  8+8—9—7,  ou  plutôt  10—2+8 
—9—7;  l'horiEontale  aura  toujours— 10— 12=:— 22;  les 
différences  restantes  6,  11,  donnent  17,-*17,  5,— >5;  or 
— ^22,  ajouté  à  l'une  de  ces  dernières  différences,  ne  donne 
ni  7,  ni  9,  ni*— 8  :  ainsi  point  de  combinaison. 

La  5.e  verticale  est  8+7—9—6,  ou  plutôt  10-2+7 
— 9 — 6;  les  différences  restantes  8  et  11  donnent  19, 
—19,  3,  —  3.  L'horizontale  ayant  toujours — 22=— 10 
-—12 ,  on  ne  peut,  en  ajoutant— 22  à  l'une  des  ces  quatre 
différences,  avoir  6,  ou  9,  ou — 7:  ainsi  point  de  combi- 
naison* 

Il  n'y  aura  donc,  pour  le  carré  1, 3,  4, 5,  et  la  diagonale 
12^10—2,  que  la  seule  combinaison 

12—2     •— 10  1«re  diagonale. 

—2+2      .  2.e  diagonale. 

+6—11—9+12     .+2      .  verticale. 

_9     .  —2     .+10+8—7  horizontale. 
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Substituant  les  nombres  aux  différences ,  on  anndt  : 
1  15    .    23  1j«  diagonale. 

•  15  11    •  2.®  diagonale. 

7  2a  22  1    .    11    .  verticale. 

22  •  15    •    3  5  20    horizontale. 
On  agira  de  même  sur  les  antres  diagonales  da  carré 
actuel,  et  sur  les  diagonales  des  autres  carrés.  Cette  yéri- 
fication  est  indispensable  pour  ne  pas  perdre  son  temps  â 
chercher  des  combinaisons  impossibles. 

ARTICLE  III. 

CÀEEB   DB   7   ITBC   iQUBEEB,    BT   SBS   TElNSFOEMlTIOirS. 

Soit  le  carré  de  7  partagé  en  deux  parties,  A  et  3  (^figure 
220  y  planche  XXXYII);  que  le  carré  de  ft  soit  composé 
avec  les  nombres  1,  2,  3,  4. . .  6,  7,  8,  9  et  complémens; 
que  le  carré  d'intersection  ou  de  3  soit  construit  avec  les 
nombres  5, 10,  15,  20,  25  et  complémens  :  il  faut  que  25 
en  fasse  partie,  étant  le  moyen,  et  par  conséquent  man- 
quant de  complément*  Soit  formée  ensuite  la  diagonale 
qui  ne  passe  pas  par  celles  des  deux  carrés  :  c'est  la 
seconde.  Que  1  soit  supposé  à  l'angle  du  carré  de  4,  et 
commun  arec  la  diagonale  :  la  différence  de  1  est  +24;  il 
faut  encore  en  diagonale  six  différences ,  dont  la  somme 
soit— 24.  Qu'on  prenne  pour  ces  différences  7+1—2—8 
— 9 — 13=— ^24  :  il  &ut  former  quatre  groupes  de  trois 
différences  chacun  :  deux  sont  placés  en  horizontale,  et 
deux  en  Terticale.  Leurs  complémens,  par  ordre,  rempli- 
ront les  autres  lignes.  11  est  clair  que  les  différences  de  la 
diagonale  doivent  faire  partie  de  ces  groupes ,  puisqu'il 
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doil  j  aroir  trob  dMKrences  pbcées  diagonalement  de 
chaqae  côté  de  la  diflërence  24  de  Tangle  1  d'équeire;  or 
les  différences  restantes  sont  : 

11  +   14  _  39  18  +  7  —  32 

12  +  13  —  38  (8)  19  +  6-31 
18  +  12  —  37  21  +  4  —  29 
14  +  11  —  36  22  +  3  —  28 
16+9  —  34  28  +  2-27 
17  +    8  —  33  (13)             24  +  1  —  26 

Mais ,  puisque  les  groupes  sont  composés  de  trois  diffé- 
rences, il  faut  que  quatre  d'entr'elles  soient  égales  aux 
huit  autres ,  pour  que  cette  formation  de  groupes  soit  pos- 
sible. Or  les  quatre  plus  grandes  différences  ont  pour 
somme  50,  et  les  huit  petites  n'ont  que  40;  la  moitié  de 
la  différence  10  est  5  :  taisant  donc  passer,  par  exemple, 
8  parmi  les  grandes,  et  13  parmi  les  petites,  les  sommes 
seront  égales,  et  les  groupes  pourront  être: 

14_13— 1=0 12— 9— 3=i0 

Il— 7— 4=iO 8-6—2=0 

On  peut  remarquer  que  parmi  ces  groupes  il  y  a  trob 
diflërences  de  la  diagonale  arec  leurs  signes,  et  trois  ayec 
signe  contraire;  de  plus ,  deux  des  groupes  contiennent 
deux  différences  de  cette  diagonale,  et  deux  autres  groupes 
n'en  contiennent  qu'une  seule.  Soit  pris  le  groupe  14—13 
— 1=0,  etsoit — 13  à  l'angle  de  la  diagonale,  et — 1  au 
bas  du  groupe  :  il  suit  que  les  complémens  seront  à  la 
3.®  ligne  :  car  alors  on  aura+1  en  diagonale;  la  2*^  ligne 
verticale,  à  partir  de  la  droite,  peut  être  prise  parmi  les 
groupes  qui  ne  contiennent  qu'une  difiKrence  de  cette  dia- 
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gonale.  Soit  cette  2.^  ligne  12—9=3;  les  complémens 
seront  à  la  fl.e  ligne  :  l'on  aura  ainsi— 9  en  diagonale* 
Yoilà  pour  les  verticales  comprenant  deux  groupes  et  les 
groupes  complémentaires. 

Quant  aux  hori«)ntales ,  soit  choisi  le  groupe  1 1—4 — ^7, 
afin  d'avoir+7  en  diagonale ,  la  2.^  ligne  comprenant  les 
complémens  ;  il  faut  encore — 8  et — 2  en  diagonale.  Met- 
tant— 2  à  Tangle,  et +  8  au  milieu  du  groupe,  il  viendra 
— 8  pour  la  diagonale.  On  verra  le  carré  par  les  différences 
{Jigu,re  220,  planche  XXXVIl),  et  avec  les  nombres 
{figure  221  )•  Le  carré  de  cette  dernière  figure  en  con- 
tient trois  magiques^  savoir  :  celui  de  3,  celui  de  ft,  etle 
carré  total. 

On  peut  varier  ces  combinaisons  soit  par  les  progres- 
sions des  carrés  partiels,  soit  par  l'angle  de  diagonale  du 
plus  grand  carré ,  soit  par  la  combinaison  des  groupes  : 
ainsi,  par  exemple,  tout  le  reste  ne  variant  pas,  les  groupes 
pourraient  être,  après  avoir  substitué  7  à  12  et  12  à  7, 

ia— 9— 4=0 14—12—2=0 

1 1_8_3=:;0 7—  6—1=0 

Le  carré  d'équerre  peut  être  plus  grand ,  et  même  ne 
laisser  que  deux  lignes  en  dehors,  soit  en  horizontale,  soit 
en  verticale.  Il  est  clair  qu'il  ne  peut  en  rest^  une  seule, 
puisque  le  carré  total  serait  impossible-:  en  effet  des 
nombres  inégaux,  ajoutés  à  des  sommes  égales^  ne  peuvent 
donner  des  résultats  égaux. 

Yoici  le  carré  de  7,  en  supposant  celui  d'équerre  de  5 
de  racine. 

Soit  le  carré  de  5  composé  avec  les  séries  3, 5, 7, 9, 1 1 . .  • 
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12,  n,  16, 18, 20...  21, 23, 25, 27, 29...  80,  32,  34, 36, 38... 
39,  41,  43,  45,  47.  Les  différences  restantes  sont  1,  3, 
6,  8,  10,  12, 15, 17, 19,  21, 23,  24.  La  2.e  diagonale,  qui 
ne  passe  pas  par  celle  du  carré  d'équerre,  ayant  déjà  3 
dlfférences+164-1 3+0,  répondant  aux  nombres  9, 12, 25, 
il  en  faut  encore  4,  dont  la  somme  soit — 29.  Qu'on  prenne 
+21— 23-49— 8."0n  peut  faire  l'horizontale  21+8+17 
+3 — ^24 — 15—10=^.  Il  se  trouye  dans  cette  horizontale 
2  des  4  différences  de  la  diagonale ,  dont  Tune  avec  signe 
changé.  Quant  à  la  verticale ,  qu'on  la  construise  par 
23—19—24+15+12—6—1  :  on  voit  dan»  cette  verticale 
les  deux  autres  différences  de  l'horizontale,  dont  une  avec 
changement  de  signe,  et  deux  de  l'hiHÎzontale,  dont  une 
aussi  avec  changement  de  signe. 

Les  trois  différences  de  l'horizontale  et  de  la  verticale , 
non  communes  à  ces  lignes  non  plus  qu'à  la  diagonale,  se 
placent  à  volonté  dans  les  trois  cases  non  remplies.  On 
voit  le  carré  des  différences  (Jig.  222,  planche  XXXYII), 
et  le  carré  avec  les  nombres  {figure  223). 

Il  n'est  nullement  nécessaire  que  la  partie  de  la  dia- 
gonale comprise  dans  le  carré  d'équerre ,  contienne  le 
moyen  :  ainsi  soit ,  par  exemple ,  le  carré  de  5  comme  suit  : 
21     20      9    43    32 

12 

25 

)8 

il 

Onaurait  +  16  +  2— 22=  — 4  pour  les  3  différences 
de  9, 23,  47,  qui  seraient  en  diagonale;  on  peut  la  com- 
pléter par  21+19—24—12. 


34 

23 

12 

11 

45 

47 

36 

25 

14 

3 

5 

39 

38 

27 

16 

18 

7 

41 

30 

29 
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Ainsi,  dîag.,  21+19—24—12 
Horiz.,parex.,  21—19     .       .  +23—17—15+10—3 
Vertic,    8—1.       .+24-12      .       .       .—10— 3—6 

On  pourrait  Êdre  une  bordure  au  carré  de  5 ,  formé  lui- 
même  de  manière  à  être  à  équerre  ou  à  &uâse  croix* 

On  voit  aussi  (Jiff^re  224)  transformation  de  la  figure 
223  à  équerre,  en  carré  central  avec  bordure,  et  eela  a 
lieu  toutes  les  fois  que  le  carré  à  équerre  n'a  que  deux 
lignes  verticales. et  deux  horizontales;  et  réciproquement. 
Ton  passe  du  carré  à  simple  bordure  au  carré  à  équenre. 
On  remarque  que  les  angles  de  la  bordure  ne  sont  que 
les  -parties  d'intersection,  et  que  les  nombres  qui  cou- 
vraientçie  carré  d'équerre,  couvrent  le  carré  centraL 

Pour  obtenir  toutes  les  combinaisons  de  la  figure  220, 
il  fendrait  faire  tous  les  groupes  possibles  pour  un  même 
angle  du  carré  d'équerre;  agir  de  même  pour  un  autre 
angle  de  ce  carré,  les  16  nombres  qui  le  composent  pou- 
vant se  présenter  successivement  pour  angles.  On  ferait  va- 
rier les  progressions  des  deux  carrés  partiels ,  ayant  soin 
de  comprendre  le  moyen  dans  le  carré  impair. 

On  prouve  aisément  que  tous  les  nombres  d'un  des 
carrés  de  4  peuvent  passer  dans  la  même  case  :  en  effet, 
que  l'on  forme  les  tableaux  pour  un  de  ces  carrés  de  4  : 
on  aura  4  angles,  lesquels,  par  changement  de  position 
du  carré,  se  présenteront  pour  Êdre  partie  de  la  diagonale» 
Soient  ces  tableaux  : 
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1 

4 
4 
1 

3     2     4 

2    s    1 

2  3    1 

3  2    4 

0  45  45  0 
40      5      5    40 

5  40  40  5 
45     0     0    45 

363 


Les  ft  angles  sont  1,  4,  46,  49. 

Que  la  2.e  ligne  horizontale  au  2.^  tableau  soit  la  1j^: 
la  4.«  sera  la  3.e,  et  les  angles  seront  6,  9,  41,  44. 

Que  la  2,®  ligne  verticale  du  l.®»"  tableau  soit  la  L^"©  :  la 
4.®  deyiendra  la  3.^,  et  Ton  aura  pour  les  angles  2,3, 
47,  48. 

Enfin ,  que  b  2.®  ligne  de  ce  tableau  soit  toujours  la  1 J^, 
et  la  3.e  horizontale  du  2.®  aussi  la  IJ®  :  la  2.^  sera  la  der- 
nière, et  les  angles  seront  7,  8,  42,  43. 

n  fendrait  donc  calculer  les  diagonales  pour  tous  les 
nombres  du  carré  de  4  successivement,  afin  d'avoir  toutes 
les  combinaisons  d'un  même  carré. 

Le  carré  de  la  figure  221  peut  aisément  se  transformer 
en  croix  à  3  bandes  ifigure  225 ,  planche  XXXVII).  Le 
carré  d'équerre  se  distribue  aux  angles;  celui  d'intersec- 
tion l'est  toujours  dans  la  croix ,  dont  il  forme  le  milieu; 
le  reste,  provenant  des  groupes,  conserve  sa  position  par 
rapport  au  carré  d'intersection  ou  au  carré  d'équerre.  Ces 
groupes  peuvent  d'ailleurs  alternera  volonté,  pourvu  que 
les  groupes  complémentaires  soient  parallèles  à  ceux  dont 
ils  sont  les  complémens. 

Le  carré  de  la  figure  225  n'est  autre  chose  qu'un  carré 
à  bordure  double.  Il  suffit  de  séparer  le  carré  d'intersec- 
tion, et  de  supprimer  les  séparations  aux  angles.  Cette 
bordure  dîfière  des  avtres  en  ce  que  les  cases  d'intersec- 
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tion  aux  angl^,  réunies,  donnent  un  carré*  Toutes  les 
croix  dont  les  branche»  ont  plus  de  2  bandes,  et  dont  le 
carré  d'intersection  sera  magique,  ne  sont  donc  que  des 
carrés  à  bordures  multiples* 

Le  même  carré  de  la  figure  221  se  change  encore  aisé- 
ment en  carré  avec  châssis  à  traverse.  Le  carré  de  3  est 
encore  aux  intersections;  celui  de  4  donne  les  parties  sé- 
parées par  le  châssis  ;  et  les  nombres  qui  forment  les 
groupes  constituent  les  bandes  du  châssis,  intersections 
dépiquées*  Voir  {figure  227). 

Quant  au  carré  de  la  figure  223,  on  trouve  {figure  226) 
qu'il  est  transformé  en  carré  à  châssb;  mats  le  carré  cen- 
tral n'est  pas  magique  :  car  les  angles  en  diagonale  ne  font 
pas  un  couple. 

Les  figures  221 ,  225  et  227,  quoique  très-peu  ressem- 
blantes, prouvent  que  l'on  peut  facilement  passer  de  l'une 
à  l'autre.  Il  convenait  de  rassembler  ces  transformations , 
qui  ont  beaucoup  de  rapport  avec  les  figures  de  la  géo- 
métrie de  position.  11  en  est  de  même  des  figures  223, 
226  et  224  :  cette  dernière  présente  bordure  régulière  au- 
tour du  carré  de  &;  maïs  il  faut  prendre  garde  d'essajer 
de  Élusses  transformations  :  ainsi  l'on  ne  pourrait  rempla- 
cer le  carré  de  la  figure  228 ,  qui  est  à  équerre ,  par  un 
carré  avec  croix  :  car,  puisque  5  est  impair,  H  ne  peut  être 
divisé  par  une  croix.  H  en  est  de  même  des  autres  carrés. 

On  peut  encore  rassembler  deux  des  bandes  du  châssis 
de  la  figure  227,  comme  on  le  voit  (figure  228),  en  con- 
servant toujours  les  mêmes  carrés  de  3  et  de  4.  La  t.^o 
diagonale  est  exacte;  mais  il  faudra  fiiire  attention  à  la  2i«; 
et ,  puisque  25  en  fait  partie ,  et  que  les  angles  ont  un 
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couple ,  il  fiint  encore  4  différences  dont  la  somme  soit  =^. 
Soient  ces  différences  1 4—1 3+7 — 8.  De  plus ,  il  faut  que 
les  4  groupes  contiennent  chacun  nne  de  ces  différences. 
On  peut  tes  former  comme  suit,  et  comme  ib  avaient  déjà 
été  composés  ci-deyant. 

M_12-2. . . .  9+4—1  a  . . .  11-«— 3. . . .  7— ft-1 
Deux  des  groupes  seront  placés  entre  les  cases  du  carré 
de  4  et  en  horizontale;  les  deux  autres  en  verticale  :  ainsi 
11,  répondant  à+14,  sera  en  diagonale;  les  nombres  27 
et  37,  correspondant  à — 2  et — 12,  seront  mis  à  volonté 
dans  les  deux  cases  restantes;  ensuite  38,  répondant  à 
— 13,  sera  aussi  en  diagonale;  et  les  nombres  16  et  21, 
qui  ont  pour  différences  +9  et+4,  aux  deux  autres  cases  ; 
il  en  sera  de  même  pour  les  deux  groupes  en  verticale  ; 
les  complémens  achèvent  le  carré  total ,  qui  comprend 
toujours  les  carrés  de  4  et  de  3,  tels  qu'ils  étaient  dans  les 
figures  221,  225  et  227. 

Voici  encore  une  forme  cemarquable  {figure  229  ) ,  et 
qui  présente  une  espèce  de  symétrie.  Qu'on  retienne  en- 
core les  mêmes  carrés  de  4  et  de  3,  que  Ton  réunisse  Tes 
trois  bandes  horizontales  comme  le  porte  la  figure  :  on 
aura  une  espèce  dé  faux  châssis  ;  et ,  puisque  les  angles 
font  un  couple,  il  ne  faut  phis  que  cinq  différences  à  chaque 
diagonale;  mais  il  j  en  a  trois  connues  dans  chacune,  sa- 
voir :  deux  d'intersection ,  dont  une  commune ,  et  une 
autre  du  carré  de  4.  Soient  cé^  diagonales 

—15+17—20    I     +14+4      l.re  diagonale. 
—  5+18—20     I     +  8—1  '     2.e  diagonale. 

Les  trois  premières  sont  connues  ;  celles  qui  sont  sur-' 
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montées  d'un  trait  — •  appartiennent  an  cairé  de  4$  on  re- 
marque que ,  des  4  groupes  à  former,  l'un  doit  renfermer 
une  différence  de  chaque  diagonale  :  ce  groupe  se  met  à 
la  6.6  horiaontale  ;  un  autre  n'en  doit  pas  renfermer  :  il  se 
place  à  l'une  des  3  horizontales  restantes;  quant  aux 
groiq>es  yerticaux ,  chacun  contient  une  différence  de  Fune 
des  diagonales. 

Soit  le  couple  à  deux  différences  14 — 13-- 1; 

Ceux  des  3.^  et  5^^  verticales  à  une  seule  différence 
commune,  4  +  7—11,  et  8—2—6; 

Enfin  le  couple  sans  différence,  12 — ^9 — 3. 

n  n'y  a  plus  de  difficulté  à  placer  les  nombres  corres- 
pondant à  ces  différences ,  et  les  complémens  achèvent  le 
carré. 

En  conservant  toujours  les  mêmes  carrés  de  3  et  de  4, 
voici  un  carré  de  7  avec  feusse  croix  QSgure  230,  planche 
XXX  VIH). 

La  1/^  diagonale  est  encore  exacte;  la  2.®  a  ses  angles 
faisant  couple ,  et  de  plus  10  d'intersection,  dont  la  diffé- 
rence est  15;  il  Êiut  encore  4  différences,  dont  deux  com- 
munes avec  les  groupes  horizontaux,  et  deux  communes 
avec  les  groupes  verticaux*  Soient  les  4  groupes 

8+6—14=0 12+1—13=0 

7—4—3=0 11—9—2=0 

Si  donc  une  différence  de  chaque  groupe  ajoutée  à  15 
donne  une  somme  =0,  la  diagonale  aura  lieu.  Qu'elle  soit 
15— 14+12— 4— 9==0.  n  sera  facile,  en  substituant  les 
nombres  aux  différences  et  au  moyen  des  complémens , 
d'obtenir  le  carré  de  la  figure  230* 

Chi  voit  que  les  constructions  varient  suivant  la  forme 
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que  Ton  veut  dotoer  àa  carré  de  7*  Ge  sont  les  diagonales 
partionlièrenient  sur  lesquelles  doit  se  porter  l'attention , 
ainsi  qu'on  a  dû  le  remarquer  dans  tout  ce  qui  préoède, 
et  même  dans  toute  la  tliéorie  des  carrés  magiques»  C'est 
en  effet  le  genre  de  lignes  qui  est  le  plus  susceptible  d'at- 
tératiotts,  par  la  difiérence  des  formes  d'un  carré,  surtout 
lorsque  l'on  arrive  aux  formes  krégulières.  H  firadra  donc, 
pour  chaque  cas ,  s'assurer  que  les  diagonales  penrent 
être  exactes,  et  déduire  de  la  o^mstruction  de  ces  lignes 
celle  des  autres,  soit  horizontales,  soit  yerticales. 

ABTICLB   IV. 

CARfti    DB    7    ITXC    BlffDBS    D^TÂCHiES. 

Gomme  dans  le  carré  {fiff^re  221,  planche  XXXTII), 
on  peut  aussi  bien  prendre  le  carré  de  3  pour  celui  d'é- 
querre,  et  celui  de  k  pour  celui  d'intersection,  que  ce  der- 
nier pour  le  premier,  et  réciproquement;  soit  fait  le  carré 
de  3  par  3  bandes  isolées  {^planche  XXXYII  bis  ^figures 
a  et  (),  et  avec  les  nombres  de  la  figure  221  \  que  le  carré 
de  4,  toujours  ayec  les  mêmes  nombres ,  soit  aux  inter- 
sections. 

Comme  chaque  £agonale  aura  un  couple  et  le  mojen, 
il  ne  faut  plus  que  4  difTérences  :  elles  doivent  être  telles 
qu'un  groupe  en  verticale  en  contienne  deux,  un  des 
groupes  en  horizontale  aussi  deux,  et  les  deux  autres 
groupes  aucune.  Soient  toujours  ces  groupes 

14h-6— &=30 ta— 12~1==0 

7— 4— 3=d0»  • . . .   11—  9—2=0 

Que  la  diagonale  première  comprenne  deux  différences, 
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dont  nne  avec  signe  changé,  prises  dans  deox  de  ces 
groupes  :  eOe  pent  être  74-/|-f  1 — 12.  Ces  diffi&raices  se-- 
ront  placées  axec  leurs  complémens ,  comme  ci-dessus; 
l'autre  diagonale  aura  les  mêmes  différences  que  la  pre- 
mière y  avec  tous  les  signes  changés.  L^un  des  carrés  com- 
prend les  différences  des  groupes;  Tautre  carré  contient 
les  nombres. 

On  Yoit  donc  une  nouvelle  combinaison  fiicile  à  saisir, 
et  remarquable  par  sa  forme  :  elle  n'exige  qu'un  peu  d^at- 
tention. 

Si  le  carré  de  3  est  celui  d'intersection,  celui  de  4  peut 
être  coupé,  comme  on  le  voit  (planche  XXXVII  his , 
figure  c  et  d)^  et  l'on  aura  nn  châssis  à  traverse,  qui 
laissera  des  bandes  détachées.  On  conserve  toujours  les 
mêmes  carrés  de  3  et  de  4. 

On  suppose ,  comme  on  l'a  déjà  fait ,  que  7  a  été  subs- 
titué à  12  dans  le  tableau  des  différences  restantes,  pour 
avoir  4  différences  égales  aux  8  autres.  Les  groupes  se- 
raient donc  encore 

7_1«_6=:0 «—12—^=0 

11_3_8=±0 la—  9— 4=0 

La  diagonale  peut  être  6^1 — 8-}-3,  la  diagonale  ajant 
toujours  deux  d^érences  prises  dans  deux  des  4  groupes, 
dont  l'une  avec  changement  de  signe. 

On  n'a  pas  répété  les  carrés  de  3  et  de  4  dans  le  carré 
des  nombres  substitués  aux  différences ,  pour  mieux  faire 
ressortir  les  groupes ,  leurs  complémens  et  les  diagonales. 
Le  genre  de  châssis  de  ces  figures  est  remarquable. 

Ce  même  carré  pourrait  être  coupé  autrement ,  comme 
on  le  voit  {planche  XXXVII  his,  figures  e  etf). 
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Les  groupes  étant  les  mêmes  qae  ceux  ci-dessas,  on 
voit  que  la  l.'^^  diagonale  doit  ayoir  4  différences  prises 
dans  2  groupes ,  dont  une  de  chaque  groupe  avec  signe 
contraire,  puisquHI  manque  2  couples  à  cette  diagonale. 
Soient  donc  pris  6-^1  -f  3*^8  pour  cette  diagonale;  il 
reste  les  2  groupes  U— 12--2  et  13--9--4;  or  la  2.e 

diagonale  a  déjà  2  couples  20  et  30 4  et  46;  il  s'j 

trouve  encore  43,  dont  la  différence  est — 18  :  il  &ut  donc 
que  les  deux  différences  qui  manquent  à  cette  diagonale 
aient  pour  somme -f- 18;  et  ces  deux  différences  doivent 
être  prises  dans  les  deux  groupes  restans-,  or  14  +  4 
=:-|-  18  :  car  on  peut  aussi  bien  avoir  13  —  9 — 4  que 
4  4-9— '13,  Tun  est  groupe  complémentaire  de  l'autre; 
on  fera  donc  aisément  cette  diagonale ,  comme  on  le  voit 
à  la  figure.  Les  complémens  et  la  substitution  des  nombres 
aux  différences  donneront  les  carrés  ci-dessus.  On  aura 
donc  satisfait  à  la  formation  d'un  carré  des  plus  irrégulieit. 


ARTICLE  V. 

LE  CAERÉ  DE  7  r'a  QUE  DEUX  BANDES  ,  ET  GARE^  PARTIEL 
DB  5. 

Toici  plusieurs  formes  qu'on  peut  encore  donner  au 
carré  de  7,  en  faisant  le  carré  partiel  de  5. 

D'abord,  avec  fausse  croix  ifîffir.  231,  pi  XlÔLVin), 
on  a  choisi ,  pour  le  carré  de  5 ,  les  progressions  7  •  8  •  9  • 
10*11 15.16.17.18.19 23*24*25,  et  complé- 
mens; les  différences  restantes  sont  3,  4,  5, 11, 12, 13, 
19,  20, 21,  22,  23, 24,  en  plus  et  en  moins.  Après  ayoir 
construit  le  carré  de  5  par  la  méthode  expéditive ,  la  1.r<» 
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diagonale  comprendra  le  moyen,  plus  mi  couple,  32, 18; 
enfin  39^  dont  la  difiérence  est-— 14:  il  faut  donc  encore 
3  différences,  dont  la  somme  =+1/)  ;  soit  cette  diagonale 
2^4.1 3— 23^14.  La  seconde  a  déjà  un  couple  27, 23;  elle 
a  de  plus  26,  dont  la  différence  est— ^1  ;  enfin  eSe  doit  avoir 
une  différence  commune  avec  la  première  :  qu'efle  soit 
donc  —1—23—19+21  +22. 

La  iJ^  horizontale  aura  d'abord  le  complément  de  la 
différence  commune  aux  2  diagonales^  ou+23,  et  de  plus 
une  différence  de  chacune  de  ces  diagonales  :  qu'on  la  fasse 
+23+13— 19+»-11— 5— 4. 

La  verticale  aura  d'abord  une  différence  commune  avec 
la  l.'c  diagonale  :  c'est  celle  non  encore  employée,  ou+2&; 
ensuite  la  différence  commune  à  cette  diagonale  et  à  l'ho- 
rizontale, avec  changement  de  signe,  ou-*  13;  de  plus 
%  différences  communes  avec  la  2.^  diagonale ,  dont  une 
avec  changement  de  signe;  elles  peuvent  être  22 — 21  : 
ce  sont  celles  non  employées  de  cette  2.^  diagonale  ;  on 
aura  donc  déjà  +24+22—21—13=12.  H  faudra  qu'avec 
les  deux  différences  qui  n'ont  pas  £ût  partie  des  dfiagonales 
ni  de  la  verticale,  et  qui  sont  20  et  12,  plus  avec  une  autre 
commune  avec  l'horizontale,  on  puisse  obtenir— 12;  or 
—20+12—4=— 12  :  ainsi  la  verticale  serait  24+22—21 
— 13 — 20—4+12.  Voici  comment  il  £siudrait  arranger 
ces  différences ,  avant  de  les  distribuer  dans  le  carré  ; 

i  w  diag.  (—1 4>-.2«+34+<  S 

2.e  diag.(^  1)— 23      .        •  —19+21+22 

Horizont  +23      .+13—19      .       . +8— M— .5— 4 

Verticale.  +24— «8      .  —21+22    .      .      — *— 20+12 
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Snbslituant  les  nombres,  on  aura  : 
Lrediagonale.  48    1    12 
2.e  diagonale.  48    .     .    H    H    S 
Horizontale.       2    .    12  44     •     .  22  36  90  29 
Verticale.  .     1    38    .    46    3    .     .    .    29  45  13 

U  n'y  aura  pins  de  difficulté  à  placer  les  nombres  et  les 
complémens.  On  fera  attention  que  le  complément  21 
de  29,  doit  être  placé  diagonalement  par  rapport  à  29. 

Autre  forme  ayec  le  mAme  carré  de  5  {figures  232, 233, 
planche  WWlll). 

Si  l'on  met  en  éTidence  les  différences  des  nombres  du 
carré  de  5  qui  sont  placés  diagonalement,  la  1J^  diagonale 
aura  10-^9  +  17=18.  On  peut  FacheTer  par  23  +  5 
—24—22.  La  2.c  diagonale,  ayant  10+9+8=27,  doit 
encore  se  composer  de  deux  différences  de  la  première, 
arec  signe  changé;  ce  sont  celles  des  angles;  on  les  a 
supposées — 23—5,  et  on  l'a  acherée  par  20—19:  elle 
est  donc— 23— 5+20— 19  (+27). 

L'horizontale  supérieure  doit  ayoir  les  deux  différences 
angulaires  des  2  diagonales,  et  cinq  autres  différences: 
elle  peut  donc  être  23—5+21—11—12—13—3. 

Quant  à  la  verticale^  elle  aura  deux  différences  com^ 
munes  avec  la  1 J^  diagonale,  dont  une  avec  changement 
de  signe  :  elles  sont  24  et  22;  plus  deux  différences  de 
la  2.^  diagonale ,  dont  une  avec  changement  de  signe  : 
elles  sont  20  et  19;  enfin  deux  communes  avec  l'horizon- 
tale, dont  une  aussi  avec  changement  de  signe  ;  et,  comme 
la  différence  4  n'est  pas  employée,  elle  doit  faire  partie  de 
la  verticale  :  il  ne  s'agit  donc  que  de  savoir  si  la  verticale 
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peut  se  former  en  faisant  varier  l'une  des  deux  différences 
— ^2/il — ^22;  plus  l'une  des  deux  +20^1 9  ;  ensuite  l'une  des 
cinq  +21 — 11 — 12 — 13 — 3,  de  manière  à  aToir,  en  ajou- 
tant+4,  une  somme  =:0.  Or  on  peut  avoir  pour  cette 
verticale  24— 22— 20— 19+21 +12+4 =a  Mettant  ces 
lignes  en  ordre,  on  aura  : 

Irediag.  +23+5—24—22 

2.ediag.— 23— 5     .       .+20—19 

Horizon.     23—5      ....  +21—11—12—13—3 

Verticale.    •      .+24—22—20—19+21      .+12      .      .+4 

Et  en  nombres 
l.rediagon.      2  20  49  47 
2.»  diagon.     48  30    .     .     5  44 
HorizonUle.     2  30    .     .     .     .      4  36  37  38  28 
VerUcale.  .    •     1  47  45  44     4    .   13    .     .     21 

Encore  une  autre  forme  (Jigures  234,  235,  planche 
XXXVUI). 

Le  carré  de  5  est  coupé  autrement  que^lans  les  figures 
précédentes.  On  voit  que  la  ij^  diagonale  comprend  un 
couple  +17—1 7,  différences  de  8  et  42  ;  la  seconde  a  éga- 
lement un  couple +  8 — 8,  différences  de  17  et  33.  Ainsi 
chaque  diagonale  exige  encore  quatre  différences,  indé- 
pendamment de  celle  du  carré  de  5,  qui  ùâi  partie  de  ces 
diagonales,  et  qui  est  — 9  pour  la  première  et  +  9  pour  la 
seconde  ;  mais  de  ces  quatre  différences  il  j  en  a  trots 
communes,  savoir:  une  avec  son  signe;  c'est  celle  d'in- 
tersection des  diagonales ,  et  deux  avec  changement  de 
signe  :  ce  sont  celles  des  angles.  Soient  ces  diagonales  : 
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J.re        (_9)+22— 21+19— 11 

2.«       (+9) +20-21— 19+11 

La  Terticale  doit  ayoir  une  différence  commune  avec 
chacune  des  diagonales ,  et  de  plus  ceUe  de  l'intersection 
de  ces  lignes ,  avec  changement  de  signe  :  de  sorte  que 
22+20+21  font  nécessairement  partie  de  la  verticale, 
qu'on  peut  achever  par — 2U — 23—12—4.  Elle  sera  donc 
22+21  +20— 2<ï— 23— 12— 4. 

Quant  à  lliorizontale,  éDe  a  déjà  19+11  aux  angles; 
elle  doit  avoir  de  plus  deux  différences  de  la  verticale,  dont 
une  avec  changement  de  signe*  H  s'agit  de  reconnaître  si, 
avec  les  trois  différences  restantes  3, 5, 1 3,  on  peut  former 
cette  horizontale:  ce  qui  peut  se  iaire  par  19+11-*23 
4.4_a— 13+5. 

Yoici  ces  lignes  d'après  leurs  différences: 

l.rediaiC.  (— 9)+f2— 2i+1»— H 

2.e  diag.  (+9)       .  — 2i— i  9+<  1+20 

Verticale.  +22+21       .        .  +20—24—28—12—4 

Horizontale.  .       ,  +1 9+1 1       .       .  — 2S      .  +^-5— 3— 1 8 

On  aura ,  en  substituant  les  nombres , 
l.re  diagonale.   3  /t6    6  36 
2.e  diagonale.    •  46  4^  14  5 
Verticale.  3    4.     .    5  49  48  37  29 

Horizontale.       .    .     6  14  .     .    48    .   21  20  28  38 

Autre  forme  en  conservant  toujours  le  même  carré  de  5 
i/igures  236,  237).  On  aura  un  ûiux  châssis» 

La  l.ïe  diagonale  n'a  qu'un  couple — 7+7,  différences 
de  32, 18,  plus  le  nombre  11,  auquel  répond  la  différence 

TOM.    II.  18 
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-f  1/|.  La  2.^  diagonale  a  aussi  un  couple*^ 2+2,  diffé- 
rences des  nombres  27,  23  ;  elle  a  de  plus  les  nombres 
26, 34,  auxquels  répondent  les  différences — 1 — ^9,  dont  la 
somme  est — 10.  Il  faut  encore  quatre  différences  à  la  lJ^ 
diagonale,  dont  la  somme  doit  être — 14;  et  trois  diffé- 
rences à  la  2.e  diagonale,  parmi  lesquelles  il  y  en  aura  une 
commune  avec  la  première.  Leur  somme  doit  être +10. 
Ces  lignes  peuvent  être ,  savoir  : 

l.rç  diagonale.   (+14) +23— 19— 13— 5 

2.6  diagonale.   (—10)  +23—24+11 

L'horizontale  doit  avoir  deux  différences  communes  avec 
la  1  .»*  diagonale ,  dont  une  avec  signe  changé  ;  il  en  est  de 
même  avec  la  2.^  diagonale.  Soit  cette  horizontale — 19 
4-13+24+11—22—4—3.  11  est  clair  que  23  n'en  peut 
foire  partie  :  oar  c'est  le  centre  du  carré  total ,  et  l'hori- 
zontale ne  passe  pas  par  le  Centre* 

La  verticale  aura  une  différence  commune  avec  la  1  .** 
diagonale  :  elle  est  23 ,  qui  se  trouve  à  l'intersection  des 
2  diagonales;  la  verticale  aura  de  plus  une  autre  différence 
de  cette  l.'e  diagonale  avec  signe  contraire  :  elle  ne  peut 
être  que  +  5 ,  puisque — 5  est  la  seule  qui  reste.  Il  y  aura 
encore  une  différence  de  la  2.«  diagonale ,  avec  signe  con- 
traire; cette  différence  est  celle  d'intersection  de  l'hori- 
zontale avec  la  2;®  diagonale  :  elle  sera  donc — 11  ;  enfin  il 
faut  encore  une  différence  commune  avec  l'horizontale. 
Or  23+5—11=17:  donc  les  trob  différences  restantes, 
r2j  20,  21,  et  une  de  rhori^ontalc,  doivent  donner  — 17, 
don  peut  avoir  la  verticale  23+5—1 1—21—12+20 — S- 

U  est  bon  d'arranger  ces  ligneâ  comme  on  Ta  fait  liéjà 
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plusieurs  fok,  afin  d'éviter  tout  embairas  daas  le  place- 

meiiit  d^s  iioii4re9< 

I J*  diagonale,  -f  2S-^I  9*-1 3^5 

S.«  diagoaaie.  4-Sa  .      .-.244-11 

Horiiontale.  .  — <  0+1 3     .  -f  24-{-1 1^22-^4*3 

Verticale.         +23  .+5      .—11       .—4     .—21—12+20 

Substituant  les  nombres ,  on  aura: 
l.re diagonale.  3  4^  38  30 
2.«  diagonale.   2    ...    49  14 
Horizontale.       .  44  12    .      1  14  47  29  28 
Yerticalc.  2    .     .20     .   36    .    29    .    46  37  5 

On  verra  (^planche  XSJLVU.  bis  y  Jigures  g  et  &)  deux 
formes  qui  rentrent  l'une  dans  l'autre  :  car  les  diagonales 
ont  l'une  et  l'autre  un  couple  et  demi  dans  le  carré  de  5, 
et  il  j  a  sjmétrie  :  aussi  la  construction  de  l'une  des 
fcNnodes  entraîne  celle  de  l'autre  >  comme  on  le  voit  dans 
les  deux  carrés  de  différences  ci -dessous;  on  consenre 
toujours  le  même  carré  de  5. 

Si  la  verticale  est  22—21—20+16—13+12+4,  lliori- 
sontale  doit  avoir  deux  différences  communes ,  dont  une 
avec  changement  de  signe  :  on  l'a  &ite  21 — ^20 — 6—1 — 2 
+3+5. 

La  l.re  diagonale  doit  avoir  deux  différences,  dont  une 
avec  signe  changé,  tant  de  la  verticale  que  de  l'horixon- 
tale  :  qu'elle  soit  22 — 16 — 5 — 1.  La  2.®  diagonale  n'est  que 
la  l.re,  dont  tous  les  signes  sont  changes. 

VerUc.     22—21—20+ 1 6—1 3+12+4 

Eorizont.  .  +21—20     .       .       .      .—«—1—2+3+5 

l.'^cdiag.22      ,       •— 16     .       •      ,      — 1     •     .—5 
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H  est  inutile  d'aller  plus  loin  :  on  voit  assez ,  par  tous  les 
exemples  donnés,  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  si  l'on  voulait 
obtenir  d'autres  formes.  On  s'appesantira  encore  sur  quel- 
ques carrés,  afin  de  faire  disparaître  tout  embarras  et 
toute  difficulté  :  car  ce  genre  de  carré  exige  plus  d'atten- 
tion que  les  autres;  mais ,  avant  d'aller  plus  loin ,  on  ne 
peut  résister  au  désir  de  donner  encore  une  des  formes 
nombreuses  dont  est  susceptible  le  cairé  de  7,  Le  faux 
châssis  qui  caractérise  cette  forme  est  remarquable  en  ce 
qu'une  seule  bande  partage  le  carré  de  5  verticalement. 
{Planche  XXXVII  his,  figure  L) 

On  voit  que  la  1  je  diagonale  a  déjà  un  couple ,  1 1 ,  39, 
dont  les  diflférences  sont  +1 4-r-1 4,  et  de  plus  la  différence 
— 7.  La  2.e  diagonale  ayant  les  nombres  31 ,  34 ,  23,  dont 
les  différences  sont —6—9+2,  la  somme  de  ces  dernières 
est  =—13. 

Soit  iaite  l'horiisontale  24+23—20—21—22+13+3. 

La  verticale  doit  avoir  deux  différences  communes  avec 
l'horizontale ,  dont  une  avec  signe  changé  :  ce  sont  les  dif- 
férences d'intersection  ;  soient  ces  différences  chobies 
24 — 3  :  Cette  verticale  aura  encore  les  cinq  difiërences 
restantes,  et  sera  par  conséquent  24—3—5—19 — 12 
+4+11, 

La  Ije  diagonale  doit  avoir  deux  différences  communes 
avec  l'horizontale,  et  autant  de  la  verticale;  l'une  des  deux 
différences  de  chaque  ligne  avec  changement  de  signe,  et 
de  manière  que  leur  somme  soit  =^7.  Qu'on  prenne,  par 
exemple,  5+4+20— 2i 

La  2fi  diagonale  doit  avoir  quatre  différences,  dont  une 
commune  avec  la  l.^^e  et  avec  la  verticale  :  c'est  +  4,  ift- 
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tersection  des  deux  diagonales;  et,  comme  eOe  a  déjà — 1 3, 
il  fiiudra  donc  Êdre  9  avec  une  difTérence  de  la  yertieale  y 
dont  le  signe  sera  changé,  et  ayeo  deux  de  l'tiorizontale, 
dont  une  arec  changement  de  signe.  Or  0  reste  en  hori- 
zontale les  différences  libres+23 — 21  -{-î3«  Les  différences 
,de  ces  difKrences  sont  44, 10,  34  ;  il  fiaiut  donc  Toir  si  Pane 
de  ces  dernières,  ayec  le  signe± ,  ajoutée  à-f  9,  donnera 
une  somme  égale  à  Fune  des  différenees  restantes  de  la 
Torticale,  ayeo  son  signe  changé*  lUes  sont,  signe  changé, 
^194.12— tt.  Or  10+9sl9  V  ainsi  cette  2.^  diagonale 
est  possible,  et  deyiendra  4-|-19— 23-|-13*  Ces  lignes 
peuyent  se  dbposeï^  comme  suit  : 

Horiaontde.      -f-SA-f^SS— 30— 24— 22-fU+S 

Yertioide.  +24 —3-^;— ,i9-.<j-^44-n 

l.re  diagonale.       .        .-[-20     .—22      .      .+5     .       .+4 
2.e  diagonale.       .  —23     .  .  +iZ    .     .4-\9      .  +4 

Et  en  substituant  les  nombres, 
Hmzontale,      1     2  45  46  47  12  22 

Verticale,  1 28  3Q  44  37  21  14 

1. ire  diagonale.   .      ,5     .  47    •.     .    20    .     .  .21 
2.e  diagonale.  .    48  .     •     •    12    .     .      6   .    21 

Ce  carré  complet,  ayec  les  nombres^  se  trouye  (;7^a/tcAe 
%XX\Ubis,^gurek.) 

ARTICLE    VI. 

CàMÈ  DE  6  AYEC  DITERSE9  TRANSFOBKATlOltS.  , 

On  ya  d'abord  former  le  carré  -de  6  ayec  les  différences 
(figuré  238,  planche  XXXVUI)  :  pour -cela  soit  construiÊe 
une  diagonale ,  et  qu'elle  soit ,  pa^  exemple. 
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ih.        2h.       Sh.     5h.e.    31i.c.    1  b.c. 

+13,5+12,5+5,5—11,5—10,5—9,5. 

6b  (bra  trois  borkontales  dans  chaoïune  desquelles  en 

fera  eatrer  une  difféjrence  de  la  diagonale  a^ee  son  signe  y 

et  une  autre  areic  ckangement  ^e  signe*.  La  2.®  diagonale 

est  composée  des  Gomplémeas  de  la  1«''c.  Les  verticales 

auront  les  différences  aux  cases  oorvespo.ndantes ,  ce  qu'en 

obtient  en  mettant  par  ordre,  dans  tes  ti^ois  4Milres  korî- 

,  smttales,  leis  complémens  des  trois  premières,  comme  le 

marque  la  figure  238.  Soient  donc  tes  liois  pcemtères  1id- 

nxontates 

l.re  horizontale.  13,5+  9,5— 17^-16,5+15,5— 4J5 

2.«  horizontale»  12,5+10,5—14,5--  7 fi—  3,^+2^ 

8.€  horisoBtide.  41,5+  5,5—8,5—  6,51—  1,5-^^ 

Les  nombres  cbrrèspondahs  donnent  le  carré  {figure 
239,  planche  XXXVIlI). 

U  y  a  grand  nombre  d^autres  combinaisons  pour  faire  la 
diagonale,  et  par  conséquent  pour  avoir  le  Carré  de  6. 

Quoique  le  carré  de 'la  figu^e  239  soit  simpFe ,  voyons 
les  tableaux  dont  il 'serait  le  réisultàt  : 
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n  est  bien  impossible  ^  prévoir  de  setnfclables*  taMeilox  : 
le  seoofid  n'est  pas  le  premier  reu versé;  ce  premîw,  qui 
devrait  avoir  21  à  chaque  ligne,  ou  un  muHiple  de  6  en 
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fliÊB  <m  en  moiâs^  a  poar  sommé  tantôî  27,  tantôt  21 ,  9,. 
et  leofs  Gomplémens  33,  21,  15.  Le  2.^  tableau  porte  à' 
chaque  ligne  les  compl^mens  à  111  de  eelles  du  1.^  ta* 
bleau.  On  voit  par  cet  exemple  conAien  est  circonscrite 
la  méthode  de  La  Hire.  11  faut  donc  s'astreindre  à  employer' 
plus  particulièrement  celle  des  différences ,  Sui4out  pour 
les  carrés  pairs  dont  la  cacine  ne  se  divise  que  par  2  :  car 
ce  sont  les  plus  difficiles  à  -fermer»  ^ 

Yoici  les  taUeaux  pour  la  méthodo  ordinaire,  le  carré 
résultant,  et  celui  de^  différences. 

2%  6  6  24  6  24 
30  30  0  0  30  0 
12  18  18 '18  12  12 
18  12  12  12  18  18 
0  0  30  30  0  30 
6  24  24  '  6  24    6 

25  11  10  27.   8  30  —  6,5+  7,5+i8,T>—  8,5+10,5—11,5 

36  35    3    4  32    1  —17,5—16,5+15,5+14,5—13,5+17,5 

18  20  21  22  17  13  +  0,5—  1^—  2,5—  3,5+  1,5+  5,5 

19  .14  15  16  23  24  —  0,5+  4,5+  3,5+  2,5—  4,5—  5,5 

6  5  34  33    2  31     +12,5+13,5—15,5-14,5+16,5—12,5 

7  26  28    9  29  12    +11,5—  7,5—  9^+  9,^^-10,5+  6,5 

On  Tok  encore  ici  symétrie  dans  le  carré  des  di£Sérenoes , 
mms  différente  de  celle  do  fa  pheriiière  fonnafion*  Les  dia«- 
gonoles  sont  composées  de  nombres  a^ec  leurs  oomplé^  - 
mens  par  ordre.  Les  2fi  et  9.^  yerticales  ont  leurs  extré- 
mités complémens  l'une  de  l'autre  j  les  première  et  der- 
nière horixontales  ont  leurs  complémiens  au  milieu  de  ces 
lignes.  Les  2.«  et  5.«  horizontales  ont  de  même  leurs  corn- 
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plémens  aux  extrémités  ;  les  nombres,  du  miliea  les  ont 
Terticalement.  Les  3.^  et  4.®  hmisontales  ont  leurs  extré^ 
mités  complémens  en  yerticale;  et  les  2.^  et  5.«  différences 
complémens.  On  verra  mieux  les  analogies  en  détaillant  ce 
carré  de  différences  conmie  suit  : 

—  6;^+  7p+  8,5—  8,5+10,5—11,5 

.  —16,5        .         •  —13,5 
+  0,5        .  —  2,5—  3,5        .  +  5,5 

—  0,5        .  +  3,5+  2,5        •  —  5,5 

.  +13,5        .         .  +16,5 
+11,5—  7,5—  9,5+  9,5—10,5+  6^5 

.  +  7,5        .  •  +10,5 

— 17,5        .  +15,5+14^+    .  +17,5 

.  +  4,5        .  .  —  4,5 
+12,5        •  —15,5—14,5       .  —12,5 
7,5        .  .  —10,5 

Tenant  au  carré  d'éijaerre,  on  a  Êdt  celui  de  4  arec  les 
8  premiers  et  les  8  derniers  nombres;  les  différences  res- 
tantes sont  de  0,5  à  9,5  {figun  240,  241,  p2.  XXXTin). 
La  1.>'e  diagonale,  passant  par  celle  du  carré  de  4,  ne  doit 
plus  avoir  qu'une  différence  et  son  comidément;  quant  à 
la  secoiidey  elle  a  déjà  34  et  29,  dont  les  diffSrences  sont 
-«15,5  —  10,5=s — 26.  Lliorisontjde  aura  la  diffkence 
choisie  de  la  1.'^  diagonale ,  et  deux  de  la  seconde ,  dont 
une  avec  changement  de  signe.  La  verticale  aura  encore 
celle  de  la  l.re  diagonale ,  et  deux  autres  de  la  2.®  diago* 
nale,  dont  une  avec  changement  de  signe;  et  de  plus  une 
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de  lliorisoiitale ,  dont  le  signe  sera  changé.  Soient  ces 
lignes: 

i.redhtgon,  +9,5*9,5 

î.e  diagon.  .  -f-8,5+7,54-5,5-{-4,5 

Horizontale.  4-9,5      . — 8,5      .        .+4,5—6,5+1,5—0,5 

Verticale.     +9,5  .  —7,5+5,5  .  — 1,5      .  — S,6— 2,5 

Et  en  nombres , 

l.re diagonale.   9  28 
2.e  diagonale.    .    .    10  11  13  1/l 
Horizontale.       9    .    27    .     .    Ift  25  17  19 
Yerticale.  9    .     •   26  13    .     .   20    .    22  21 

n  est  maintenant  &cile  de  placer  les  nombres  ;  car  9 
sera  à  l'angle  de  la  iJ^  diagonale ,  de  l'horizontale  et  de  la 
yerticale;  par  conséquent  son  complément  28  sera  le  2.« 
nombre  de  la  diagonale.  Ensnite  10  et  son  complément  27 
seront  Pun  sous  l'autre ,  de  manière  que  10  fasse  partie  de 
la  2*®  diagonale,  et  27  de  l'horizontale;  1 A  est  à  l'angle  de 
cette  diagonale  et  de  l'horizontale  :  17  et  son  complément 
20  sont  placés,  savoir  :  17  à  l'horizontale,  et  20  diagona- 
lement  en  yerticale;  25  et  19  de  l'horizontale  à  yolonté, 
dans  les  deux  cases  restantes,  ainsi  que  21  et  22  à  la  yerti- 
cale ;  1 3  sera  à  Fautre  angle  de  la  2.»  diagonale  ;  enfin  1 1 , 
à  la  case  restante  de  la  2.®  diagonale ,  aura  son  complément 
26  en  yerticale. 

On  yoit  {ji^re  242  >  le  carré  de  6  ayec  bordure  tirée  de 
la  figure  à  équerre  241.  Les  quatre  cases  des  angles  sont 
celles  d'intersection  de  la  figure  24 1  ;,  la  2.^  diagonale  parait 
confondue  dans  la  bordure ,  mais  les  nombres  qui  la  com- 


2B2 


GARRé   DE   ft 


posaient  oàuvtent  toujours  tes  mémets  lignes  db  cairé  cen^ 
tral  de  4. 

La  figure  à  châssis  {figure  2^3)  ^  tire  des  précédentes; 
les  intersections  ^ont  les  mêmes  ,et  les  nombres  4a  diâssis 
couvrent  les  mêmes  lignes* 

Une  autre  forme  régulière  {figures  244 ,  245}  présente 
les  deux  diagonales  ayant  chacune  un  couple,  et  compla- 
mens  Tune  de  l'autre,  pour  les  quatre  différences  qui  leur 
manquent*  L'horizontale  en.  aura  deux  communes  avec 
la  1  je  diagonale,  dont  une.  avec  changement  de  signe.  La 
Terticale  aura  les  deux  autres ,  dont  une  ayec  changement 
de  signe ,  plus  deux  différences  de  l'horizontale ,  dont  une 
aussi  ayec  signe  changé.  Ces  ITgnes  peuvent  donc  être  ; 

4.ra  diag.  +8,5+3,5—7,5—4,5 

Hocizont.  —8,5      •        ,  —4,5+9,5+6,5—5,5+2,5 

Verticale.  +3,5+7,5       .        .  —6,5—5,5      .  +1,5—0,5 

Et  substituant  les  nombres  aux  différences  : 

1^  diagonale.  10  15  26  29 
Horizontale.     27    .     .    23  9  12  24  16 
.  Verticale.  .    15  11    ..  25  24    .  20  19 


On  aura  {figures  246 ,  247)  une  espèce  de  double  croix. 
Chaque  diagonale  a  un  couple  dans  le  carré  de  4,  et  elles 
sont  encore  complémens  l'une  de  l'autre  pour  les  quatre 
différences  qui  doivent  les  compléter  :  l'horizontale  a  deux 
différences  delà  diagonale,  l'une  changeant  son  signe;  la 
verticale  aura  les  deux  autres  aussi  avec  un  changement 
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de  signe,  plus  den  différ^nees  dé  lliariMmilfe,  UmjaiM 
arec  on  changement  de  signe.  On  pourra  Êiire  ces  lignes, 
sftToir  : 

f  .w  diag.  9,54-6,5—7,5—8,5 

Horiz.'       9,5—6,5  .   — 4,54-5,5— î,5— 1,5 

Vertie.         .        .  4-7,5—8,8—4,5       .  4-2^      .  -^.>>-0,8 

n  y  a  encore  espèce  de  symétrie  {figures  248, 249) , 
mais  les  diagonales,  outre  un  couple  à  chacune,  ont  en* 
core  une  différence  ûxe^  sàToir  ?  + 1^^^»  différence  de  6 , 
pour  la  première')  et— •11,5,  Afférence  de  90,  pour  la 
seconde*  Ces  ttgnes ,  ainsi  que  lliorizontale  et  là  rerticale , 
•ont  été  formées  comme  suit  : 

1  :«  diag.  (4-1 2,5>|-5,5— 9^5— 8,5  r 

2>  diag.(— «i,5)      .'      .4-8,5+7,5—4,5 

Horizont   *  ij-fl,5— 8,5+7,5       .  — 6,5— »,54-1^ 

Vertiealè.  +575-119,5      .  ^7,5^.4^5      -  .  —2,5—0,5 

Substituant  les  nombres,  on  await  e 
Ij^ç  diagonale.  13  28  27 
a^e  dia«onûla.  ;»     •    10  11  2» 
;    Horivonlalo*/    »     9  27  11    .  25  22  17 
Verticale*.   ,   13    9^   .    26  23..  ..     .21  IB 

.  (#%tfr«tf  259, 251  >  plauehe  XUUX.)  Oui  letra  endore 
ici  espèce  de  8jtiiétriè,en  retournant  les  ffpves.  La  1.» 
dingoatile  a  déjà  te  difféfences.fise6-»12^+l5j5ss+d; 
alfese60tadeaefl:diB6i:«iHies*^1%^+11,5e=a-*5.  Lés  ligtiea 
oniété  •eoMtruAte*.  ^  les  difiébenoes ,  coinilie  soit  t 
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4."diag.  (+8)— 8,5+»,54.«,5-4J,5 
2.e   diag.  (—5)4-8,5  .  4^,5—4,5—5,5 

Horizont  — 8,5      .        .  +6,5  .  +7,5—0,5 — 3,5*-i,5 

Vcrlic  +9,5^2,5       .  —4,5+5,5—7,5—0,5 

Et  avec  les  nombres  substitués  aux  différences  ; 
l.re diagonale.  27  9  16  25 
2.e  diagonale.  10  •    .12  23  2^1 
Horizontale.      27  .    .   12    .     .   11  19  22  20 
Verticale.  .    9  21    .   23  13  26  19 

II' j  a  à  &ire  ici  une  remarque  importante. 
Que  l'on  reuTerse  le  carré  de  la  figure  250»  et  que  Ton 
conserve  toujours  le  carré  de  4  de  la  figure  240,  en  le 
retournant  comme  on  voit  {planche  XSXYll  bis  ^figure  l). 
La  1 J^  diagonale  aurait  eu  1 2,5  et  1 0,5  du  carré  central , 
différences  de  6  et  8;  la  2.^  diagonale  aurait  ou  de  même 
11,5  et  13^  =  25  par  les  difTérences  de  7  et  5.  Gelle^ 
aurait  pu  se  compléter  par  — 8,5 — 6,5 — 5,5^1,5;  mais 
comme  là  première  et  la  dernière  horizontale  doivent  avoir 
à  leurs  extrémités  les  différences,  coînplémens  Tune  de 
l'autre ,  pour  que  le  carré  total  sok-raagiqae,  ilstfit  que  la 
iJ^  diagonale  aurait  deux  ^fférences  de  la  seconde,  avec 
changement  de  signe  pour  l'une  et  l'autre.  Elles  ne  seront 
donc  pas  moindres  que  5,5+4,5=10;  et,  comme  Ifr  1.^^ 
diagonale  a  déjà  12,5+10,5=23,  elle  n'aurait  pas  moins 
de  10+23b=33;  il  lui  (aut  enîDoredettX-^fflSTences,  4antla 
somme  ne  peut  être  33.  Ainèi  cette  1.^^*  diagonale  est  im- 
possSkle  :  d'où  il  suit  qu'en  conservant  le  même  carré  cen- 
tral ou  de  coupures,  sa  position  particulière-  reine  possiUe 
ou  impossîMe  la  formation  du  carré  totaL  te  reconnaît  au 
reste  &cilement  les  signes  d'impossibilité. 


AVEC    THANSFOftKATIORS. 


285 


Ce  qu'on  Tient  de  dire  n'est  plus  appKcable  an  cas  oii 
le  carré  de  botipures  serait  comme  il  est  supposée  la  âgui*e 
250  :  car  le  quart  de  conversion  de  la  figure  ne  peut  rendre 
impossible  ce  qui  était  possible  ayant  la  conversion,  toutes 
choses  étâpt  d'ailleurs  dans  le  même  état;  il  fiiut  que  le 
carré  de  coupures  éprouve  un  changement. 

En  fiiisant  fiiirc  un  quart  de  révolution  au  carré  de  cou* 
pures  de  la  figure  240  y  on  obtient  encore  une  autre 
forme  (figures  252,  253,  planche  XXXIX).  La  première 
diagonale  ayant  dans  le  carré  5  et  1 ,  dont  les  différences 
sont  + 13,5+17,5=31 ,  et  la  seconde  33,  dont  la  diffé- 
rence est — 14,5 ,  indépendamment  d'un  couple  7, 30*  On 
pourra  établir  les  lignes  comme  suit  : 

1.«*dliag.  (+81>-»,5— 8,5— 7,5— 5,5 

S.«   diaj.  (— U)      .        .        .        .+6,5+4,5+8,5 

Horizont  —9,5+8,5       .         .  —6,5+4,5       .  +1,5+0,5 

Vertic.  .  —7,5+5,5+6,5       .  — »,5      .  +0,5— 1>5 

Et  en  substituant  les  nombres  : 

1/e  diagonale.  28  27  26  24 

%^  diagonale 12  14  15 

Horizontale.     28  10    .     .   25  14    .    16  18 
Verticale.  .     .  26  13  12    .   22   .    18  20 


En  conservant  le  carré  de  la  figure  240 ,  on  voit  que  les 
diagonales  ont  chacune  un  couple  dans  le  carré  de  cou- 
pures {figures  254,  255,  planche  XXXIX);  les  lignes 
sont  faciles  à  construire,  l'une  des  diagonales  étant,  par 
symétrie, complément  de  l'autre. 
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l.re  diag.  4-8,«+5,5— 7,5— 6^ 

HomOBt  +8,5       •        »  +6,5—9,5—4,5—8,5+2^ 

Verticale.  +5,5+7,5       .  —9,5       .        .  —2,5+0,5—1^ 

Et  en  nombres,  au  lieu  des  différences  : 
Ijediagoqale.  10+13  26  25 
Horizontale. .     10     .     .12  28  23  22  16 
Terticale.  .      13  11     .    28   •     •    21   18  20 

<hi  trouve  {figures  256  ^  257,  planche  XXXnP)  une 
autre  forme  qui  exige  pour  le  carré  de  coupures  une 
autre  construction,  mais  toujours  avec  les  mêmes  nombres 
{  figure  W&y 

La  première  diagonale  ayant  35  et  3  dans  ce  carré,  leurs 
différences  —  1 6,5+ 15,5  ont  pour  somme  —  1  ;  la  seconde 
ayant  34  et  2,  leurs  différences  — 15,5+16,5  ont  leur 
somme=  + 1.  Il  sera  donc  possible  de  constrmre  les  lignes 
comme  suit  : 

i.«diagonaîe.  (— <)+9,5+5,5— 6,5— 7,5 

2.«  diagonale.  (+1)— 9,5  .  +7,6+2,5—1,5 

Horizontale.  .  —5,5—6,5      .  +2,5+1,5+8,5-0,5 

Verticale.  +9,5  .  +7,5      .        .  -8,5—0,5—4,5—8,5 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  ces  lignes  se- 
ront s 

l.re  diagonale.    9  13  25  26 

2.e  diagonale.  28    .  .     11  16  20 

noriaM>ntale.       .    24  25    .    16  17  10  19 

Verticale.  9     .  •    11     .     .   27  19  23  22 

On  aura  {figures  258 ,  259 ,  planche  XXXIX  )  le  même 
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carré  de  coupures  que  ci-des&us.  La  première  diagonale 
relient  déjà,  du  carré  de  coupures,  35,  8, 30^  dont  les  diffii^ 
renées  sont  •— 16,5-(-10,5— 1 1^5,  dont  la  sQnune=:  -<^17;5  ; 
la  seconde  diagonale  comprend  aussi,  de  ce  carré,  les 
nombres  2,  29,  7,  dont  les  difiTérenoes  +  16,5  —  10,5 
4^41  j5  =4*  17,5.  Les  lignes  pourront  être  construites  par 
les  différences  ,  saToir  « 

1 ."  diag.  (—1 7,5>f  7,5+6,5^8,5 
2.*  diag.  (+17,$)— 7,5      .        .  w5,5^4,5 
Horizon.  .  +6,5— «,5—5,5+4,5— 2,5+0,5 

Verticale.  +7,5       .  —3,5       .  t-4,5  .  —9,5+8,5+1,5 

Et  par  les  nombres  : 
l.re  diagonale.   11     12   15 
2.e  diagonale.  26       •      .     24   23 
Horizontale.         •     12    22  24    14  21  18 
VerUcale.  11      .      22    .     23    .      .  28  10  17 

Il  y  a  beaucoup  d'autres  formes  dont  il  est  inutile 
db  s'occuper  3  -ce  qui  précède  est  bien  suffisant  pour 
guider  dans  tous  les  cas.  Cependant  on  ne  peut  pas- 
ser sous  silence  la  suivante  (  planche  XXXVII  bis  y 
^figures  mein)  y  qui  offre  plus  de  difficulté. 

On  conscrTC  le  carré  de  la  figure  précédente. 

La  première  diagonale-  a -^13,5  pour  somme  des  3 
différences  fixes  ^  16,5  —  14,5  +  17,5.  La  seconde  a 
+  13)5  ;  il  làut  encore  3  différences  à  cbacune,  et  Tune 
de  ces  différences  est  cojiiplénient  de  l'une  des  3  de  l'autre 
diagonale.  Soit  la  première  (—  1 3.5  )  +  9,5  +  5,5—1 ,5, 
et  l'autre  (  +13,5)—  9,5— 7,5  +  3,5  :  llioriionfale  aura 
d'abord  les  deux  différences  de  chaque  diagonale,  qui 
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ne  sont  pas  conununes  entre  ces  deox  lignes,  et  l'une 
des   différences    changera  son   signe.    Soit  cette  hori- 
zontale +  5^  + 1,5  —  7,5—3,5—2,5  +  6,5t  la  yerticale 
doit  d'ahord  avoir  une  différence  commune  avec  la  ij^ 
diagonale  et  Fhorisoatale  :  il  n'y  a  que  +  5,5  qui  con- 
yienne.  Elle  en  aura  une  autre  commune  ayec  la  2.®  dia- 
gonale ,  mais  ayec  signe  changé  :  c'est  +  7,5.  €ette  dif- 
férence est  aussi  commune  ayec  la  ligne  horizontale;  et 
enfin  une  au^e  aussi  commune  à  la  2.®  diagonale,  et 
ayec  son  signe  :  elle  est  également  commune  ayec  la  1.<'« 
diagonale ,  en  changeant  de  signe  ;  c'est  donc — 9,5.  Ainsi 
elle  contient  déjà  +  5,5  +  7,5—9,5  =  3,5,  H  reste  les  3 
différences  8,5,  4,5,  0,5*  Il  faut  obtenir  -^  3,5  ayec  ces  3 
différences  :  or  4,5+0,5—8,5=—  3,5.  Donc  le  carré  est 
possible.  Ordonnant  ces  lignes,  on  aura:  . 
1  .M  diagon.  -[-9,6+5,5—1,5 
î.e  diagon.    —9,5      .        .  —7,5+3,5 
Horizontale.        .  +5,5+1,5— 7,6— «,5—2,5+6,5 
Verticale.      —9,5+5,5      .  +7,5       .        .         .  — 8,5+4,5+0»5 
Et  par  les  nombres  substitués  aux  différences  : 
l.i^^diagon.   9   13  20  • 
2.e  diagon.    28  .     .  26  15 
Horizontale.    .    13  17  26  22  21  12 
Verticale.      28  13    .    11    .     .     .    27  14  18 
On  n'est  pas  assuré  de  procéder  conyenablement  à  la 
formation  des  diagonales,  et  par  suite  à  celle  des  autres 
lignes.  Lorsqu'on  ne  peut  réussir  avec  le  carré  de  4,  tel 
qu'il  est  construit ,  on  le  forme  autrement ,  ou  on  lui 
fait  subir  une  conyersion;  on  choisit  d'autres  nombres  pour 
les  diagonales;  enfin  on  change  quelque  chose  à  l'horizon^ 
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laie,  JQs<IQ'à  ce  que  la  rerticale  soit  possible.  On  aper- 
çut facilement  et  promptement  les  signes  d'impossibilité. 
On  terminera  ici  les  transformations  du  carré  de  6; 
on  peut  les  yarier  d'une  foule  de  manières.  On  trace  le 
carré  à  volonté ,  et ,  ayant  de  le  remplir ,  on  examine 
quelles  sont  les  différences  communes  entre  telle  ou  telle 
ligne ,  et  l'on  &it  les  suppositions  que  l'on  yeut  pour 
construire  les  lignes.  Si  les  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plies par  ces  suppositions ,  on  en  fait  d'autres ,  ou  l'on 
opère  quelque  changement  dans  le  ceoré  de  coupures , 
comme  on  l'a  dit  plus  haut. 

ARTICLE    VIL 
CAaai   BB   8  AyBG    trahsformatiohs. 

Soit  ûiit  d'abord  un  châssis  à  traverses  {figure  262, 
planche  XXXIX)  au  moyen  des  différences.  Qu'on  prenne 
pour  le  carré  de  coupures  (  c'est  celui  qui  se  compose  des 
parties  isolées  de  la  figure)  les  8  premiers  et  les  8  derniers 
nombres;  soient  choisis  pour  le  carré  d'intersection  (  c'est 
cehii  qui  se  compose  des  cases  d'intersection  des  horizon- 
tales et  des  yerticales)  les  8  suiyans  et  les  8  précédens 
nombres*  Ces  deux  carrés  seront  formés  à  l'ordinaire.  Il 
résulte  que  les  diagonales  se  trouyeront  constnntes  :  car 
elles  se  composent  des  diagonales  des  deux  carrés  ci-des- 
sus. Il  ne  ûiut  plus  que  4  différences  pour  compléter  les 
horizontales  et  les  yerticales. 

Chaque  nombre  yaut  ^  ==  32,5.  Le  premier  des  nom- 
bres restans  est  17  ;  sa  différence  sera  donc  32,5  — 17 
=  15,5.  Ainsi,  pour  obtenir  les  yerticales  et  les  horizon- 
won.  Il,  19 
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taies  ;  on  aura  les  16  différences  de  0,5  à  15|5',  et  il  n'jr 
aura  plus  de  différences  communes  entre  ces  lignes.  H 
fiiut  donc  faire  4  groupes  de  4  différences  ;  deux  seront 
en  horizontale,  et  deux  en  verticale;  les  groupes  coin» 
plémentaires  achèyeront  le  carré. 

Soient  ces  groupes 

12^  —  13,5  +    5,5  —    4,5 

14,5  +  11,5  —  15,5  —  10,5 

8,5  4-    7,5  —    9,5  — .    6,5 

3,5  —    1,5  —    2,5  +    0,5 

On  place  à  fentaisie  et  où  l'on  yeut  ces  groupes, pourvu 
qu'il  n'y  en  ait  que  2  en  horizontale ,  et  2  en  verticale. 

Substituant  les  nombres  aux  différences  ,  ces  groupes 
seront 
20  46  27  37....   18  21  48  43 24  25  42  39 

29  34  35  32. 

Dans  ce  genre  de  carrés  on  pourrait  placer  autrement 
les  groupes  :  on  en  mettrait  deux  dans  les  intervalles  entre 
les  cases  du  carré  de  coupures,  et  horizontalement  ;  on 
mettrait  les  deux  autres  dans  les  mêmes  intervalles,  et 
verticalement ,  comme  on  voit  (  planche  XXXYII  bis, 
Jigure  o  )  ;  les  complémens  achèveront  le  carré. 

On  voit  (^figure  263)  le  carré  de  la  figure  262,  avec 
les  nombres  au  Heu  des  différences. 

Examinant  la  figure  263 ,  on  remarque  que  29  +  3^ 
=  60,  plus  petit  de  5  qu'un  couple;  mais  48+22=70, 
plus  grand  de  5  qu'un  couple:  d'où  il  suit  que  la  figure 
263  se  change  sur  le  champ  dans  la  figure  264.  On  voit 
que  le  carré  de  coupures  se  compose  de  deux  bandes 
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isolées  et  symétriquement  disposées*  Le  carré  d'inter- 
section reste  encore  divisé  aux  intersections,  et  dans  le 
même  ordre*  Il  en  est  de  même  des  nombres  entre  les 
carrés  de  coupures.  Les  diagonales  ont  déjà  deux  couples, 
9 ,  56  et  60 ,  5  pour  l'une  ;  12,  53  et  57,  8  pour  l'autre. 
Celle-ci  a  en  outre  36+43+174-34=130=2  couples. 

Le  carré  (^figure  265  )  est  le  même  q[ue  celui  de  la 
figure  264  ;  mais  les  groupes  ont  été  inutiles.  On  a  foit 
des  carrés  pour  les  horizontales  et  pour  les  Tcrticales 
par  la  manière  expéditive,  comme  on  l'avait  pratiqué 
pour  le  carré  d'intersection  et  pour  celui  de  coupures: 
d'où  il  suit  que  le  carré  de  la  figure  265  comprend  réel- 
lement cinq  carrés  :  celui  de  coupures  ,  consistant  dans 
les  deux  bandes  réunies  ;  celui  d'intersection ,  distribué 
aux  angles  et  au  milieu  des  verticales  ;  celui  des  verti- 
cales ,  distribué  au  dessus  et  au  milieu  des  bandes  ;  enfin 
celui  des  horizontales ,  distribué  à  côté  des  bandes.  On  a 
supprimé  ceux  de  coupures  et  d'intersection.  11  faut  ajou- 
ter le  carré  total.  Cette  forme  est  ^acieuse ,  et  la  plus 
facile  a  construire. 

Le  carré  (Jigure  266)  formé  par  la  réunion  des  quatre 
nombres  aux  quatre  angles,  et  celui  d'intersection,  seront 
où  l'on  voudra  ;  ceux  des  horizontales  ou  verticales  se 
tirent  aussi  de  la  figure  265  :  on  peut  même  changer  l'un 
dans  l'autre  les  quatre  carrés  partiels  ;  et,  comme  la  somme 
des  nombres  de  chaque  ligne  de  ces  carrés  est  la  même, 
puisque  chacun  est  composé  de  nombres  et  de  leurs  com- 
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pléméns/on  peut  avoir  carré  à:coinpartiment;  mais  on  lie 
tirerait  pas  carré  à  compartiment  de  la  figure  264  :  car  les 
diagonales  des  carrés  des  horizontales  et  verticales  n'ont 
pas  130  pour  somme. 

•'  L'équerre  du  carré  de  8  à  16  cases  n'est  que  l'un  des 
carrés  de  8  à  compartimens* 

^  On  verra  {figure  267,  planche  XXXEK)  une  nouvelle 
distribution,  du  carré  central  ou  à  coupures  :  c'est  encore 
un  résultat  de  la  composition  des  quatre  carrés  partieb* 

n  en  est  de  même  du  carré  {figure  268,  planche  XL)» 
On  peut,  dans  toutes  les  figures  régulières  ou  symétriques, 
changer  les  carrés  l'un  dans  l'autre.  C'est  ce  qu'on  a  vu 
depuis  la  figure  265. 


n  n'en  est  pas  de  même  pour  les  carrés  {^figures  269  et 
270,  planche  XL  )  !  car  le  carré  de  cotipures  réuni  est  lui- 
même  coupé  par  les  diagonales,  de  manière  que  les  cases 
qui  en  font  partie  ne  comprennent  pas  un  couple.  Le  carré 
d'horizontales  aussi  réuni  ne  donne  point  de  couple  pour 
les  parties  de  diagonale  qu'il  contient:  d'où  la  conséquence 
qu'il  j  a  des  difTérencès  forcées.  Celles  de  la  1.^®  diagonale 
sont  24,5+29,5—5,5—0,5=48;  la  seconde  a  déjà  27,5 
+30,5— 6,5— 3,5=;48.  Le  carré  de  coupures  est  fait  avec 
les  8  premiers  et  les  8  derniers  nombres ,  celui  des  hori-^ 
zontales  avec  les  16  nombres  du  milieu,  et  par  la  mé* 
thode  expéditive  l'un  et  l'autre.  Les  différences  restantes 
sont  celles  de  9  à  24,  et  par  conséquent  de  8,5  à  23,5;  et, 
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eomme  il  font  pour  ehaqae  diagonale  *->  24,  on  pent  les 

fermer  par 

J.re  diagonale,  —t  6,5-^1 1,5— 12,5— 13^ 
2.0  diagonale.  —  8,5-^  9^5^14,5^15,3 

'    Les  deux  premières  verticales  doivent  avoir  deux  dif- 
férences de  chaque  diagonale,  dont  une  avec  signe  changé  : 
il  ne  faudra  donc  plus  que  quatre  différences  pour  les 
compléter. 
On  peut  les  composer  comme  suit  : 

l.ro  verticale.  (^1 1,5+1 3,5+9,5— i  4,5)  +22,5+21,5—23,5—17,5 
J.e   verticale.  (—10,5+12,5+8,5— 15,5) +19,5+20,5—18,5—16,5 

Si  l'on  met  les  complémens  de  la  1.1'^  verticale  à  la  3.^, 
et  ceux  de  la  2.^  à  la  4.^ ,  on  aura  le  carré  des  différences 
{filtre  269) ,  et  l'on  verra  le  carré  des  nombres  {Jigure 
270);  il  n'y  aura  que  trois  carrés  magiques,  savoir:  celui 
de  coupures,  cdui  des  horizontales,  et  le  carré  total. 

Dans  le  carré  {figure  271)  on  a  encore  +  48  à  chaque 
diagonale  tant  au  carré  de  coupures  qu'à  celui  deis  hori- 
zontales :  il  suffira  donc  de  faire  les  verticales  comme  à  la 
figure  269,  ou  plutôt  270,  en  substituant  les  nombres: 
car  les  8  horizontales  qui  composent  ces  deux  carrés  sont 
magiques  h  par  4  ;  on  voit  donc  que  les  carrés  {figures  269 
et  271)  se  changent  l'un  dans  l'autre ,  malgré  la  différence 
des  formes. 


Les  diagonales  {fibres  272  et  273)  ont  bien  des  dMG^ 
renées  forcées;  mais  leur  somme  n'est  pas  la  même.  La 
l.re  diagonale  retenant  les  différences  +24,5^6,5  +  1,5 
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+3,5=23,  et  la  seconde+27,5— 5,5+2,5+0,5=25,  il 
faut  les  compléter,  ce  qui  peut  se  faire  par 
i  .M  diagonale.  (+24,5—6,5+1 ,5+3,5)  — 22,5— «  i  ,5— <  2,5+25,5 
2.e  diagonale.  (+27,5— 5,5+2,6+0,5) -t-2i, 6— 20,5— i 5,5—1 0,5 

Les  verticales  auront  encore  deux  différences  de  chaque 
diagonale,  dont  une  arec  signe  changé.  Elles  peuvent  se 
former  comme  suit  : 

f  lo.  a  2  e. 

f.'-e verticale  (—22,5+1 2,5— i  0,5+20,5)+!  4,5+  8,5— «5,5—  9,5 

I  le.         So.         8 

2.0  verticale.  (— M,5—23,5—2<,5— 15,5) +< 6,5+1 7,5+1 8,5+f 9,6 

La  figure  272  donne  les  différences ,  et  la  figure  273  les 
nombres* 


La  iJ^  diagonale  (Jigure  274  )  a  pour  somme  des  difle- 
rences  forcées  — 3,5+26,5 — ^26,5 — 31,5 ,  le  nombre — 35; 
et  la  2.®  diagonale,  pour  les  différences  également  forcées 
-^,5+25,5—25,5—28,5,  la  somme— 29.  On  a  conservé 
les  mêmes  carrés  de  coupures  et  dlioriBontales  que  dans  les 
figures  précédentes;  on  voit  {Jigure  274)  comment  on  a 
construit  les  diagonales  et  composé  les  deux  verticales  > 
on  s'est  dispensé  d'entrer  dans  les  détails  ;  la  figure  275  est 
la  précédente  où  l'on  a  substitué  les  nombres  aux  dififé- 
renées* 

Il  résulte  de  oe  qui  précède  que  les  formes  du  carré  de  8 
sont  susceptibles  d'une  foule  de  variations  qu'on  ne  pour- 
rait prévoir,  et  que  les  anciennes  méthodes  n'avaient  pu 
foire  connaître*  On  en  pourrait  donner  une  foule  d'autres; 
mais,  sans  entrer  dans  de  minutieux  détails,  ce  que  Ton 
vient  d'exposer  suffit  pour  mettre  sur  la  voie. 
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U  ÊLQt  dire  quelque  chose  du  carré  de  8 ,  en  supposant 
que  le  carré  de  coupures  est  composé  de  96  cases. 

On  a  choisi ,  pour  le  carré  de  6^  les  36  nombres  du  mi- 
lieu {figure  276).  Les  tableaux  sont  : 


3 


15  16  17  1«  19  20 
20  16  18  17  19  15 
20  19  18  17  16  15 
15  19  18  17  16  20 
20  16  17  18  19  15 
15  19  17  18  16  20 


3 

^1 


24  6  6  2a  6  24 
30  30  0  0  30  0 
12  18  18  18  12  12 
18  12  12  12  18  16 
0  0  30  30  0  30 
6  2a  24  6  24  6 


ÀTec  les  différences  restantes,  qui  sont  celles  de  1  à  14 
et  complémensy  ou  de  18,5  à  31,5,  on  a  fiiit  la  ij^  hori- 
zontale et  la  1 J^  yerticale  comme  suit  : 
1  .nyerticale.   -j-SO^S-fS f  ,5+S4,5— S9,5— 2S,5-H0,S— SS,B— 1 9,5 
1.MhorizonL   —S8,5— 27,5+26,5— 99,5-fSS,5+S3,S— 18,5+3^5 

Substituant  les  nombres  aux  différences,  on  a  eu  le  carré 
{Jigure  276),  lequel  donne  croix  régulière  à  deux  bandes» 

On  Toit  {figure  277)  avec  quelle  facilité  la  croix  se  trans- 
forme en  carré  à  éqnerre» 

Le  carré  à  châssis  {figure  278)  se  déduit  avec  la  même 
promptitude  de  l'une  ou  de  l'autre  des  figures  276  et  277. 


L'autre  carré  à  châssis  {figure  279)  ne  présente  pas  plus 
de  diflSculté,  se  déduisant  de  Fune  des  trob  précédentes 
figures. 
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On  voit  {figures  280  et  281 ,  planche  XLI  )  qiiè  les  devx 

diagonales  comprennent  chacune  quaire  différences  for-* 

cées,  dont  la  somme i=:0.  Ces  différences  faisant  partie  An 

carré  de  coupures^  l'une  d'elles  est  complénienC  d'une 

autre  dans  la  même  diagonalç.    Quant  aux  quatre  diffé-* 

rences  mancpiantes^  celles  de  la  1.'^  diagonale  sont  com- 

plémens  de  celles  de  U  seconde.  L'borî^ntale  aura  une 

différence  et  un  complément  de  la  1 J^  diagonale*  La  yertV- 

cale  aura  les  deux  autres  différences  de  la  diagonale,  dont 

une  avec  changement  de  signe ,  et  de  plus  deux  différences 

communes  avec  l'horizontale,  aussi  avec  nn  changement 

de  signe  pour  l'une  d'elles.  Soient  ces  lignes 

Diagonale.      —29,5+3 1 ,5—30^+26,5 
d.  d.  e. 

Horizontale.   +37^5+31,5+22,5—28,5—26,5—25,5+23,5^24^ 

Yertîcaie.        —2Sr,5+1 8,5+22,5+30,5+21,5— I  M— ^3,5— 40^^ .  » 

n  est  facile  de  placer  ces  différences  {figure  289)i  te 
carré  se  trouve  avec  les  nombres  {figure  281)- 

La  l.re  diagonale  {figure  282)  a  déjà  un  couple  au  mi* 
lieu  du  carré  de  coupures ,  et  de  plus  deux  différences  for- 
cées de  ce  carré,  et  dont  la  somme  est — 30;  la  2." diago- 
nale est  l'inverse  de  la  première,  sauf  les  deux  nombres  du 
milieu ,  lesquels  font  un  couple.  L'horizontale  aura  une  di^ 
iérence  commune  arec  la  diagonale ,  et  une  autre  af^O 
changement  de  signe  aussi  commune;  il  en  sera  de  même 
de  la  verticale,  laquelle  aura,  de  plus,  deux  dilfi^nces 
communes  avec  l'horizontale,  dont  une  aussi  avec  i^iange- 
ment  de  »gne.  jOn  peut  former  ces  trois  lignes  eomme  on 
le  voit  ci-après  : 
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HoriMilfale.    +50,54-1 9,5— 2bj54-88,5— 27,5+55,5— 26,6— 29,5 
Verticale.        ^af',5+80,5— 2  >,5— 21^24,5+22,5+18,5+20,5 
On  a  substitué  les  nonibres  aux  différences  {planche  XL , 
J%ure283). 


L'espèce  de  cliâssis  on  croix  à  deux  bfanches  horizon^ 
taies  d'une  bande,  la  tige  composée  de  deux  bander  réu- 
i^  {figures  28A  et  285),  donne  pour>  la  1.'^  diagonale 
+14,5-- 15|$=;i — t.  Ga»  différences  forcées^ont  dans  le 
carré  de  coupure!.  La  2,e  diagonale  se  compose  des  com« 
plémens  de  la  l*'^»  Les  angles  faisant  un  couple,  il  &ut 
encore  quatre  différences.  L'horizontale  aui:a  deux  diffé- 
rences de  la  diagonale  ayec  un  signe  cbangé*  La  verticale 
«ora  les  deux  ^litres  aussi,  arec  un  changement  de  signe , 
et  deux  de  l'horizontak  ^  dont  une  toujours  avec  un  chanr 
gemeut  de  signe.  On  peut  faire  ces  lignes  conune  suit: 

Diagoade»      +25,5+11,5—28,5-27,5 
4.  d.  c. 

Horizontale.   +25,5—80,5+26,5+27,5-29,5+21,5—23,5-20,5 

à.         A.  e.  h.        b.  c. 

Verticale,       .  -^22,5+S  1 ,5+28,5—2 1 ,5—29,5—24,5+1 9,5+1 8,5 

On  rena  {figure  285  )  le  carré  arec  les  non^)res. 


SoH  le  etrrë  de  la  ferme  d'un  faux  châssis  repr^ 
sente  {fibres  286,  287).  Si  l'on  conserve  le  carré  de 
eoupures  tel  qu'il  a  été  choisi- pour  les  formes  précé- 
dentes, la  première  diagonale  aurait  les  nombres  for-* 
e*e39,  *6,  36, 19,  26,  dont  les  différences  sont— 6^ 
•-•l»,5  —3,5  +18,5  +6,5;  ce  qui  se  réduit  à  —  3^  H 
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ne  faudrait  plus  que  3  différences  en  diagonales.  Mais  on 
avait  £aiit  le  carré  de  coupures  avec  les  36  nombres  du  mi- 
lieu de  la  progression  :  il  restait  donc ,  pour  les  horizontales 
et  les  Terticales ,  les  1 4  premiers  et  les  1 4  derniers  nombres. 
La  plus  petite  différence  était  celle  de  14,  laquelle  donne 
-\- 18,5;  la  plus  grande  était  celle  de  1,  quidevenait  -f  31,5. 
Or  il  est  impossible'd'obtenir-l-  3,5  avec  trois  différences:  en 
effet  les  deux  plus  petites  + 18^  -f  1^,5  ont  pour  somme 
38;  et  la  i^us  grande  31^  étant  soustraite  de  cette  somme, 
il  reste  -f-  6,5 ,  qui  est  plus  grand  que  3,3.  On  vient  d'exa- 
miner le  cas  Ib  plus  foyorable  ;  on  ne  réussirait  guère  mieux 
en  construisant  les  tableaux  de  manière  à  obtenir  d^autres 
différences  que  •— 3,5  à  la  3.^  case  de  la  3.^  borisontale 
du  carré  de  coupures  ;  c^r  on  TOit  à  la  figure  286  que 
c^est  la  seule  case  dont  on  ait  à  s'occuper  pour  les  cinq 
différences  forcées.  11  arriverait  qu'on  pourrait  avoir 
les  deux  diagonales,  sans  obtenir  les  autres  lignes*  Mais 
si  l'on  construit  le  carrée  de  coupures  avec  les  18  pte^ 
miers  et  les  18  derniers  nombres,  il'  peut  être  cehii  de  la 
figure  287  :  alors  la  diagonale  première  de  la  figure  286 
aurait  50  à  la  3.®  case  de  la  3.®  horizontale  du  carré  de 
coupures;  la  différence  forcée  serait  donc  celle  de  50,  ou 
—17,5.  La  seconde  diagonale  aurait  les  différences  forcées 
de  49  et  17,  ou  bien  —16,5  +  15,5,  qui  se  réduisent  à 
^  1.  n  but  trob  différences  à  ta  U^^  diagonale  pour  la 
compléter,  et  quatre  à  la  seconde.  La  l.re  horizontale  doit 
retenir  deux  différences  de  chaque  diagonale,  dont  une 
avec  ohangement  de  signe*  La  verticale  comprend  la  dîf«* 
fiSrence  commune  entre  la  1».'^  dia^nd^s  et  l'horizontale; 
plus  la  ^  diffétenoe^de  eetle  diagonale  avec  changemeni 
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de  signes  de  pins  les  deux  autres  différences  de  la  2«e  dia« 
gonale  »  dont  une  avec  changement  de  signe;  enfin  une  di^ 
fërence  de  Hidrixontale  arec  changement  de  signe. 

On  donnera  ci-après  les  tableaux  qui  ont  servi  à  la  com- 
position du  carré  de  coupures,  et  celui  des  différences  dont 
on  les  a  tirés. 

On  a  composé  les  diagonales,  horizontale  et  verticale 
comme  suit  : 

<."diag.— i7,5|—  8,5+<2,5+iS,5 

2,«  diag.—  i    I— H,5—  5,5+10,5+7,5 

ld.c      4d.  aa.o.  9d. 

horizont,  +  8,5+12,5—  9,5—0,5—10,5+4,5—11,5+6,5 

fd.      Sd.o.  id.o.     b.c.     9d. 

Terticale.  —  1,5+12,5+  6,5—2,5—13,5—4,5+  7,5—8,5 

On  distribuera  ces  différences  comme  suit  { 

1  .M  diag.  —8,5+1 2,5+1  S,5 

2.«   diag.       .          .          .—ii, 5^5,5+1 0,5+7,5 
horizont  +8,5+1 2,5        .  — H  ,5       .  — 1 0,5      .  — 0,5— •,5+M+Ôj5 
verticale.       . +12,5— 1S,5        .+5,5         -+7,5      .        .—4,6 
—1,5—2,5—3,5 

Et  en  substituant  les  nombres  aux  difiXrenœs  (figure 
287). 

t.rediag.  at  20  19 

2fi  diag.  .     .     .    44  38  22  25 

hori«>nt.24  29  .    44   .    4â  .    42  33  28  2S 

verticale.  .   20  46   .    27    .  25   .    .    37   .  34  35  36 

Toici  le  carré  des  difiërences  qui  a  servi  au  ciurré  de 
coupures  (figure  287). 
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—  20;î  +  24,5 .+  23,5  —  23,5  +  21,5  —  25^ 

—  31,5  —  27,5  +  28,5  +  29,5  —  30,5  +  31^ 
+  14,5  —  18,5  —  17,5  —  16,5  +  18,5  +  19,5 

—  14,5  +  15,5  +  16,5  +  17,5  —  15,5  —  19,5 
+  26,5  +  30,5  —  28,5  —  29,5  +  27,5  —  26,5 
+  25,5  —  24,5  —  22,5  +  22,5  —  21,5  +  20,5 

Quoique  cette  conibinaisoade  différences  ne  paraisse  pas 
présenter  de  sjmétrie,  il  ne  faut  qps  de  l'attention  pour 
la  reconnaître. 

Les  diagonales  se  composent  chacone  de  3  couples  sy- 
métriquement divisés  et  placés;  on  Toit  de  plus  les  deux 
différences  du  milieu  des  deux  horizontales  et  des  deuxTcr- 
ticales  extrêmes  répétées,  et  avec  signe  changé,  ce  qui  fait 
couple;  et  chacune  des  deux  différences  restantes  de  ces 
mêmes  lignes  faisant  couple  avec  son  opposée.  Les  diago- 
nales et  les  4  lignes  du.  tour  étant  construites  ^  les  deux 
^fférences  du-  milieu  des.2.e  et  5.«  hoiriiontales  feront 
couple  avec  leurs  opposée^  en  Terticale.  Il  en  est  de  même 
des  différences  du  milieu  des  2fi  et  5.»  verticales,  qui  font 
vouple  avec  leurs  opposées  en  horizontales. 

Voici  les  tableaux  des  nombres  qui  reproduiraient  le 
carré  de  coupures  de  la  figure  287. 


48    6.    6  5%    6  54 

60  54.   0    0  60    0 

1.12  48  48  48  12  12 

42  12  12  12  42  48 

0    0  60  60    0  54 

6  54  54    6  48    6 

n  est  bien  impossible  de  prévoir  de  semblables  tableaux. 


52  32 
4  6  4  3 
6  32  1 
554  3 
6  2  12 
13  14 


5  4 
3  1 
2  1. 

64 

5  5 

6  6 
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Us  résultent  cependant  do  carré  des  différences  ci-dessus. 
n  est  clair  qu'il  &Bdra  que  le  l.^r  tableau  contienne  6 
fois  les  6  premiers  nombres,  puisqu'on  doit  avoir  les  18 
premiers  et  les  18  derniers,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que 
chaque  ligne  ait  pour  somme  21.  Quant  au  2.^  tableau,  il 
&ut  aussi  que  0,  6, 12  j  soient  répétés  6  fois.  Maintenant 
le  plus  petit  des  18  derniers  est  47,  qui  se  fait  par  42  +  5, 
et  ensuite  48=42  +  6  :  donc  42  ne  sera  que  2  fois  dans 
ce  2.0  tableau;  48  j  sera  6  fois;  54  de  même;  «e  qui  con- 
duira à  54+6=60.  Il  &udra  donc  ici  que  60  ûgure  4  fois 
pour  avoir  61 ,  62,  63,  64.  On  voit  combien  ce  genre  de 
tableau  diffère  des  seconds  tableaux  doqnés  jusqu'ici,  et 
conlbien  de  nouFoUes  combinaisons  résultent  des  carrés 
formés  par  les  différences. 

ARTICLE   YIII. 

MimiaCS   DB   rORMKE   IBS   GARAIS   AVlG   LBS   DIIliEBUCSS. 


GARai    DR    5. 

12  +  7  +  2  —  10  —  11 
—  9  +  4  —  5+  1+  9 
_8  —  3  0+3+8 
—6—1+5—  4+  6 
+11  -:.  7  —  2  +  10  —  12 

Kîen  n'est  plus  facile  que  celte  manière  de  former  le  carré. 
Après  avoir  (ait  deux  diagonales,  dont  les  différences  sont 
symétriquement  placées  pour  les  complémens ,  on  com- 
plète la  l.re  borizontale ,  et  les  différences  ont  leurs  com- 
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plémens  aux  cases  opposées.  On  en  Mi  autant  à  la  1.^ 
verticale*  Il  reste  à  voir  si  les  deux  différences  restantes 
étant  placées  l'une  en  horizontale,  et  Fautre  en  Terticale, 
rendent  la  somme  des  différences  de  ces  lignes  égale  à  0. 

Ici  Ton  a  5  et  3  y  qui  complètent  la  2»^  horizontale  et  la 
2.®  verticale. 

Cette  manière  de  former  le  carré  de  5  par  les  différences 
n'est  pas  la  plus  commode,  et  souvent  on  serait  obligé  de 
revenir  sur  ses  pas*  Il  est  préférable  d'agir  comme  suit  : 

On  construira  la  t  J^  horizontale  avec  5  différences ,  puis 
la  2.®  avec  3  seulement  des  différences  restantes,  dont  la 
somme  serazd).  Cela  résulte  de  ce  que  les  deux  différences 
qui  doivent  compléter  cette  %^  horizontale,  sont  complé- 
mens  l'une  de  l'autre* 

On  formera  ensuite  la  1  .^e  yerticale ,  dans  laquelle  on  fera 
entrer  deux  différences  de  la  l.'o  horizontale,  dont  une 
avec  signe  changé.  Il  restera  une  différence ,  laquelle  doit 
être  égale  à  la  différence  de  deux  des  trob  différences  de 
la  2.e  horizontale. 

Soient  la  1.r«  horizontale  11-|.10_12— 6— 3 
la  2,e  horizontale    9—7—2 
n  reste  les  différences     1       A      5    8 
Soit  la  l.re  Terlicale  10+  3—  8—1—4 
On  n'aura  plus  que  5  pour  différence  restante;  or 
7 — ^2=5  :  ainsi  la  2.e  verticale  sera  7—^2—5,  et  l'on  pourra 
construire  le  carré.  On  né  s'est  pas  occupé  des  diagonales, 
parce  qu'elles  sont  composées  de  deux  couples  et  du 
moyen. 

Voici  ce  carré  : 
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4.10+11—12—6—  3  3    2  25  19  16 

_  8—  2+  9—7+  8  21  15    4  20    5 

_  1_  5-f.  0+5+  1  14  18  13    8  12 

_  a^-  7—  9+2+  4  17    6  22  11     9 

+  3_t1+l2+6— 10  10  24    1     7  23 

On  n'éprouve  point  de  difficulté  à  placer  les  diffirences* 

D'abord  les  deux  différences  communes  à  la  l.^e  hori- 
zontale et  à  la  1 J^  verticale  se  mettent  aux  angles ,  savoir  : 
celle  qui  conserve  son  signe  à  Fangle  supérieur  gauche ,  et 
celle  dont  le  signe  est  changé  à  Fangle  supérieur  de  droite 
avec  son  signe,  et  à  l'angle  inférieur  gauche  avec  ce  signe 
changé.  Le  4.^  angle  contient  la  difTérence  de  l'angle  su- 
périeur gauche  avec  changement  de  signe. 

On  place  ensuite  arbitrairement  les  trois  différences  de 
la  iJ^  horizontale ,  et  de  même  les  3  différences  de  la  l.re 
verticale  :  les  cases  opposées  retiennent  ces  mêmes  diffé- 
rences avec  signe  changé. 

On  met  la  différence  commune^  qui  garde  son  signe,  à 
la  2.6  case  de  la  2.^  horizontale  :  ici  c'est  -—2.  Celle  qui 
est  commune  à  la  2.^  horizontale  et  à  la  2.e  verticale  se 
place  avec  son  signe  à  là  4.^  case  de  la  2^  horizontale: 
elle  est— 7;  et  avec  changement  de  signe  à  la  4.®  case  de 
la  2.^  verticale.  Enfin  on  place  au  milieu  de  la  2.^  horizon- 
tale la  différence  restante  pour  cette  ligne  s  elle  est  +  9;  et 
au  milieu  de  la  2.^  verticale  la  différence  non  employée, 
qui  est— 5. 

Il  est  intéressant  de  connaître  les  tableaux  qui  auraient 
donné  le  carré  en  nombres.  Voici  ces  tableaux. 
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325  4  1 
15  4  5  5 

4  3  3  8  2 
2  12  14 

5  4  12  3 


2.e  TÀBUiO.^ 


0    «  90  15  13 

1 20  10    0  15    0 

m  15  10    5  10 

15    5  2010   5 

5  2»  0    5  20 


Qae  devient  la  méthode  de  La  Bire'i  l'ittspection  de 
semblables  tableaux  ?  Bt  combieft  d'autres  forme»  peut 
prendre  le  carré  des  différences?  Nous  nef  pousserons 
pas  plus  loin  l'examen  de  ces  formes.   ._-.'. 
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On  a  donné  {planche  TiXXYni,Jîgure  238)  ose  des 
formes  du  carré  de  6  avec  les  difiérences  ;  mais  ee  cairé 
en  peut  recevoir  beaucoup  d'autres.  Soient  leà  36  nombre* 
qui  doivent  le  composer  les  premiers  de -la  série  naturdle 
commençant  par  l'unité.  S'ils  étaient  différens  j  il  n'y  aurait 
qu'à  substituer  les  différences  données  à  celles  des  nombrts 
de  cette  série. 
Les  18  différences  pourles  36  nombres  sont  les  suivantess 
14.17^—36         7  +  11,5—30        13+5,5—24 
2  + 1 6,5—  35         8  +  10,5—29        14  +  4,5—23 
9+  9,5—28 
10+  8,5—27 
11+  7,5—26 
12+  6,5—25 
Qu'on  fasse  avec  les  différences  3  groupes  de  4  diSërences 
dont  la  somme  soit  =  0;  ce  seront  les  parties  non  répétées 
deshorizontales;ilrestera6différences.  On  fera  troisautres 
groupes,  qui  seront  ceux  des  3  verticales  premières.  Ces 


3  +  15,5—34 

4  +  l/»,5_33 

5  +  13,5—32 

6  +  12,5—31 


15  +  3,5—22 
16+2,5—21 
17+1,5—20 
18+0,5—19 
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derniers  groupes  auront  deux  différences  communes  ayec 
une  horizontale ,  et  deux  différences  sur  les  6  restantes  ;  on 
changera  le  signe  d'une  des  différences  communes.  Les 
groupes  ne  sont  composés  que  de  4  différences,  parce  qu'on 
en  suppose  une  dans  chaque  ligne  répétée  arec  signe  con- 
traire,  et  par  conséquent  fiiisant  un  couple* 

Scient  les  groupes  des  horizontales 

l.re  13,5  +  9^  —  17^  —  5,5 
2.e  12,5  —  15,5  +  7,5  —  4,5 
3.e        14,5  _  10,5  —    3,5  —  0,5 

Puisqu'on  doit  axoir  deux  différence  d'une  horizontale, 
dont  une  avec  signe  changé,  pour  chaque  yerticale,  on 
cherchera  les  différences  de  différences ,  mais  positirement 
seulement  par  addition  et  soustraction  ;  ce  qui  s'obtient  en 
changeant  l'un  des  signes  des  différences  ci-dessus,  prises 
deux  à  deux.  H  est  inutile  de  s'occuper  des  yaleurs  néga- 
tives :  car  les  différences  des  différences  des  horizontales 
peuvent  toujours  se  prendre  positivement. 

Yoici  ces  différences  de  différences. 

"l.'e        4  31  19  27  15  12. 
2.e       28    5  17  23  11  12 
â.«       25  18  15    7  10    3 
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n  but  parmi  ces  différences  de  différences  en  choisir 
vne  égale  à  l'uiie  des  différences  de  la  1.r<>  horiiontale , 
agir  de  même  pMHr  la  2.«  et  pour  la  3.^  horaontale,  de 
manière  q«e  les  6  différences  restantes  soient  employées. 
Ainsi, par  exemple,  19,  diffi^renoe  de  la  1.»  borisontale , 
aiim  16^+2^;  de  mÂme,  5 ,  différence  de  la  2.«  horizon-* 
taie,  peut  se  compenser  ayec  11,5— 6,5=5  ;  enfin  7^  delà 
S.e  horiaontale,  aurait  en  Tcrticale  8,5—1 ,5.  Les  i^erlâcales 
seraient  donc  : 

13,5+5,5—16,5—2,5  U^e 
12,5—7,5—11,5+6,5  2.e 
10,5—3,5—  8,5+1,5    aL« 

On  TCMt  qu'on  prend  néfatTrement  les  dernières  diffé- 
rences de  différences.  Il  devenait  inutile  de  s'occuper  dn 
dovble  signe  :  car  si  l'on  prenait  les  différences  de  diffé- 
rences des  horizontales  négatives,  celles  des  yertioales 
seraient  posiliTCS,  et  récipro^fiiement.  On  aura  le  carré  ré- 
sultant des  groupes  ci-dessus  (planche  XXXYIil  bii^ 
^figure  n). 

Après  avoir  construit  les  diagonales  d'après  les  groupes 
horiiontaux  et  verticaux, en  prenant  dans  ces  grottes  les 
différences  communes,  dont  une  a  son  signe  changé, 
chaque  groupe  ne  contenant  que  quatre  différences,  <m 
place  les  deux  restantes  dans  les  cases  de  leur  ligne,  lors- 
qu'elles ne  doivent  point  avoir  de  différences  complémens 
l'une  de  l'autre.  Ainsi  ^  les  diagonales  étant  formées,  et  les 
complémens  placés  aux  cases  symétriques  de  diacune,  la 
l.re  horizontale  aura  après  les  angles  +9,5— 17,5,  cha- 
cune de  ces  différences  ayant  son  complément  à  la  case 
opposée  5  mais  alors  la  3.e  verticale  aura  —8,5+ 1,5  op- 
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posés  5  et  ces  deux  différcDces  répétées  avec  signe  changé 
coniplèleroiit  Hioriiontâlc  première.  Quant  à  la  %*^  hori- 
zontale, puisque  les  différences  de  diagonale  sont  déjà 
placées  j  il  faut  que  —  }^,^^'k^  soient  au  milieu  de  cette 
li^o,  et  que  leurs  complémens  soient  aux  cases  opposées. 
La  iJ^  yerticale,  ayant— 16^,  et  son  complément  à  la 
case  opposée,  cette  42*^  horizontale  est  complète.  La  3.® 
ayant  les  différences  des  diagonales  déjà  placées,  et  1/i,5 
-^0,5  à  ses  extrémités ,  il  Êiudra  que — 11  ^5,  commun  ayec 
la  2«e  verticale  ,  soit  répété  à  la  case  opposée  avec  signe 
changé.  La  1  .^^  yerticale  s'achèye  en  répétant  la  diCTérence 
du  milieu,  et  en  changeant  le  signe.  L'inspection  de  la 
figure  est  plus  propre  que  le  détail  qu'on  TÎent  de  donner, 
à  faire  saisir  la  marche  à  suivre,  soit  dans  le  cas  particu- 
lier, soit  dans  tous  les  autres  où  l'on  composerait  autre- 
ment les  groupes. 

On  a  trouvé  pour  le  résultat  du  tableau  des  difiërences 
de  différences  les  nombres  1 , 2,  3,  4,  5,  6, 7,  8, 9 ,  10 , 
11 ,  13,14, 15, 18,19,  20,23,25,  28;  mab  1,  2,  6,  8, 
9, 13, 14, 20,  ne  font  pas  partie  des  différences  de  diflî^ 
rences  des  horizontales.  On  n'aurait  donc  plus  à  exami- 
ner que  les  restantes,  3^  4, 5,  7, 10, 11 ,  15,  18, 19,  23, 
25,28. 

Sur  ces  dîffércûces  restantes,  la  1*'*^  horizontale  n'a  que 
4  ,  15,  19  communes,*  la  seconde  n'a  que  5,  1 1 ,  23,  28, 
et  la  troisième  les  autres,  3,7,  10, 15, 18,  25. 

Four  ne  point  ïaisser  échapper  de  combinaisons  dans  la 
composition  de  IroU  horizontales  à  volonté,  on  plutôt  des 
trois  groupes  horizontaux,  on  compare  chacune  des  trois 
différences  4,  15,  19,  avec  ceOes  du  2,^  groupe,  et  l'on 
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s'assure  si  chaenne  de  oeDes  du  troisième  peut  lempUr  la 
coiidition  exigée.  Soie  d'abord  pris  4,  qu'on  obtient  par 
1,5+2^*  •  •  •  6,5 — 2y5«.  Soit  cbobi  le  premier  nombre  du 
2.«  groupe  de  différences ,  lequel  est  5.  Ce  nombre  s'obtient 
par  16,5 — 11,5. . . .  6,5 — 1,5. . . .  11,5—6,5.  Si  l'on  com- 
pare 1,5+2,5  ayec  ces  dernières  différences,  il  &ut  reje- 
ter 6,5—1,5.  Puisque  1 ,5  est  déjà  employé ,  il  ne  reste  que 
16,5— 11,5  et  11,5 — 6,5:  il  Caïudrait  donc  les  différences 
6,5  et  8,5,  on  bien  8,5  et  16,5.  Or  6,5  et  8,5  ne  donnent 
que  15  et  2;  8,5  et  16,5  n'ont  que  25  et  8  pour  différences  ; 
mais  2  et  8  ne  font  pas  partie  du  3.^  groupe  de  différences  : 
il  n'y  aurait  donc  que  15  et  25.  Ainsi  les  groupes  Terticauz 
seraiait  : 

13,5  —    9,5  —    1,5  —    2,5    l.« 
12,5  —    7,5  —  11,5  +    6,5    2.e 
14,5  +  10,5  —    8,5  —  16,5    3.« 
ou  bien 

13,5  —    9,5  —    1,5  —    2,5    l.er 
12,5  —    7,5  —  16,5  +  11,5    2.» 
14,5  +    0,5  —    6,5  —    8,5    3.® 
Soit  comparé  1 ,5+2,5  à  1 1  du  2.«  groupe  de  différences. 
Gomme  1 1  n'est  formé  que  par  2,5+8,5 ,  et  que  2,5  n'en 
peut  Élire  partie,  il  est  inutile  de  s'occuper  du  3.®  ^upe. 
Tenant  à  23du2.e  groupe,  ona23=6,5+ 16,5  :  il  reste 
8,5  et  11,5,  leurs  différences  sont  20  et  3.  H  n'y  a  que  3 
qui  fiisse  partie  du  3.®  groupe,  et  l'on  aura  les  groupes 
rerticaux  : 

18^  —  9,5  —    1,5  —    2,5    1.^« 

15,5  +  7,5  —    6,5  —  16,5    2.e 

8,5  —  0,5  —  Ufi  +    8,5    3.e 
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Passant  à  28  =It,5  +  16,5,  il  faut  pow  le  8.®  groupe 
les  différences  6J5  et  8,5;  leurs  dîfféreaces  sont  15 et  2;  et. 
Gomme  15  fait  partie  de  ce  3.e  groupe,  an  aiura  lea  trois 
groupes  Terticaux  : 

13,5—    9,5—    1,5-^    2,5    t.er 

12,5  +  15,5  —  11,5  —  16,5    2.« 

«,5  +    0,5*—    8,5  —    6,5    3.e 

Après  avoir  épuisé  les  combinaisons  de  4  composé  de 

1,5  +  2j(5,  on  prendra  4=6,5— 2,5  j  et  l'on  agira  comme 

on  Fa  fait  pour  1,5  +  2,5.  On  peut  établir  les  tableaux  : 

i1=  2,5+  8,5 
28=  6,5+16,5 
28=H,5+i6^ 


15=  6,5+  8,5=16,5—  iJS 

7=  8,6—  «,5 
25=  8,5+16,5 
i6s=:H,5—  iji=  8,5+  1,5 
18=  6,5+11,5=  1,5+16,6 


n  faut  supprimer  les  valeurs  où  entre  6,5  ou  2,5  ;  il  reste 
donc  : 

l.er  GaOUPK  M  DIFFiBENGBS» 

5  =  16,5  —  11,5 
28  =  ri,5  +  16,5 


2*^  GKOUPB  BB  DIFFiRBNCBSW 

3=11,5-«,5  15=16,5—1,5 

7=  8,5—1,5  18=16,5+1,5 

10=11,5-1,5=8,5+1,5      25=16,5+8,5 
Sironprend5=16^5  — 11,5,  il &ut encore  8^5  et  1,5; 


ATB«   lES   Dltrl&BRGBS»  3JI 

or  7=3^5^-1,5,  et  10=8,5+t,S, c»qai  donne  les 

groupes  ferticMur  : 

»8,5  —  9,5  —    6,5  +    2,5    1.« 
tS^  —  7,5  —  16,5  4-  1U   2-« 
10^5  —  3,5  —    8,5  +    1,5    8.» 

13^  —  9;»  —    6,5  +    î^5    1.« 
12,5  —  7,5  —  16s5  +  11,5    2.» 
10,5  — 0J5—    8,5—    1,5    8.e 

Soit  28=311,5+ 16,5  :  on  aura  tonjonrs  7=8,5—1,5, 
et  10=:8,5+1,5,et3Tiaidra]esgroapesTerticaiix: 

13>5  —    S^5  —    6,5  +    2,5    l.er 
12,5  +  15,5  —  11,5  —  16,5    2fi 
10,5  —    3^5  —    8,5  +    1,5    3.e 

13,5—  9^—  6,5  +  2,5  1.« 
12,5  +  15,5  —  11,5  —  16^  2.» 
10,5  —    0,5  —    8,5  —    1,5    3.«> 

Après  aToir  épuisé  les  contbinaisoii^s  du  nombre  4,  on 
passeraaoQombre  15,4(01  est  6,5+8,5=16,5 — 1,5;  com- 
parant d'abord  6,5+8,5,  il  Tiendra,  en  supprimant  les 
valeurs  où  entrent  6,5  et  8,5  : 

5«:t6>-11,5  15=16,5—1,5 

28=16,5+11,5  18=16,5+1,5 

Comme  16,5  se  trouve  portoat,  il  n'y  a.  peint  de  com- 
binaisons peur  6,5et  8,5  au  secead  groupe  de  diSërences; 
a  firat  vw  16,5>— 1  A,  fli  yon  awa  s 
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5=1 1,5—  6^5  |3=1 1,5—  8,5 

11=  2,5+  8,5  15=  6,5+  8,5 

18=  6,5+11,5 

n  n'y  a  rienpoOr  5,  puisque  3,15  et  18  contiennent  ou 
11,5  ou  6,5;  ma»  11=8,5+2,5  aurait  18=6,5+11,5. 
ce  qui  donnerait  les  groupes  rerticaux  : 

9,5+5,5—16,5+  1,5  î.<» 
15,5—4,5— 2,5— 8,5  %e 
14,5+3,5—  6,5—11,5    3.e 

Comparant  la  3.^  dîfTérence  19  aux  2.«et  3.»  groupes  de 
difiérences,  on  a  :  19=  2,5+16,5 

5=  6,5—  1,5=11,5— 6j5        3=11,5—  8,5 

7=  8,5—  1,5 
10=  1,5+  8,5=11,5—1:5 
15=  6,5+  8,5 
18=  6,5+11,5 

Il  viendra  donc  les  groupes  rerticauz  : 

1,5+  5,5—  2,5—16,5 
1,5+  5,5—  2,6—16,5 
(,5+  5,5—  2,5—16,5 

î—  6,5+  1,5 
,5+  6,5 
1,5+  6,5 


l.»  groupe. 


2.B  groupe.. 


i  13,5 

7  13,5 

(13,5 


Zfi  groupe. 


f    3,5—  0,5—11,5+  8,5 
<  10,5- 


,        3,5—  8,5+  1,5 
(  10,5—  0,5—  8,5—  1,5 
On  aura  donc  douze  manières  de  composition  des  ver- 
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iicales  pour  le  système  choisi  d'horizontales;  mab  ces 
dernières  lignes  penyent  être  formées  d'une  foule  de  ma- 
nières, et  le  genre  de  carré  choisi  est  loin  d'être  le  seul 
qui  puisse  être  employé* 

On  s'est  appesanti  sur  ce  carré  de  6 ,  afin  de  iaire  Toir 
comment  on  peut  déduire  d'un  système  les  combinaisons 
qu'il  entraine. 

cJLami  BB  7« 

U  &ut  Êdre  attention  à  la  marche  que  l'on  Ta  suivre 
pour  le  carré  impair  de  7.  On  suppose  que  le  moyen  est 
au  centre  du  carré ,  et  que  les  complémens  sont  tous  aux 
cases  symétriques*  Ce  genre  de  construction  est  un  des 
plus  simples  que  l'on  puisse  employer. 

On  formera  3  groupes  de  différences  pour  les  3  pre- 
mières horizontales;  ensuite  3  pour  les  premières  rerti- 
cales;  chacun  comprendra  deux  différences  de  chaque 
horizontale ,  dont  une  avec  changement  de  signe.  H  reste 
3  différences  y  et  chaque  yerticale  doit  en  ayoir  une  avec 
un  signe  quelconque. 

Soient  les  horizontales 

24  +  23  —  22  —  21—20  +  19  —  a 
18+17  —  16  —  15  —  14  +  12  —  2 
13  +  11+    8—    9  —  10—    7  —  6 

n  reste  les  trois  différences  1,4,5.  Qu'on  prenne  les 
différences  de  différences  de  chaque  horizontale  : 


/ 
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2«-2fcs  1. . 

...24+22=46.... 

.24+21=15 

2»+20s=5ia. . 

...24—19=5... 

.24+  3=27 

23+22=45.. 

...23+21=44.... 

.23+20=43..... 

23—19=4.. 

...23+  3—26... 

..22-21=1 

22—20=3  2.. 

...22+19=41..., 

.22—  3=19. 

2l^20t3  t. . 

...21+19—40.... 

.21+  3=^4 

20+19=39. . 

...20—  3=17.... 

.19+  3es22 

La  première 

horizontale  aura  les  différences  de  diffé-    | 

rences  1,2,  4, 

5,17,19,22,  24, 

26,  27,  39,  40;  41, 

43,  44,45,4ft 

18—17=  1.. 

...18+16=34..., 

.18+15=33 

18+14—32. . 

...18—12-6... 

.18+  2=ao 

17+16=33. . 

...17+15=32..., 

.17+14=31 

17—12=  5. . 

...17+  2=19.... 

.16—15—1 

16—14=2.. 

...16+12=28..., 

.16—2=14 

15-14=  1. . 

...15+12=27.... 

.15—^=13 

M+12=26.. 

. . .  14—  2=12. . . . 

.  12+  2=14 

La  2."  horizontale  aura  donc  les  différences  de  dîffé-    | 

rences  1 ,  2,5, 

6,12,  13,14,19 

,20,26,27,28,31, 

32,  33,  34. 

On  aura  ponr 

la  Sfi  horizontale  les  difiiSrences  d»  SI-    \ 

fiSrences: 

13—11=2.. 

...13—8=5.... 

.13+  9-22..... 

13+10=23.. 

...13+  7—20.... 

.13+  6=19. 

11—8=3.. 

...11+  9=20.... 

.11+10t=i2I 

11+  7=18.. 

...11+  6=17.... 

.  8+  9=17..... 

8+10=18. . 

. . .   8+  7=15. . . . 

.   8+  6=14 

10— 9=  1.. 

...   *-7=2.... 

.    9— ~  6:^  3 

10—  7=  3. . 

...10—6=4.... 

.7—6=1 
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Ifla  aura  donc  1,  2,  3,  4,  5,14,  15,  17,  18,  19, 
2»,  21,22,  23. 

Pour  obtenir  tontes  les  yariationS;  il  faudrait  combiner 
tontes  les  différences  de  différences  de  la  1.'^  borizontale 
avec  celles  de  la  seconde ,  en  plus  et  en  moins ,  et  le 
résultat  de  ces  combinaisons  ayec  toutes  les  différences 
de  différences  de  la  3.e  horizontale;  mais  cette  recherche 
serait  longue ,  quoique  fiicile.  On  se  contentera  de  ce  qui 
Tient  d'être  dit. 

Soitfeitela  Ije  yerticale  22—21+16—14+  7— 6(— 4) 
la  2.e 23+20— 18— 15— 13+8(— 5) 

H  reste  de  la  1.^  horizontale  24+19—3  ;  de  la  2,e,  17 
+12—2;  de  la  3.e,  11+9—10.  Les  différences  de  diffé- 
rences sont  : 

1^hori«mtaIe5    27    22 

2a 5    19    14 

3.e. 20    2|      1 

n  &ut  combiner  trois  de  ces  différences  de  difiéreiice$ 
prises  dans  chacun  des  groupes  ci-dessus,  à»  oMinièr* 
que  le  résultai  soit  égal  ±  1 ,  puisque  1  est  la  seule  dîC- 
ftrence  restante  ;  or  il  n'j  a  que  5—5+1  ou  5  5  1  qui 
conrienhe.  On  aura  donc  pour  la  3.^  yerticale  24—19 
+12— 17+10-9 (—1),  ou  24—19+12—17+9—10 
(+1).  On  aura  le  caité  résultaal,  arec  les  différences  et 
ayeo  les  nombres,  en  prenant  10—9  à  la  3.®  yerticale. 
^Planche  XXXYUI  bis^Jigurw  béte.) 

YoUA  les  tableaux  qui  auraient  formé  le  carré  ci-dessus, 
qui  est  pior&itement  $jmétrique,  et  auquel  on  ne  panienC 
qu'au  mojen  des  di£^érences  : 
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4217635  /42002I04242 

4566176  .[35357217035 

3  3  67754  5128  14  28    728    728 
12  5  4  3  6  7  ^  /  28  28  21  21  21  14  14 

4  3  112  5  5  ^  ]  14  35  14  35  14  28  14 


2  17  2  2  3  4     es  f     7  42  35  21  35    7    7 

3  5  2  17  6  4         \    0    0  42  21  42  42    0 
n  n'est  pas  possible  de  soupçonner  la  composition  de 

tableaux  aussi  irréguliers  l'un  que  Tautre.  Cela  prouve 
que  la  méthode  de  La  Hire ,  et  de  tous  les  autres  auteurs , 
est  très-bornée,  et  ne  donne  qu'une  partie  des  combi^ 
naisons  propres  à  former  un  carré  magique. 

CJLRRi    DE    8. 

On  ra  Toir  combien  les  moyens  expéditi&  donnés  ail- 
leurs sont  loin  de  fournir  la  rraîe  méthode  qu'il  convient 
d'adopter  pour  obtenir  les  carrés  simples:  il  n'y  a,  on 
le  répète,  que  les  différences  pour  faire  yarier  les  carrés 
à  Tolonté.  Sauveur  a  eu  cette  idée,  mais  il  ne  l'a'pas 
développée.  Toute  co:istrQCtion  de  carrés  simples  se  t& 
sont  en  différences  d'après  les  précédentes  méthodes;  mais 
ces  méthodes  ne  donnent  pas  tous  les  systèmes  des  diffé- 
rences. 

Yoici  un  système  de  différences  pour  le  carré  de  8  qu^on 
doit  retenir.  On  forme  une  diagonale;  les  différences  ont 
leurs  complémens  aux  cases  opposées.  L'autre  diagonale 
est  complémentaire  de  la  première.  Les^  4  dernières  hori- 
«miales  sont  oomplémens  des  fi  premières.  Chaque  hori- 
lontale  a  deux  différences  de  la  diagonale ,  dont  une  avec 
changement  de  signe. 
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Soient  les  horisontales  comme  suit  ; 

d.  d. 

1.«  horizon.  4-20,5-81,5— 50,5+29,5+38,5— Î6,5-|-1 4,5—  4,5 
d.  d. 

2A — 22,5+19,5-27,5— 25,5+24,5+15,6+23,5— 7,5 

i  d.  d. 

SA — 2  i  ,5—1  a,5+i  8,5+i  i  ,5+<  6,5—1 2,5+1 0,5—9,5 

d.  d. 

4,» —  8,5—  6,5—  a,6+17,5—  2,5—  i,5—  0,5+5,5 

Les  lettres  d  sur  les  différences  désignent  ceOes  qui  sont 
communes  ayec  la  diagonale. 

On  trouvera  (Jigures  260,  261,  planche  XXXIX)  les 
carrés  par  différences  et  par  nombres ,  d'après  les  hori-* 
sontales  et  les  diagonales  ci-dessus.  Il  n'est  pas  besoin 
de  s'occuper  des  rerticales  :  car  il  est  indifférent ,  d'ar 
près  la  construction  de  ce  carré,  de  mettre  telle  ou  telle 
différence  d'une  boriiontale  à  telle  ou  telle  place ,  l'hori- 
zontale restant  composée  des  mêmes  différences,  et  les 
Terticales  de  4  différences  et  leurs  complémens. 

Toici  les  tableaux  résultant  du  carré  (Jtgure  261  ). 

i  a  8735342  /856  56  56  32    0    0  16 

4  5  278811  (56    8  56  48  32    0  16    8 

6  6  6  5  2  8  5  6  ^  140  40    8  40  40    8  16  16 

17  4  3  7  3  2  1  S  )40  32  32  24    8  32  32  32 

8  2  5  6  2  6  7  8  S  ]16  24  24  32  48  24  24  24 

3  3  3  4  7  14  3  ^  f  8  16  48  16  16  48  40  40 

5  4  7  2  118  8  [   0  48    0    8  24  56  40  48 

5  12  6  4  6  5  7  \48    0    0    0  24  56  56  40 

Que  deriennent  les  méthodes  données,  si  on  les  com^ 
pare  à  ces  tableaux?  On  pourrait  les  former  sans  recourir 
aux  différences  :  on  commencera  par  une  diagonale.  On 
voit  que,  dans  le  1.^'  tableau,  l'une  d'elles  comprend  tous 
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les  nombres  de  1  à  8  ;  la  seconde  est  composée  des  com- 
plémens  à  9  de  la  première ,  et  par  ordre  :  ainsi  2  est  à 
l'angle  supérieur  correspondant  à  7,  angle  inférieur  de  la 
première;  1  correspond  à  8;  8  à  1 ,  etc.  Quant  au  2.^  ta- 
bleau 3  ayant  formé  l'une  des  diagonales ,  dont  la  râleur 
est  224;  l'autre  aura  les  oomplémens  à  56  de  ceux  de  la 
première,  comme  dans  le  premier  tableau*  Les  diagonales 
formées,  on  établira  les  horiiontales  de  chaque  tableau 
à  Tolonté,  et  chacune  contiendra  une  diOérence  de  chaque 
jfiagonale.  Les  4  autres  horizontales  auront ,  comme  on 
l'a  dit  9  les  complémens  des  premières.  H  but  que  la 
somme  de  deux  horizontales  de  même  rang ,  prise  dans 
diaque  tableau,  soit  =  260=; 4* 65=: 4  couples. 

Chaque  ligne  du  l.er  taUeau  Taudrail  36  si  elle  con*- 
tenait  les  8  nombres  de  la  racine;  mais  les  nubiles  pro- 
cédant par  ceux  de  8 ,  on  ne  pourrait  augmenter  ou  di- 
minuer 36  que  de  ce  multiple  :  alors  la  valeur  des  lignes 
du  2.®  tableau  diminuerait  ou  augmenterait  du  même 
multiple.  Le  premier  tableau  pourrait  donc  n'avoir,  dans 
quelques-unes  de  ses  lignes,  que  12,  20,28,  ou,  en 
augmentant,  44,  52,  60.  Le  second  contiendrait  alors, 
dans  les  lignes  correspondantes,  248,  240,  232,  et  224 
pour  36  dans  le  premier ,  ou  216 ,  208 ,  200.  Dans  les  ta- 
bleaux ci-dessus  les  deux  premières  horizontales  du  pre- 
mier ont  36,  la  3.^  44 ,  et  la  4.^  28.  Les  lignes  correspon- 
dantes du  2.^  ont  pour  somme  les  complémens  à  260. 

Il  est  indispensable  de  fiiire  attention  aux  conditions  sui- 
vantes ,  lors  de  la  composition  des  tableaux ,  si  l'on  ne 
procède  pas  par  différences. 

I.'^  n  ne  &ut  pas  qu'un  même  nombre  d'un  tableau,  ou 
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sealeiDCMt  des  4  premières  horizontales,  ooAicide  arec  «q 
même  nombre  du  second,  phis  d'une  Ibis;  <et  si  cela  a  lieu 
pour  les  4  premières  horîcontides ,  oelaaara  Ken  aussi  pour 
les  4  dernières ,  sans  être  obligé  d'en  fiûre  la  yérification; 
mais  si  l'un  des  tableaux  contient  plus  de  4  fois  un  même 
nombre  dans  les  4 premières  horizontales,  comme  au  2.^ 
tableau,  il  est  nécessaire  de  fiûre  la  vérification,  pour 
s'assurer  que  ce  nombre  peut  s'ajouter  aux  8  nombres  de 
la  racine  ou  des  multiples  :  autrement  le  carré  magique 
aurait  des  nombres  répétés. 

2.<>  Lorsque ,  dans  un  tableau,  un  nombre  entre  plus  de 
4  fob  dans  les  4  premières  horiaontales,  son  complément 
ne  doit  y  figurer  qu'un  nombre  de  fois  lel  qu'en  tout  on 
ait  8,  tant  pour  ce  nombre  que  pour  son  complément 

S.*  Il  ne  serait  pas  impossible  que,  le  1.«'  tableau  étant 
formé ,  et  un  nombre  yérifié  pour  les  4  premières  horizon- 
tales, on  trouvât  ce  même  nombre  rapporté  à  plusieurs 
autres  égaux.  Il  faut  s'assurer  que  cet  incoBTénient  n'a 
pas  lieu*  Gela  arrivera  toutes  les  fois  que,  dans  les  quatre 
premières  horizontales  de  chaque  tableau,  deux  nombres 
comjdémens  l'un  de  l'autre  seront  placés  dans  la  même 
ligne  et  dans  le  même  ordre*  Par  exemple,  soient  dans  le 
1  .^  tableau  et  à  la  2.^  horizontale ,  aux  %^  et  5.^  satogs,  les 
nombres  6,3,  complémens  l'un  de  l'autre;  et  dans  le  2.^, 
24 ,  32,  aussi  à  la  2.^  horizontale  et  aux  mêmes  rangs:  on 
aurait  au  l.^r  tableau  3  et  6  à  la  7.®  horizontale  aux  2.^  et 
5.0  rangs,  ainsi  que  32,  24,  à  la  même  horizontale  et  aux 
mêmes  rangs  dans  le  2.®  tableau.  Il  résulterait  que  6  et  3 
s'ajouteraient  deux  fob  avec  un  même  nombre;  et  cela 
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aurait  lieu  quoique  chaque  nombre  ne  figurât  que  4  fois 
dans  chaque  horizontale  dans  les  deux  tableaux. 

Les  observations  qui  précèdent,  et  d'autres  analogues , 
suivant  le  genre  de  constructions,  doivent  toujours  être 
prises  en  considération* 


CARRi   SE   10. 

On  veut  que  le  milieu  des  lignes  du  tour  du  carré  soit 
composé  de  différences  répétées  ;  que  les  extrémités  des 
2.e,  3.%  U.e,  7.e,  8.«,  9.®  horizontales  soient  également  ré- 
pétées, ainsi  que  les  4.e  et  7,®  cases  de  la  5.«.  Soient  aussi 
répétées  les  différences  des  2.©,  3.©,  8.®  et  9.«  verticales  aux 
extrémités;  les  3.«  et  8.«  cases  des  4.©  et  7.^;  enfin  les  fL^ 
et  7.®  cases  de  la  5.^.  On  pourra  composer  comme  suit  les 
5  horizontales,  qui  ne  contiendront  que  8  différences,  à 
raison  de  l'omission  de  celle  qui  est  répétée ,  laquelle  dé- 
pend des  yerticales,  conune  celle  omise  en  verticale  dépend 
des  horizontales.  Soient  les  horizontales 

47,5— 48,5+40,5— 46,5+./l9,5+42,5— 43,5— 41 ,5 

38,5—37,5—34,5—35,5+33,5+31 ,5+36,5—32,5 

27,5—28,5+24,5+25,5—23,5—26,5—21,5+22,5 

13,5+11,5— 12,5-r",5+l6,5— 15,5— 17,5+18,5 

7,5—  8,5—  9,5+  5,5+  4,5—  0,5—  1,5+  2,5 

Les  différences  non  employées  sont  :  3,5,  6,5,  10,5, 

19,5,  20,5,  29,5,  30,5,  39,5,  44,5,  45,5. 

Lal.'«  verticale  n'ajant  que  deux  différences  communes 
avec  les  horizontales,  savoir,  les  deux  angles,  il  feut  y 
ajouter  6  des  1 0  différences  restantes,  et  l'on  peut  la  for-* 
mer  par 
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47,5—419,5—441^—3,5—20,5+10^+30,54.29,5, 
l'une  des  différences  ajant  changement  de  signe* 

La  2.C  aura  deux  différences  de  chacune  des  2*%  3.®, 
4.®  et  5.®  horizontales,  dont  uneayec  changement  de  signe, 
et  pourrait  être 
34,5—35,5  +  24,5—25^  +  13,5—16,5+7^—2,5 
La  3.6  se  composera  comme  la  seconde,  et  on  la  ferait 
38,5—33,5+28,5—23,5+12,5—14,5—9,5+1,5 
La  4.C  aurait  deux  différences  communes  ayec  les  1.'^, 
2.e  et  4,e  horizontales,  et,  de  plus,  deux  des  différences 
restantes;  parmi  les  premières,  l'une  a  son  signe  changé. 
Soit  cette  yerlicale 
40,5  +  41,5-37,5-36,5+15,5—17,5  +  39,5—45,5 
La  5.^  doit  avoir  2  différences  des  2.^,  3.<^  et  5.^  horizon- 
tales, dont  une  avec  changement  de  signe ,  plus  les  deux 
restantes  ;  or  on  a  encore  de  la  2.e  horizonUle'+ 31 ,5 — 32,5  ; 
de  la  3,e,  +27,5—26,5—21,5+22,5;  et  de  la  ,5.e,  5^ 
+  4,5 — 8,5—0,5.  n  faut  prendre  une  différence  de  dif- 
férences de  chacune  de  ces  lignes ,  de  manière  à  avoir  avec 
les  deux  restantes  une  somme  =  0.  Ces  deux  restantes , 
qui  sont  6,5  et  19,5,  ont  pour  différences  de  différences 
19,5  +  6,5=26. . . .  19,5—6,5=13  -.donc  il  viendra  ±26 
et  +13  :  d'où  il  suit  que  la  somme  des  différences  d'hori- 
zontales à  prendre  doit  être  ±26.  ...±13;  mais  31,5 
—32,5  ne  donne  que  ±64.  Donc  il  viendrait,  en  combi- 
nant ±64  avec ±26  et±l  3,les  quatre  sommes  ±90, ±77, 
±38,  ±51.  Il  faut  donc  que  les  deux  différence^  de  dif- 
férences prises  de  la  3.®  et  de  la  5.^  horizontales  ajoutées 
aient  une  somme  =  ±90,   ±77,  ±38,  ±51. 
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-  Le»  dklKrences  de  différences  de  la  3.^  horisonfak  sont  : 
27^+26,5=5*.....  27,5+21,5=49....  27,5—22^5 
=5. . .  .i6,5— 21,5=5. . .  .26,5  +  22,5=49. . .  .21,5 
+  22,5=44 

CeOes  de  la  5.®  hoivonf aie  deviennent  : 
5,5— 4,5=1  ....5,5+8,5=14 5,5+0,5=6..... 

4,5+8,5=13..  ..4,5+0,5=5.... 8,5— 0,5=8. 

Ainsi  h  3.e  horizontale  aurait  5,  44,  49,  54, 

Et  la  5.6  horizontale,   1,  5,  6,  8,  13,  14. 

Comparant  suceessiyeaient ,  par  addition  et  sonstrac- 
tion ,  chacune  des  premières  différedcea  à  toutes  celles  de 
la^.^,  on  aurait:  .    . 

6  4  10  0  11  1  13  3  18  8  19  9 
45  43  49  39  50  38  52  36  57  31  58  30 
50  48  54  44  55  43  57  41  62  36  63  35 
55  53  59  49  60  48  62  46  67  41  68  40 

On  ne  trouve  que  38  qu'on  peut  prendre  positivement 
on  négativement*  38  provient  de  44—6;  mais  44=;21y5 
+  22,5. . . .  —6=— 5,5— 0,5. . . .  38=64—26. ...  64 

=31,5  +  32,5....  26=19^+6,5 64—26=11,5 

+  82^5—  t9;i— 6,5.  La  5.«  rerticale  sera  donc 

22,5+21,5—31,5—82,5—5,5—0,5  +  6,5  +  19,5 

On  pourrait  aussi  changer  tous  les  signes. 

On  Toît  {planche  XXXYIII  bis, ^figure  d)  le  cairé  de 
10  d'après  les  horizontales  et  verticales  précédemment 
construites. 

La  1 .1^  horizontale  aura  aux  angles  47,5  et  49i,5,  d'après 
la  1  .Te  verticale;  les  complémens  sont  aux  angles  opposés. 
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Cette  iJ^^rerticale  se  remplit  à  yolonté,  avec  ses  diffé- 
rences,  à  l'exception  des  deux  cases  du  milieu.  La  2.^  ho- 
risontale  aura  —35,5  —  34,5  en  diagonale,  d'après  la 
2e  Terticale^  La  3.e  horizontale,  5  —  23,5—28,5;  d'après 
la  3,^  rerticale  ;  et  ainsi  de  suite  pour  les  deux  diagonales. 
La  dernière  yerticale,  sauf  les  cases  du  milieu ,  comprend 
par  ordre  les  complémensdela  première.  On  Toit  que  2â,5 
et  25,5  sont  à  la  3.»  horizontale  et  à  la  2.e  verticale;  de 
même  13,5  et  16,5  sont  à  la  4.«  horizontale  età  ]a2»o  yer- 
ticale,  toigours  en  changeant  un  signe  des  horizontales, 
à  raison  du  complément  en  verticale.  U  est  fiicilo  de  con- 
tinuera remplir  les  lignes.  Quant  aux  cases  du  mOieu, celles 
des  premières  et  des  dernières  horizontales  se  complètent 
par  la  5.®  yerticale,  qui  doit  aroir  -f-  19»S  +  6 A  On  peut 
mettre  celle  que  l'on  voudra  à  la  l/e  horizontale  :  car, 
puisque  Tune  et  l'autre  est  répétée,  cela  n'apportera  au- 
cune différence  dans  la  somme  des  groupes.  De  même,  la 
S.e  horizontale  ayant  il,5*- 8,5,  on  met  celle  que  l'on  veuf 
à  la  1.i«  verticale,  par  la  raison  ci-dessus,  et  le  carré  est 
complet.  Cette  construction  est  &cile  à  retenir,  et  fournit 
une  immense  quantité  de  combinabonsi» 

Il  n'est  pas  indispensable  d'opérer  comme  on  l'a  (ait 
pour  le  carré  de  1 0,  relativement  à  la  distribution  des  com- 
plémens  des  différences.  U  n'est  pas  plus  nécessaire  de 
mettre  un  nombre  et  son  complément  au  milieu  des  4 
lignes  qui  bordent  le  carré. 

Il  est  bon  de  disposer  les  différences  avec  méthode,  pour 
faciliter  le  placement  de  ces  différences.  On  va  le  montrer 
en  chobissant  d'autres  verticales  que  celles  du  précédent 
carré.  • 
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Les  nombres  supérieurs  1 ,  2,  3,  4,  5,  désignent  les  ho- 
rizontales; les  mêmes  nombres,  à  gauche,  les  yerticales. 
Dans  chaque  colonne  on  a  mis  d'abord  les  différences  qui 
consenrent  leur  signe;  cela  Êicilite  la  position  de  ces  dif-: 
férences  dans  le  carré»  On  peut  même  se  dispenser  de 
construire  le  carré  des  différences,  et  aller  par  ordre  dans 
la  construction  du  carré  des  nombres,  comme  on  l'a  fiiit 
dans  les  deux  carrés  (planche  XXXTIIIfcw,/gMre  e  etf). 

Après  avoir  placé  toutes  les  différences  communes  aux 
horixontales  et  rerticales,  ainsi  que  les  différences  restantes, 
comme  on  voit  au  1.^^  carré,  on  achève,  dans  le  second, 
en  plaçant  les  différences  d'horizontales  non  employées  et 
leurs  complémens.  On  n'insbtera  pas  davantage  sur  la 
composition  des  carrés  au  mojen  des  différences.  Ce  qui 
.  a  été  dit  doit  suffire  pour  guider  dans  tous  les  cas.  On  re- 
marquera  qu'il  y  a  quelque  différence  entre  la  formation 
des  carrés  pairs  et  celle  des  impairs. 

ARTICLE  IX. 
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n  faut,  comme  pour  tous  les  carrés  impairs ,  agir  par 
séries,  ce  qui  donnera  lien  à  des  observations  importantes 
dans  différens  cas,  afin  de  ne  pas  faire  d'infructueuses 
tenUtÎTes.  Soit  d'abord  le  cas  où  le  carré  d'équene  n'est 
que  de  9  cases  :  le  moyen  en  fidt  nécessairement  partie  ; 
or,  après  la  formation  du  carré  d'intersection^  il  doit  y 
avoir  six  séries  ou  groupes  de  3  nombres  pour  complé- 
ter le  canré.  0  £int  voir  comment  on  peut  former  ces  sé- 
ries. On  afidt  remarquer  que  la  somme  des  six  plus  grandes 
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difTérences  deyait  surpasser,  ou  au  moins  égaler  la  somme 
des  i2  plus  petites.  De  plus,  comme  il  est  impossible  qu'un 
pair  puisse  réduire  un  pair  et  un  impair  à  0,  on  ne  sau- 

.  ralt  ôemposer  les  groupes  que  de  3  pairs  ou  d^m  pair  et 
deus  impairs  s  d'où  il  suit  que  si  le  nombre  des  impairs 
éstim{>air,  il  j  aurait  un  couple  qui  nVn  contiendrait  quHm 
ou  trois ,  ce  qui  fest  impossible. 

D'après  ces  observations,  soit  le  carré  d^ëquerre  construit 
arec  les  nombres  1,  11,21,31,  41,51,61,71,81;  que  le 

•'carré  d'intersection  soit  foit  avec  tous  les  paûrs  de  2  à  36 
inclusivement,  et  complémens  :  on  aura  pris  36  pairs  et '8 
impairs ,  le  moyen  AI  non  compris  ;  il  reste  donc  encore 
4  pairs  et  32  impairs ,  dont  la  moitié  est  2  pairs  et  16  im- 

'pairs,  l'autre  moitié  étant  en  complémens. 

Les  différences  restantes  sont  au  nombre  de  18,  dont 
16  paires  et  2  impaires  ;  celles-ci  répondent  à  38  et  40  en 
nombres.  Voici  ces  différences  : 

17  +  24  33  +  8 

19  +  22  35  +  6 

28  +  18  (16)        37  +  4    (28) 
25  +  16  38  +  3 
27  +  14                 39  +  2 

29  +  12  40  +  1 

n  fimt  de  toute  nécessité  que  9  et  I  .abienit  dans  le  mAme 
groupe  :  car  ils  ne  peuvent  foire  partœ  de  2  groupes;  dooc 
on  a  lé  (groupe  forcé  4  -^3— »1  ^szO.  Maintenanl ,  les  6  plus 
grandes  différences  ont  pour  somme  194,  et  les  12  plus 
petites  130.  La  différence  des  deux  sommes  est  64,  dont 
la  moitié  32  doit  augmenter  les  petites  et  diminuer  les 


3  +  38 

5  +  36 

7  +  8* 

9  +  32 

13  +  28 

(4) 

15  + as 

(18) 
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grandes  diflëmices.  Si  l'on  lût  passer  28  et  26c=$5l  des 
grandes  parmi  les  petites,  et  4»  18:3323  parmi  les  grandes, 
puisque  i  doit  en  faire  partie  y  on  aura  5ft— *22=s=329  et 
les  cinq  autres  groupes  peuten|  être 
38— 24-*l«. 3ft-28— 8 M— 20-12. .  • .  • 

32— 26-^. ......  18— 18— 2 

€e  sont  ceux  que  Ton  a  choisis  (ySg.  288^  planche  KLI); 
les  complémens  achèvent  le  carré;  il  n'j  a  qpi'à  sidbstituer 
les  nombres. 

On  passe  facilement  du  carré  à  équerre  à  celui  de  la 
figure  289.  Le  carré  total  est  magique,  mais  chaque  bor- 
dure ne  l'est  pas ,  il  faut  les  prendre  toutes  trois  :  c'est  un 
ndurd  exemple  de  bordure  triple* 

On  n'aurait  pu  iaire  le  carré  en  prenant  les  18  pren^iers 
et  les  18  derniers  nombres  pour  le  carré  d'intersection,  et 
les  nombres  du  milieu  pour  celui  d'équerre  :  car  pui^ 
qu'une  différence,  dans  chaque  groupe,  doit  être  égala  à 
deux  autres,  il  faudrait  que  les  6  plus  grandes  égalassent 
au  moins  les  12  plus  petites ,  ce  qui  ne  serait  pas.  Ge  carré 
exige  des  précautions  particulières. 

Si  l'on  &ik  le  carré  d'équerre  avec  25  cases,  on  peut 
chobir  les  25  nombres  du  milieu;  le  carré  d'intersection 
peut  aToir  les  8  premiers  et  les  8  derniers.  La  2.®  diago- 

.  nale  aura  une  différeno*  cenuiHine  atoc  le  carré  d'équerre  ; 

.  et  si  l'on  bit  ^ui*ci  par  la  niétbode  expéditive ,  il  viendra 
as  à  l'angle»  sa  différence  est  —  4.  Les  différences  re^ 

•lanAes  sont: 
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17  4-24 

23 +  1» 

18  +  23 

24  +  17 

19  +  22 

25+16 

20  +  21 

26  +  15 

21+20 

27  +  14 

(25)22+19 

28  +  13 

328 

9  +  32 

la +31 

11  +  30 

12  +  29 
'     13  +  28 

14  +  27 

15  +  26 

16  +  25  (22) 

La  somme  des  8  plus  grandes  est  228.  Celle  des  12  plus 
petites  =222;  différence,  6;  moitié,  3.  On  peut  mettre  22 
au  lieu  de  25 ,  et  réciproquement.  On  formera  4  groupes 
de  cinq  différences,  lesquels  peuvent  être  : 

32+31—25—20—18. . . .  30+29—24-21—14. . . . 
28+27—23—19—13. . . .  26+22—15—16—17 

La  2.^  diagonale  se  construira  en  prenant  dans  chaque 
groupe  deux  différences ,  dont  une  avec  changement  de 
signe,  et  telles  que  leur  somme  =:  +  4.  Soient  choisies  les 
différences  —18—31+29+21—19+23—16+15=  +4. 
€e  choix  fixe  l'ordre  des  groupes  complémentaires ,  qui 
se  placent,  savoir  :  les  deux  des  horizontales  en  horizon- 
tale «  et  ceux  des  deux  groupes  verticaux  en  verticale* 

On  voit  (Jigures  290  e^  291,  planche  XLI)  les  carrés  des 
différences  et  des  nombres,  d'après  les  fbrmations  parti- 
culières ci-dessus.    * 


On  aura  (figure  292,  planche  XLII)  le  carré  d'équerre 
an  centre  du  carré  et  bordure  double.  On  a  toujours  S  car- 
rés magiques ,  savoir  :  le  central ,  le  total ,  et  celui  dlnter- 
section,  en  réunissant  les  4  parties  dans  lesquelles  9  est 
divisé  aux  angles. 
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On  a  fait  {figure  293)  le  carré  d'équerre  de  49  cases, 
on  a  choisi  les  49  nombres  da  milim  de  la  progression,  et 
ce  carré  a  été  fidt  par  la  méthode  expéditive.  La  2.®  dia- 
gonale aura  dans  l'éqaerre  cinq  nombres ,  sayoîr  :  26  4-  25 
+  24  +  30+29,  dont  la  somme  est  134.  Cette  diagonale 
doit  ayoir  369=41  «9,  il  manque  235;  les  nombres  res- 
tans  sont  de  1  à  16  et  de  66  à  81.  Qu'on  lasse  235  ayec 
72  +  80  + 16  +  67  :  les  différences  de  ces  nombres  seront 
—  31—39  +  25 — 26  ;  l'horizontale  doit  avoir  deux  de  ces 
4  différences,  dont  une  avec  signe  changé;  la  yerticale 
aura  les  deux  autres ,  aussi  arec  un  changement  de  signe  > 
plus  deux  différences  de  Fhorizontale,  dont  une  avec  signe 
changé.  On  peut  Êûre  ces  lignes  comme  suit  : 

Horizontale.  40— 36+38+37— 28— 29— 30—31+39' 

Verticale. . .  40+36+35+33—27—32^-34—26—25* 

Substituant  les  nombres  aux  différences, onaura  le  carré 
de  la  figure. 

Pour  connaître  toutes  les  verticales  qui  peuvent  avoir 
lieu  pour  une  diagonale  et  une  horizontale  déterminées, 
celles  ci^essus ,  par  exemple ,  on  agira  conmie  il  va  être  dit* 

Les  deux  différences  restantes  de  la  diagonale  sont 
+25  —  26;  leur  somme,  en  changeant  un  signe,  e8t±5l. 

On  fera  ensuite  la  somme  des  7  différences  dé  la  ver- 
ticale (non  compris  les  deux  dé  la  diagonale— 81+39), 
et  deux  à  deux ,  en  changeant  un  signe  i  il  viendra  ' 
76  2  3  68  69  70.. ..74  73  8  7R..-1  66  67  68... 
65  66  67i...1  2 1 

Ces  différences  de  diflRrences  sont,  paroràre , 
12  3  6  7  8....65  66  67  68  69  70  73  74  76 
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ij^alantl  ébaoïme  d'^es  pri$«  enpios  et  «n  moiiB  b 
différence  H;:  51 ,  «m  aorà  t 

iSîfchSO. . . .  ±53+49. . . .  ±54+48. . . .  ±57+51?.  •  •  - 
■     ±5^44. .  .±59±43, ...........  .^^JifcfcW.  ^  • 

±1l7±15...±118±16...±lt9±iy.,.±l»±:1S.... 

'±121±19. .  .±12a±22. .  .±125±23. .  .i:t27±'25 

Les  petits  chiffres  au  dessus  des  différences  ci-dessus 
indiipient  les  différences  ajoutées  à +  51.  Il  7  a  pour 
chaire  différence  de  différence  de  Thorizontale^  quatre 
Tal^^u^.  Ainsi,  par  exemple, ±51  ajouté  à^t^G  donne 
^57-157+45 — 45^  et  ainsi  des  autres.  Ilej^t^re^é^iprèsla 
fortnation  de  la  diagonale  et  de  lliorâont^  les  différences 
35,  34^  33,  32,  27, (pu  doivent,  jpar  leur  combinaison, 
donner  une  somme  égale  à  Fune  de  cdles  ci-deasos.  La 
fhid  grande  est  127;  et,  comme  la  somme  des  cinq  diffé- 
rences est  plus  grande  que  127,  on  ne  peut  les  lyouterj  On 
^eol  911  pr«[idite  quatre  pontivemeat ,  et  .retranchar  la  .cin- 
.fuièitooii  La  somme  des  cinq  différences  est  161.  Be|ra)|- 
i3baAt$moQessiTement  le  douUede  chacunedes  di^ér^ilic^, 
00^59:^64 1 «6, 68, 70^  on aurail.107, 97,95,93;  9i;f0ur 
le:  résiiil4t  de  la  soustractbn  de  l'une  d'elles  de  la  sonune 
des  qbattieantres.  Or  00  ne  irouTe  pas ,  pariniles4i0^WA<^^ 
d6Jd)fflSt«B0ës  oi-deasus ,  91 , 93|  95, 97,  107;  on |i«  peut 
donc  tàkm  la  verticale  avec  quatre  diffi^renoes  d'un  signe  » 
,et  iQie,oi4IIUîème  dd  4gae  contraire.  :  . 

Il  but  voir  si  l'on  pèul  prendre  trois  différences  avec 
un  signe,  etdeux  avec  signe  aontmlre.  '^ 

HéJ^  dittSrences  a^c  le  même  çigpedqnnest  Ie4  résol- 
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tats  69,  68^  67,  62. .. .  67,  66, 61. ... 65,  60. ... 99;  fe 
double  de  ces  nombres  est  138, 136,  134, 124. . .  .184., 
132, 122. .  • .  130, 120. . . .  118.  Otant  saccessÎTement  ces 
derniers  nombf«s  de  161 ,  îl  tient  23, 25, 27,  37. ...  27, 
29,  39. ...  31 ,  41. ...  43.  Ces  yaleurs  peuvent  avoir  le 
double  signe.  On  ne  trouve  que  23»  25,  43  communs  avec 
les  vrieurs  des  deux  difiërences  de  la  diagonale  ajoutée  à 
deux  diflérences  de  llionKontale;  prenant  +  23 ,  0  eét 
égal  à33+32+27--.35~34,  et  drit  répondre  à «^ffi 

=  51  —74=25 + 26— 36 — 38  •  ainsi  l'une  deà  verticales 
. serait 

-J6-38+2»+26'+33+32+27— 35— 84 
En  prenant  — 23,  il  répondrait  à  +23  =  74—51;  îl 
Êudrait  changer  tous  les  signes  de  la  précédente  verti- 
cale. 

Venant  à  +25=34+32+27—35—33,  il  répond  à— 25 
=51  —76=25  +  26—40—36,  etFon  aurait  la  verticale 

+  26  +  25— io-.»6  + 34  + 32+ 27-- 85— » 
Bt  changeant  Ums  les  sigiies,  il  viendrait  celle  que 

Ton  a  choisie. 
Enfin  poiir+  43  =  33+  34  +  35-^32— 27,  il  faut 

—a3=+8  — 61=36— 28^25— 26,  et  il  vi«ïi*»it 

pour  verticale  : 

36l-2»--îB^26+33+34+3S--32--î7  '     ^ 
n  y  a  donc  en  tint  trois  verticales  possibles,  dRipi%s  Ib 

choix  fait  de  la  diagonale  et  de  l'horizontale.  ' 

On  voit  comment  on  opérerait  si  la  composition  de  ces 

lignes  était  différente,  si  le  carré d'équerre  était  autrement 


I 
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foiiné  avec  les  mêmes  nombres,  ou  si  l'on  prenait  d^aatres 
progressions. 

On  s'est  beaucoup  étendu  sur  cet  exemple,  pour  fidre 
connaître  la  marche  à  suivre  dans  tous  les  cas  sem- 
blables. 


On  Terra  {figure  Tôk  )  le  carré  d'équerre  au  centre,  et 
bordure  régulière;  les  nombres  des  horizontale  etTerticale, 
à  l'exception  des  i^gles ,  peuvent  se  placer  dans  leur  ligne    i 
à  volonté. 


Le  carré  {figure  295)  est  remarquable  :  le  carré  de  cou- 
pure  a  été  fisdt  par  la  méthode  expéditive  avec  les  25 
nombres  du  milieu.  Il  résulte  qu'on  a,  en  diagonale,  outre 
0,  deux  différences  complémens  l'une  de  l'autre  :  d'où  il 
suit  qu'il  ÊLUt  en  diagonale  première,  seulement  quatre 
différences,  en  mettant  aux  angles  opposés  les  différences 
et  complémens.  La  2.^  diagonale  aura  les  mêmes  quatre 
différences  toutes  avec. changement  de  signe,  plus  une 
autre  différence  et  son  complément  aux  angles.  Soient  ces 
quatre  différences  4-36  +  39— 37—  38. 

La  l.re  horizontale  aura  les  deux  extrémités  communes 
avec  les  diagonales ,  ce  sont  les  angles,  et  de  plus  sept  autres 
différences. 

La  2.0  horizontale  aura  une  différence  et  xm  complément 
communs  avec  la  l.re  diagonale,  et  sept  autres  diffé- 
rences. 


I 


1 
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On  a  maripié  les  différences  commnnes ,  ainsi  qae  les 
coiDplémens,  ce  qui  fixe  le  rang  de  chacune  de  ces  diffé- 
rences; on  complète  à  l'ordinaire ,  ayant  toujours  soin  de 
placer  symétriquement  les  complémens  des  intersections; 
quant  aux  autres  différences  des  horizontales  et  verticales 
entre  les  parties  du  carré  de  coupures ,  elles  ont  leurs  com- 
plémens aux  cases  correspondantes ,  comme  on  le  Toit 
i/igure  295). 

On  a  donné  le  même  carré  ayec  les  nombres  (^figure 
296> 

11  peut  être  utile  de  connaître  toutes  les  dernière»  verti- 
cales que  Ton  peut  obtenir,  après  avonr  construit  par  ta- 
bleau, comme  ci-dessus,  les  deux  diagonales,  les  deux 
horizontales  et  la  ij^  yerticale,  afin  de  ne  pas  faire  des 
tentatires  infructueuses. 

Pour  cela,  on  remarque  d'abord  que  les  trois  différences 
qui  restent  sont  1 5 , 1 6 , 1 7 ,  ce  qui  donne  pour  leur  ^mme , 
et  celles  de  deux  d'entr'elles  avec  un  signe,  et  la  troisième 
arec  signe  contraire,  ±  ^SHt'^ltifiH::;  18.  Les  deux 
différences  restantes  de  la  diagonale ,  lesquelles  doivent 
bire  partie  de  la  verticale,  sont  37— •39,  ce  qui  donne,  en 
changeant  le  signe  de  Tune  d'elles,  ±76.  Ajoutant  donc 
±76 aux  nombres  ci-dessus,  on  aura  28,58,  60,  62,  90, 
92,  94,  124,  en  plus  on  en  moins.  Ces  derniers  nombres 
indiquent  l'addition  des  deux  différences  de  la  diagonale 
avec  les  trois  différences  restantes,  pour  tous  les  cas.  H 
&ut,  pour  compléter  la  verticale ,  une  différence  et  un 
complément  de  chaque  horizontale.  Si  donc  on  combine  2  à 
2  les  sept  différences  de  cette  horizontale  (non  compris 
celles  des  angles,  si  Ton  agit  de  même  pour  la  2.^  horizon- 
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taie 9  non  compris  les  difFëreaces  de  la  diagonale) ,  il  iGln- 
dra  qu'ajoutant  une  difShvnoe  de  différence  de  la  l^r^  h^ 
risontale  avec  une  différence  de  différence  de  h  deuidèmë, 
on  obtienne  l'un  des  huit  nombres  qui  précètdent 

Là  première  boriaontale  donne  pour  différences  de  diffé4 
renées  t 
±1  ±2±a±:ft±5±6±7±57±i5Q±61±6a±:63±:p4 

±65 
.  La 2»<»horicontaIe donne: 
±1±a±5±8±9±10±:a3±M±«l6±:*7±^»8±^^ 
±53±57±^ 

Si  Fon  ajoute  successiTement  chacun  de  ces  derniers 
ayecftoiB  les  premiers,  en  ne  retenant  que  les  résultats  égaux 
àPuA^des^iiuit  nombres  ci-dessus,  on  aura  toutes  lesyertit 
caleè  cherchées.  "D^Aord  on  toit  qu'on  ne  peut  obtenir 
124  :  car  les  deux  |rfus  grands  dans  chaque  horiaontalCf 
65-)-  58,  ne  font  que  123.  On. ne  peut  pas  davantage  avoif 
28  :  car  les  plus  grands  des  petits,  7-}- 10,  ne  font  que 
17; de  même  65  —  43=22,  encore  trop  petit.  Enfin  on 
n'aura  pas  90, 92,  9ft ,  puisque  les  plus  petits  des  grands 
574-43=100,  et  que  65  + 10=75.  n  restera  +  58+60 
Hh62,  etilrient: 

a..   1.f-57=58  «•..63—5=58 

2...  1+61=62  2.. .65-^5=60 

2.. .61—1=360  2.. .64— 6=58 

4.. .63—  1=62  2.. .58-1-2=60 

2...  4+58=62  1.. .57+3=60 

2.. .62— 4=58  1... 52+6=58 

2. .  .64—  4x=560  1. . .  53+5=58 

3.. .57+  5=62  2...53+7— «> 
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Les  petits  dbmbres  devant  les  différences  indiquent 
pear  chaijue  cas  les  combinaisons  qai  s'y  rapportent*  Ainsi 
63— 5  9  par  exemple,  provient  de  ce  que  63  se  trouve  deux 
fob  dans  les  différences  de  différences  de  la  i.re  horizon- 
tale ,  savoir  :  33-4-30  et  34+29;  d'un  autre  côté,  5  est  deux 
fois  parmi  les  différences  de  différences  de  la  2»^  horixon- 
tale,  savoir  :  27-— 22  et  32—27;  et,  comme  chaque  com- 
binaison de  63  se  compare  à  chaque  combinabon  de  5,  il 
y  aura  quatre  verticales  pour  63—5,  et  ainsi  des  autres* 
Donc  en  tout  38  verticales,  dont  le  nombre  est  double, 
parce  qu'on  peut  prendre  le  signe  ±  pour  chacune.  Dans 
les  différences  de  différences  des  horizontales  on  n'a  mis 
qu'ime  seule  fob  les  résultats,  dont  quelques-uns  sont  ré- 
pétés plusieurs  fob,  comme  on  vient  de  le  fiiire  voir*  La 
combinabon  choisie  est  celle  qui  résulte  de— 76  +  14 
(— 62)  +  57+5,  ou— 37— 39  (—76)  +15  +  16—17 
(  +  14)  +33  +  24  (+57) +27— 22  (+5) 

Voici  encore  un  exemple  d'irrégularité  (Jigure  297  )  : 
le  carré  de  coupures  est  toujours  composé  des  25  nom- 
bres du  milieu  ;  on  l'a  formé  par  la  méthode  expéditive. 
Il  suit  que  la  première  dbgonale  a  déjà  les  différences 
—4—9=— 13 ,  qui  sont  fixes.  H  ne  faut  plus  que  7  di(K- 
rences ,  dont  la  somme  soit  1 3«  La  seconde  diagonale  a 
les  dent  différences  3+7=10,  plus  une  différence  et  un 
complément  de  la  première. 

Les  différences  du  carré  d'intersection  ont  toujours  les 
complémens  aux  cases  symétriques  ;  et  ceux  des  diffé- 
rences entre  les  cases  du  carré  de  coupures,  sont  aux 
cases  opposées. 
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n  n'y  a  d'attention  à  apporter  qae  pour  le  placement 
des  différences  d'intersection  :  les  autres  n'offrent  point 
de  difficulté.  On  yoit  {figure  298)  le  même  carré  en 
nombres.  Cet  exemple  est  très-remarq[uable,  et  doitsenir 
de  guide  pour  tous  les  cas  semblables. 

Le  carré  d'intersection  n'est  pas  magique,  à  l'excep- 
tion des  diagonales  ;  mais  les  lignes  symétriques  donnent 
une  somme  magique  par  leur  addition ,  quoiqu'elles  ne 
soient  pas  magiques  par  elles-mêmes.  Ainsi  la  iJ^  et  la 
kfi  horizontales,  la  2.^  et  la  3.^,  et  de  même  la  l.'^  et 
la  4.e  verticales ,  ainsi  que  les  2.^  et  Zfiy  ont  pour  sonmie 
328  =4 .  82  =  4  couples. 

Après  avoir  composé  les  deux  diagonales ,  les  deux  bo- 
riaontales  et  la  \j^  verticale,  il  îàxX  examiner  si  la  2.® 
verticale  est  possible  ou  non. 

Supposant  donc  les  lignes  construites  comme  ci-dessost 
à  l'exception  de  la  2.^  verticale  y 

La  l.re  diagonale  n'a  que  la  différence  -f-  39  iu)n  enn 
ployée  dans  les  autres  lignes ,  et  qui  doit  fiiire  partie  de 
la  2.C  verticale,  avec  signe  changé. 

La  différence  d'intersection  des  deux  diagonales  — ^  37 
est  aussi  forcée. 

La  2.6  diagonale  n'a  que  — •  34  non  compris  dans  les 
autres  lignes;  et  cette  différence,  avec  changement  de 
signe,  doit  aussi  faire  partie  de  la  verticale.  Elle  aura 
donc  déjà-.39— 37  +  34=:— 76  +  34  =  — 42. 

Les  doux  différences  restantes,  et  n'entrant  dans  aucune 
ligne,  sont  18  et  22,  qu'on  peut  prendre  en  plus  ou  en 
moins,  ce  qui  donne  — 42+40=2. .  • .  —42  —  40=:— 82 
— 42+4=—38..-.— 42— 4=— 46. 
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Les  difS^renoes  non  répétées  de  la  1J®  horizontale  sont 
+  32  — 27+24— 28— 25- 

GeOes  de  la  Z^  horizontale  sont  —14  +  20— 13. 

Les  diCSérences  de  différences  de  la  1J«  horizontale  sont 
les  siÛTantes  :  59,  8,  60,  57,  51, 1, 2,  52,  49,  3;  celles 
de  la  seconde,  34 , 1 ,  33. 

n  fiiut  qne  denx  de  ces  différences  de  différences,  prises 
Fune  dans  la  iJ^  série,  l'autre  dans  la  seconde,  donnent 
pour  somme  2,  38 ,  46,  82.  Or  on  aura  1  +1  =:2. ...  3 
—  1  =  2.. ..33+ 49=82. 

Il  y  aura  donc  3  verticales ,  savoir  :  —  39 —  37  — ^^18 
—^+34  (  +  20  +  13+24  +  25).  Cpsi  celle  adoptée. 
Puis_42+40=— 39— 37+ 34  + 18+22  (+28—27 
+ 14  —  13).  EnGn  la  3.« sera  —  39— 37  +  34  +22+18 
(  +  28  — 25  — 14  +  13).  H  pourrait  se  faire  que  Ton  ne 
pAt  arriver  à  une  seconde  verticale  d'après  les  premières 
lignes  construites  à  volonté.  Alors  on  ferait  quelque  chan- 
gement à  Tune  des  lignes. 

'  Toici  encore  une  des  formes  régulières  du  carré  de  9 
avec  bandes  isolées.  Le  carré  de  coupures  a  été  formé 
par  la  méthode  expéditive,  et  avec  les  nombres  5,  8, 
11,  M,  17,  20,  23,  26,  29,  32,  35,  38,  41,  et  eomplé- 
mens.  Le  carré  d'intersection  a  été  fint  avec  les  4  séries 

1,4,  7,  10 3,6,9,  12 70,73,  76,79.... 

72,  75,  78,  81.  Ces  deux  dernières  sont  complémens 
des  deux  premières.  (  Planche  XXXYIII  bis^  figure  g.) 
Il  reste  les  nombres  et  les  différences 
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2+39  —  80  27  +  14—55 

13  +  28  —  69  28+13  —  54  (20) 

15  +  26  —  67  (  1  )  30+11—52 

16  +  25  —  66  (10)  31  +  10  —  51  (25) 
18  +  23  —  64  33+8  —  49 

Î9  +  22  —  63  34+7  —  48 

21  +  20  —  61  (13)         36  +    5  —  46 

22  +  19  —  60  37+4  —  45 

24  +  17—58  39+2  —  43 

25  +  16  —  57  40+1—42  (26) 
Gomme  chaque^  diagonale  a  un  conple  dans  le  carré 

de  çoi]^res,  et  un  autre  du  carré  d'intersection ,  outre 
le  mo^n  qui  leur  est  commun ,  il  ne  &ut  plus  que  4  di^ 
férences  à  la  iJ^  diagonale,  et  la  seconde  a  les  complé- 
mens  de  ces  4  différences.  Soit  la  ij^  diagonale  17+14 
— ^20—11  :on  fera  4  groupes  de  cinq  différences,  teb 
que  deux  d'entr'eux  contiennent  deux  différences  de  la 
diagonale,  dont  une  ayec  changement  de  signe.  Ces  groupes 
auront  2  différences  contre  3  :  donc  les  8  plus  grandes 
surpasseront  ou  égaleront  les  12  plus  petites.  La  somme 
des  8  grandes  est  202;  celle  des  12  petites  est  108.  Hais 
202  —  108=94,  dont  la  moitié  47  doit  être  ajoutée 
aux  petites,  et  diminuée  dès  grandes  différences.  Qu'on 
&sse  passer ,  par  exemple ,  20, 25  ^  26=71 ,  des  grandes 
parmi  les  petites,  eti  3, 10, 1  des  petites  parmi  les  grandes  : 
on  aura  71—24=47.  On  peut  fiiire  les  groupes 

t7+2d*+8— 23-22. ...._«— 14— 7+19+13-  • .  -89 

+28—26—25-16 10+1—5—4—2 

Si  Ton  choisit  Fun  des  groupes  contenant  deux  diffé- 
rences de  la  diagonale ,  comme  20+ 1 7+8—23 — ^22 ,  alors 
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-{-17,  ajant  conservé  son  signe,  sera  à  l'angle  de  la  l.re 
diagonale^  ou  le  nombre  24  qui  loi  répond.  Au  contraire 
4-20,  dont  le  signe  est  changé,  ou  le  nombre  21 ,  sera 
à  l'angle  inférieur  de  la  l.^e  yerticale.  Quant  à  33 ,  63 ,  64, 
dont  les  différences  sont  +  8-^22—23 ,  ib  se  placeront 
sur  la  l.'^  yerticale ,  vis-à-vis  des  bandes  du  carré  de  cou- 
pures* Le  groupe  +19+13 — 14—11 — 1  aura-«  11,  ou  le 
nombre  52  en  diagonale,  et  —>  14  ou  55  à  la  2*^  diago- 
nale. Les  complémens  se  mettent  comme  qn  voil  à  la 
figure.  Les  deux  autres  groupes  se  mettent  arbitraire- 
ment dans  l'une  ou  l'autre  des  deux  horizontales  ou  des 
deux  verticales  restantes ,  c'e^-nà-dire  un  dans  chaque 
nature  de  lignes.  Les  complémens  de  chacun  donnent  les 
deux  autres  lignes  horÛEOntale.et  verticale» 

On  terminera,  ic»  ce  qui  concerne  le  carré  de  &$  mais, 
si  l'on  est  loin  d'avoir  donné  toutes  les  formes  dont  il  est 
susceptible,  il  en  a  été  dit  assez  pour  lever  tout  embarras 
et  toute  diflBculté. 

ARTICLE  X. 
GAaai  DB  10. 

Qu'on  forme  le  carré  d'équerre  par  les  18  premiers 
et  les  18  derniers  nombres ,  et  le  carré  d'intersection  par 
les  Ssuivans  et  les  8  précédons.  La  1.t<^  diagonale,  passant 
par  les  diagonales  de  ces  deux  carrés,  est  régulière.  Quant 
à  la  2.6,  elle  a  déjà  les  différences  de  8  et  6,  qui  sont 
+  42,5+44,5=87.  On  composera,  avec  les  24  diffé- 
rences des  nombres  du  milieu  de  la  progression,  4  groupes 
de  6  diflérences.  Les  12  plus  grandes,  de  12,5  à  23,5, 
donnent  pour  somme  216.  Les  12  plus  petites,  de  0,5  à 
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11,5»  ont  72  ponr  somme  :  216 — 72=144;  donc  îi  Cuit 
augmenter  et  diminner  de  72  les  sommes  ci-dessns.  Qu'on 
fiasse  passer,  par  exemple,  1,5+2,5+5,5+7,5+9,5+10,5 
=37  parmi  les  grandes;  et  14,5+16,5+17,5+18,5+19,5 
+22,5=109  parmi  les  petites  :  on  aura  109—37=72;  et 
les  groupes  poorront  être 

23,5  +  10,5  +    9,5  —  22,5  —    6^  —  14J5 
20,5  +  12,5  +  13,5  —  16,5  —  11,5  —  18^ 
15,5  +    5,5  +    2,5  —  19^  —    3,5  —    0,5 
21,5  +    7,5  +    1,5  —  17,5  —    8,5  —    4,5 
n  (aut  dans  chaque  groupe  prendre  deux  différences , 
dont  une  avec  changement  de  signe,  et  telles  que  leur 
somme  soit  — 87.  Soit  doncla2.<'  diagonale— 22,^-10,5 
—16,5— 12,5— 3,5— 5,5— 8,5— 7,5.  On  dbtribuera  les 
groupes ,  savoir  :  deux  en  horizontale  et  deux  en  rerticale, 
de  manière  que  les  8  différences  négatives  ci-dessus  soient 
en  diagonale  {figure  299,  planche  XLII).  On  a  mis  les 
nombres  au  dessous  des  différences,  pour  ne  pas  multi- 
plier les  figures,  et  mieux  fisdre  ressortir  la  manière  d'o- 
pérer. 

On  voit  (figure  300)  avec  quelle  &cilité  on  peut  passer 
du  carré  à  équerre  au  carré  à  bordure  double.  Il  y  a  toor- 
jours  3  carrés  magiques  en  réunissant  les  parties  séparées 
du  carré  d'intersection. 


La  croix  (Jigure  301  )  se  déduit  avec  la  même  &dlité, 
soit  du  carré  d'équerre  (figure  299),  soit  du  carré  à  bor- 
dure (figure  300).  Ici  le  carré  de  coupures  est  distribué 
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aux  an(^es;  et  la  2.«  diagonale  passe,  ainsi  que  la  pre- 
mière, et  comme  dans  le  carré  à  bordures,  par  les  dia- 
gonales des  carrés  de  coupures  et  d'intersection. 

la  forme  régulière  ifigur^302)  n'est  encore  qu'une 
modification  des  précédentes;  et  cette  figure,  où  l'on  voit 
un  châssis  >  se  déduit  de  l'une  ou  de  l'autre  des  3  précé* 
dentés. 

Quant  à  la  forme  (Jigure  303),  eUe  exige  d'autres  pré- 
cautions. On  a  conservé  les  mêmes  carrés  de  coupure  et 
d'intersection.  Il  était  inutile  de  remplir  les  vides  de  ces 
carrés  :  on  voit  mieux  ressortir  les  différences. 

D'abord  les  nombres  +  32,5^37,5  donnent  —5  à  la 
l.^e;aiagonale,  et  —32,5  +  37,5  ont  +5  à  la  2.^,  pour 
différences  fixes.  H  fiiut  encore  8  différences  à  chaque  dia- 
gonale;  la  seconde  est  composée  des  complémens  de  la 
première;  chaque  ligne  doit  avoir  une  différence  de  la 
diagonale  avec  son  signe ,  et  une  autre  avec  changement  de 
signe;  elle  n'aura  que  6  différences,  puisqu'eDe  compren- 
dra déjà  un  côté  du  carré  d'intersection^  lequel  est  ma* 
gique. 

On  peut  fiûre  ces  lignes  comme  suit  : 
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Si  l'on  Toolait  obtenir  tons  les  systèmes  de  yerticales , 
on  agirait  snr  les  deux  yerticales.  Ainsi,  la  diagonale  ajant 
de  reste  -{-23,5  +  22,54-15,5—16^,  les  différences  de 
différences  seraient  ±1±8±40±7±39±32,I1  fiiu- 
drait  que  sur  les  8  différences  restantes  quatre  d'entr'elles 
fussent  égales  à  l'une  de  ces  différences  de  différences,  et 
les  4  autres  à  une  autre  différence  de  différences,  mais 
sous  cette  condition,  que  si  l'une  des  sommes  est  ±1 , 
l'autre  serait  ±325  si  ±8,  l'autre  ±39;  enfin  si  ±7, 
l'autre  ±  40  :  autrement  on  aurait  une  même  différence 
de  diagonale  dans  chaque  somme ,  ce  qui  ne  peut  élre* 
Ainsi,  par  exemple,  18,5+14,5+  6,5+0,5=40;  et  lS,5 
+3,5—7,5—2^=7;  de  même  13,5+14,5  +  18,5—7,5 
=39;  et  6,5+3,5+0,5—2,5=8  :  c'est  la  valeur  des  deux 
Ugnes  adoptées.  Enfin  7,5  +  6,5 + 9,5 — 1 3,5 = 1 ,  et  1 8,5 
+ 1 4,5 + 2,5— 3,5 = 32.  Il  serait  possible  que  l'on  eût  une 
des  différences  de  différences  sans  pouvoir  obtenir  la  cor- 
respondante :  ainsi  18,5  +  3,5 — 14,5— *6,5=:?1  ;  mais  on 
ne  peut  fisdre  32  avec  les  4  différences  restantes  13,5+7,5 
+  2,5  +  0,5.  n  ûiudrait  donc  combiner  entr'elles  4  des  8 
différences,  sans  que  leur  somme  fût  différente  de  1,  7, 
8,  32,  39,  40,  et  voir  si  les  4  autres  restantes  combinées 
entr'elles  peuvent  donner  les  différences  de  différences  cor- 
respondantes. On  aurait  bien  d'autres  combinaisons  si  la 
diagonale  variait ,  et  que  l'on  formât ,  pour  chaque  cas ,  les 
différences  de  différences  deux  à  deux,  pour  les  comparer 
à  de  nouvelles  horizontales  formées  avec  les  16  différences 
restantes. 

Dans  le  carré  ^figure  804,  planche  XIIO)  le  carré 
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d'intersection  a  été  fidt  ayec  les  18  premiers  et  les  18  der- 
niers nombres  ;  celui  de  coupures,  arec  les  &  suivans  et  les  4 
précédens.  Yoici  les  tableaux  d'après  lesquels  a  été  fait 
le  carré  d'intersection. 


12  3  4  5  6 
6  2  4  3  5  1 
6  5  4  3  2  1 
154  32  6 
6  2  3  4  5  1 
15  3  4  26 


88  6  6  88  6  88 
0  0  94  94  0  94 
12  82  82  82  12  12 
82  12  12  12  82  82 
94  94  0  0  94  0 
6  88  88    6  88    6 


Comme  83  remplace  19,  dans  le  cboix  des  18  derniers 
nombres  du  carré  d'intersection,  on  aura  83—19=64  à 
ajouter  aux  multiples  du  2.^  tableau,  18,  24,  30.  Ces  mul- 
tiples deviendront  donc  82,  88,  94;  un  couple  sera  0+94 
=94.  Ceux  dul.er  tableau  sont  1+6=7,  et  94  +  7=101, 
yalcur  d'un  couple  du  carré  total. 

Le  carré  de  coupures  a  été  construit  par  la  méthode 
expéditire.  On  a  omb  les  différences  du  carré  d'intersec- 
tion ,  sauf  celles  des  diagonales ,  qui  sont  complémens  Tune 
de  l'autre,  hors  le  carré  de  coupures,  dans  lequel  elles  ont 
chacune  un  couple,  savoir  :  24 +  77, pour  la  première,  et 
25+76,  pour  la  seconde.  La  première  a  déjà,  du  carré 
d'intersection, les  différences  +  42,5—47,5  +  46,5—  39,5 
=2  ;  il  faut  encore  4  différences  dont  la  somme  soit  =—2  • 
on  a  chobi  + 18,5—19,5  +  20,5—21,5=  -2-  On  a  &il 
6  groupes  de  4  différences,  dont  deux  comprendront  cha- 
cun une  des  4  différences  de  la  l.re  diagonale  et  le  complé- 
ment d'une  autre  ;  l'un  de  ces  groupes  sera  en  horizontale, 
et  Tautre  en  verticale.  Les  différences,  en  tout,  sont  de 
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0^5  à  23y5;  les  12  plus  grandes  ont  ponr  somme  216;  les 
12  pins  petites,  72.  Il  fiiat  donc  augmenter  ceOes-ci  de 
«1^^=44=72.  Ona  fiiit passer  13,5  +  14,5  +  19,5+20,5 
+  17,5+22,5=108  des  grandes  parmi  les  petites,  et 
1l,5+8,5+7,5+4,5  +  3,5  +  0;i=36  des  petites  parmi 
les  grandes,  et  108 — 36=72,  Les  groupes  ont  été  fiiits 
comme  suit. 

'  15,5  +  12;5  — 14,5  — 13,5 

Horizontaux.  11,5  +    8,5  —  9,5  —  10,5 

;  23,5  +  16,5  —  19,5  —  20,5 

/  18,5  +  21,5  —  17,5  —  22,5 

Terticaux. . .  |  7,5  +    4,5  —   6,5  ^  5,5 

(  3,5+    0,5—  2,5—    1,5 

On  Toit  le  dernier  horizontal  et  le  premier  yertical  con- 
tenir chacun  une  différence  de  la  diagonale  et  un  complé* 
ment.  Il  es  t  plus  conrenable  de  former  d'abord  les  6  groupes, 
et  la  diagonale  ensuite.  H  est  facile  de  placer  les  différences. 
On  peut  Toirla  figure. 


Les  diagonales  {Jigurt  305)  ont  un  couple  aux  angles 
du  carré  d'intersection,  et  un  autre  couple  dans  le  carré 
de  coupures.  Les  différences  de  la2.e  sont  les  complémens 
de  la  l.i'e  pour  les  6  différences  restantes.  Cette  première  a 
déjà  — 47,5+  46,5= — 1.  H  feiudra,  après  avoir  formé 
les  groupes,  prendre  deux  différences,  dont  une  avec  chanr 
gement  de  signe, de  Fun  des  6  groupes,  et  agir  de  même 
pour  un  autre  groupe,  de  manière  que  la  somme  de  ces 
différences  et  complémens  soit  égale  à  1 .  On  peut  former 
ces  groupes  comme  suit,  avec  les  24  différences  restantes. 
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1  je  horizontale.  —  5;î—  6,5+  7,5+  4,5 

3.e  horirontale.  +20,5—23^+16,5—13,5 

6.«  horizontale.  +  3,5+  0,5—  2,5—  1,5 

l.^ererdcale-.-  +19,5—15,5—14,5+10,5 

2.«  verticale...  +22,5—21,5+17,5—18,5 

3.«  Terticale...   +12,5—11,5—  9,5+  8,5 
s  h.      2  y.      S  b.c.     2y.e. 
1.W  diagonale. .    +20,5—21,5—16,5+18,5=1 

On  Toit  que  la  diagonale  n'a  été  formée  qu'après  avoir 
composé  les  autres  lignes.  On  aurait  pu  commencer  par 
elle, et  faire  les  groupes  en  conséquence.  Il  y  aurait  bien 
d'autres  combinaisons  pour  obtenir  1  :par  exemple,  +20,5 

—16,5-7,5  +  4,5 +  5,5+4,5—19,5  + 10,5,  etc. 

n  suffit  qu'il  y  ait  l'unité  positive  dans  la  composition  de 
4  diflérences  prises  de  ^jenx  groupes,  l'une  avec  son  signe, 
l'autre  avec  signe  changé  ;  mais  les  horizontales  et  les  verti- 
cales changeront  de  position  :  ce  sera  toujours  la  3.®  hori- 
zontale et  la  2.e  verticale  qui  auront  les  différences  de  la 
diagonale,  comme  il  vient  d'être  dit. 

Il  n'y  a  plus  de  difficulté  à  placer  les  différences,  eti 
leur  substituer  les  nombres  qui  leur  correspondent. 

Toici  une  croix  irrégulière  ne  partageant  pas  le  carré 
en  4  parties  égales  {figure  306).  Le  carré  de  coupures  a 
été  £Eiit  avec  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nombres» 
et  par  le  moyen  des  différences.  H  suffit  des  4  premières 
horizontales,  les  4  dernières  ayant  leurs  différences  sy- 
métriquement placées.  Cette  méthode  est  la  plus  facile  de 
toutes;  elle  s'applique  très-bien  aux  racines  divisibles  par 
4.  n  suffit  qu'on  puisse  former  les  4  premières  verticales 
arec  deux  différences  de  chaque  horizontale ,  dont  une 
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avec  changement  de  signe,  dans  le  cas  présent ,  et ,  en  gé- 
néral, moitié  des  horizontales,  et  ensuite  moitié  des  ver- 
ticales, sons  la  condition  ci-dessns.  Voici  les  horizontales 
et  les  verticales  choisies  poor  le  carré  de  8  de  la  figure  306. 
+41 ,5— 36,5+ 38,&-35>-40,5+37,5— 39,5+34,5 
+18,5—23,5+21,5—24,5—19,5+22,5—20,5+25,5 
+49^— 44,5+46,5— 43^-48,5+45,5-47,5+42,5 
—33,5+28,5—30,5+27,5+32,5—29,5+31 ,5—26,5 
+26,5— 31 ,5+29,5-^-32,5— 27,5+30>-28,5+33,5 
—42,5+47,5—45,5+48,5+43,5—46,5+44,5—49,5 
—25,5+20,5—22,5+19,5+24,5—21 ,5+23,5—1 8,5 
—34,5+39,5—37,5+40,5+35,5—38,5+36,5—41,5 
Ce  carré  est  le  plus  simple  de  tons.  Voici  les  tableaux 
qui  en  résulteraient! 


ri  7463528 
82536471 
117463528 
)4  6  1  7  2  8  3  5 
\8  2  5  3  6  4  7  1 
I5  3  8  2  7  1  6  4 
4  6  1728  35 
15  3  8  2  7  1  6  4 


^ 


880    88088    888    8 

24  72  24  72  64  24  64  24 

088    08896    096    0 

)80  16  80  16  16  72  16  72 

\16  80  16  80  72  16  72  16 

(    0  88    0    0  96    0  96 

72  24  72  24  24  64  24  64 

180    880    8    888    888 


n  n'est  guère  possible  de  prévoir  de  semblables  ta- 
bleaux. 

n  est  clair  qu'il  ne  peut  j  avoir  de  multiples  pour  les 
32  premiers  nombres ,  que  de  0  à  24 ,  puisque  24+8=32. 
Les  com{démens  étant  de  69  à  100,  on  aura  4  fois  64, 
multiple  avec  les  nombres  5 ,  6 , 7, 8;  pub  72,  8  fois  mul- 
tiple; il  en  est  de  même  de  80  et  88;  enfin  96  sera  4  fois 
multiple  avec  1 ,  2,  3, 4. 
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ARTICLE  XL 

CARRi   DB    12. 

On  suppose  le  carré  de  coupures  de  6ft  cases,  et  formé 
par  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nombres.  On  peut 
le  composer  de  A  carrés  magicjues,  en  prenant  8  nombres 
et  leurs  complémens  pour  chacun  {fi^.  307,  pL  XLIII). 
Le  carré  d^intersection  comprend  les  16  nombres  du  mi- 
lieu. Il  suit  de  la  construction  ipii  précède,  que  la  2.^  dia- 
gonale aura  déjà  la  diagonale  d'un  des  carrés  partiels  de 
celui  de  coupures,  et  il  ne  faudra  plus  que  8  différences 
La  première  diagonale  est  magique ,  ayant ,  pour  la  com- 
poser, les  diagonales  des  carrés  de  coupures  et  d'inter- 
section. 

La  2.®  diagonale  étant  &ite,  chacune  àds  2  premières 
horizontales  et  des  2  premières  yerticales  aura  deux  diffé' 
rences  de  la  diagonale,  dont  une  aTec  signe  changé  ;  ou 
bien  on  fera  4  groupes  de  8  différences ,  et  la  diagonale 
se  composera  de  deux  différences  de  chaque  groupe,  dont 
une  avec  changement  de  signe.  Soient  les  lignes,  en  fu- 
sant d'abord  la  diagonale, 

2.®  BIÀGONAIE. 

+39,5+38,5—37,5—36,5—35,5—34,5+33,5+32,5 

\j^  HORIZOirTÀI.B. 

+39,5—38,5+31 ,5-80,5—29,5+28,5-27,5+26,5 

2.C   HORIZONTALE. 

+25,5—24,5+373—86,5—23,5+22,5—21 ,5+20^ 
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l.'C  VBRTICALB. 

+  19,5—18,5—17,5+16,5+35^5—34,5—15,5+14,5 

2.^  YERTIGALB. 

+13,5—12,5—11,5+10,5—  9,5+  8,5+33,5—323 

On  Toit  avec  quelle  promptitude  les  différences  donnent 
les  parties  du  carré.  On  en  déduirait  aisément  le  carré  à 
croix,  mais  il  ne  serait  pas  aussi  &cile  de  ramener  celui- 
ci  au  carré  à  équerre. 

n  est  indifférent  de  placer  la  Z^  horizontale  au  fiea 
de  la  3.C;  les  complémens  se  disposeraient  autrement.  H 
en  est  de  même  des  horixsontales. 

Qu'on  yeuille  connaître  toutes  les  secondes  yerticales, 
en  supposant  fixes  la  diagonale ,  les  deux  horixontales  et 
la  première  yerticale  :  il  ne  reste  en  diagonale  que  +  33,5 
+32,5,  ce  qui  donne  ±  1  pour  les  différences  de  diffé- 
rences. On  a  encore  les  différences  8,  9,  10^11,  12, 
1 3.  n  s'agit  de  les  combiner  avec  les  signes  plus  ou  moins, 
de  sorte  que  la  somme  soit±1.  Or  on  peut  toujours 
supposer  une  de  ces  différences  positive ,  puisque  à  la  fin* 
en  changeant  tous  les  signes,  on  l'aurait  négative.  Soit 
donc  13  positive  :  on  aura  13  ±1  =14  =  12.  II  suffit 
donc  de  combiner  les  5  différences  restantes  de  manière 
à  avoir  12  ou  14.  D'abord  les  4  plus  petites  ont  pour 
somme  38;  la  restante,  jointe  à  14 ,  ne  donnerait  que  26  : 
ainsi  il  en  &ut  trois  d'un  signe  et  deux  de  l'autre.  La 
somme  des  cinq  différences  est  50.  Les  différences,  deux 
à  deux,  donnent  17,  18,  19,  20,  21,  22,  23.  Le  double 
est  34 ,  36,  38,  40,  42,  44 ,  46.  Otant  ces  derniers  nom- 
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bres  de  50,  on  a  50—^36  =  14....  50  — 38=12; et, 
comme  19  s'obtient  par11-f8  et  9+10,  îl  suit  qa'ily 
aura  trois  Terticales, 

13,5+  8,5+10,5—  9,5—11,5—12,5  (+1) 
13,5+  9,5+10,5—12,5—11,5—  8,5  (—1) 
13,5+  8,5+11,5—12,5-10,5—  9,5  (—1  ) 
La  première  est  celle  que  l'on  a  adoptée  ;  alors  +  1  est 
+33,5—32,5;  dans  les  deux  autres  l'on  a— 1=32,5— 33,5. 
Il  en  serait  bien  autrement  si  l'on  suppose  les  deux  ho- 
rizontales et  les  deux  verticales  construites^  et  si  l'on 
cherche  la  diagonale.  Gomme  elle  doit  avoir  deux  diffé- 
rences de  chaque  ligne,  dont  une  avec  changement  de 
signe,  il  j  aurait  à  opérer  comme  suit  :  on  prendrait  les 
différences  de  différences  de  ces  4  lignes  avec  le  double 
signe,  et  il  faudrait  qu'une  de  ces  différences  de  diffé-^ 
rences,  prise  dans  chaque  ligne ,  donnât  une  somme  =  0; 
et,  pour  n'en  point  échapper,  on  comparerait,  par  exemple, 
toutes  les  différences  de  différences  de  la  1 J^  horizontale, 
et  successivement  toutes  celles  de  la  seconde  ;  on  agi- 
rait de  même  sur  les  deux  verticales ,  et  la  question  se  ré- 
duirait à  trouver  deux  résultats  pareils.  Gomme  chacun 
aura  le  double  signe,  on  ne  serait  pas  embarrassé. 
Or  la  première  hprizontale  aura  24  différences  de  dif- 
férences ,  et  la  2.®  autant ,  ce  qui  donnera  24'  pour  le 
nombre  des  résultats  de  la  comparaison  de  ces  lignes.  Il 
en  sera  de  même  pour  les  deux  verticales  :  donc  en  tout 
24* -2.  Mais ,  attendu  le  double  signe,  la  comparaison 
d'une  différence  de  différences  de  la  1/e  horizontale  avec 
une  de  la  2.e  donnera  quatre  résultats  qu'on  doit  réduire 
à  deux  Y  parce  que  l'un  des  signes,  combiné  avec  les  ré- 

voM.  II.  23 
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snltata  de  la  comparaison  des  difTér^accs  de  différences  des 
verticales,  doit  être  pris  en  sens  contraire  de  cenï  des 
horizontales  :  ainsi  ee  sera  quatre  nouvelles  combinaisons, 
H  Tiendrait  donc  en  tout  25l**8  pour  les  difTérens  résultats 
défînittë.  Il  ue  ^ut  pas  conclure  qu'il  j  aurait  ce  nombre 
de  diagonales  ^  mais  on  aurait  ce  nombre  d^opé  rat  ions,  H 
est  vrai  qu'il  en  est  quelques  -  unes  qui  deviennent  inu- 
tiles, mais  dont  Tinutilité  ne  peut  se  reconnaître  qa*â  la 
fin.  On  va  donner  les  différences  de  différences  des  horî-» 
zontales  et  des  verticales. 
Ces  lignes  sont  : 

4-39,5-^48,5+31,5— 30,5— 20,5+!ffl,5—27,5+2C,5 
+25,5—24,5+37,5—36,5—23,5+22,5—21,5+20,5 

1J^    VE&TICILX, 

+1 9,5— 18,5— 17,5+ 1  G,5— 35,5— .34,5— 15,5+ 1 4,5 

+13,5— 12,5—1 1;>+ 10,5—  9,5+  8,5+33,5—32,5 
Les  différences  de  dilKrenceâ  de  ces  lignes  sont  : 

1235   8   91113  54  50  57  58  59  6102  65  67  69  70  78 

2*^    nORtZONTALE. 

1  2  3  5  1213  15  17  42  44  45  46  47  4950  57  59  61  62  74 

ij^   TlRTIGALl. 

1.2  3  5  16  17  19  21  30  32  33  34  35  37  38  49  51  53  54  70 

2.6   TBRTICALB. 

12351820  21  22  23  25  26  41  43  45  46  66 
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On  n'a  mis  ici  que  les  diffiirences  de  différences  qui  ne 
sont  pas  les  mêmes;  mais,  comme  on  obtient  ces  diffé- 
rences de  différences  de  plusieurs  manières ,  il  Êiudra  y 
ayoir  égard.  Yoîci  quelques  exemples  d'opérations.  Soit 

I  de  la  l.re  horizontale  comparé  à  5  de  la  seconde: 
on  aura  ±1  ±5,  ce  qui  donne  ±6^4.  Il  est  inutile 
de  s'occuper  des  signes  de  ces  deux  derniers  nond>res. 

II  faut'  donc  obtenir  6  ou  4  par  la  comparaison  -d'une  dif- 
férence de  chaque  verticale.  Le  premier  nombre  sera  tou- 
jours pris  dans  la  I  .re  yerticale ,  et  l'on  aurait  1 4-  9=A. . .  • 
1+5=3& . .  1—5=— 4. . . .  2+2=4. . . .  3+1=4. . .  3+3 
=6. . . .  5—1=4. . . .  5+1z=d6. . .  16— 20fc=i— 4. . .  16—22 

=:>-6....17— 21=— 4 17— 23=— 6. . . . .  1»— 23 

=—4 19— 25=— 6 21— 25=— 4 30—26 

=4. . . .  32—26=6. . .  35— 41=— 6. . . .  37— 43=— 6. . . 

37— 4I=— 4 49—43=6 49—45=4 51—45 

=36. . .  •  70—^=4.  On  aura  donc  24  résultats  pour  la 
combinaison  1  et  5  des  deux  horizontales.  Or  1  de  la  1.^ 
horizontale  ne  provient  que  des  différences  30,5-— 29,5  y 
dont  Tune  a  son  signe  changé.  5  de  la  2.«  horizontale  ré- 
sulte de  25,5 — 20,5  :  1  et  5  ne  se  trouvent  qu'une  (bis 
dans  leur  ligne.  Si  l'on  prend  aussi  I  et  5  aux  verticales, 
on  aura  1  =  18,5-— 17,5. . . .  5=13,5—8,5.  Mais  on  ob- 
tient le  même  résultat  de  4  et  6  en  prenant  1  dans  la  2.^ 
verticale ,  et  5  dans  la  1.»®.  Alors  1=12,5— 1 1,5,  et  5=19,5 
—14,5;  et  il  viendrait  les  4  diagonales 

±  (30,5— 29,5+25,5— 20  5+17,5— 18,b+  8,5—13,5) 
±  (30,5—29.5+25,5—20,5+11,5—12,5+14,5—19,5) 
±  (30,5—29,5—25,5+20,5+17,5—18,5+13,5—  8,5) 
±  (30,5-29,5— 25,5+20,5+1 1,5— 12,5+19,5— 14,5) 
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Gomme  on  peut  changer  tous  les  signes,  ainsi  que  Fin- 
dique  le  double  signe  +  derant  les  diagonales ,  il  en  Tien- 
drait & 

Il  suffit  d'aroir  &it  Toir  comment  on  obtiendrait  toutes 
les  diagonales  lorsqu'on  a  déterminé  les  deux  horiaontales 
et  les  deux  yerticales* 


Le  carré  {figure  308  )  conserre  pour  son  carré  de  cou- 
pures et  celui  d'intersection  les  mêmes  nombres  que  le 
précédent  de  la  figure  307.  La  première  diagonale  est  en- 
core magique ,  passant  par  les  diagonales  des  carrés  de 
coupures  et  d'intersection.  Quant  à  la  seconde,  elle  a  déjà 
quatre  différences  forcées  tirées  des  carrés  partiels  :  ce 
sont  —71,5— 62,5— 59,5— 55,5=— 249.  Les  horison- 
tales  et  verticales,  ayant  déjà  un  côté  du  carré  d'intersec- 
tion, n'ont  besoin  que  de  huit  différences;  et  parmi  ces 
huit  différences  il  y  en  aura  deux  de  la  diagonale ,  dont 
une  avec  signe  changé.  On  peut,  ici,  fiiire  d'abord  la  dia- 
gonale, qui  doit  avoir  pour  somme  249.  Soient  ces  lignes  : 

2.e  Jliag.  +39,5+S8,5+a7^5+»6,6+85,5+»4,5+l4,5+«î,5 
i.»  horil.  — 3»,5— S2,54-81,6+86,5— »0,5+89,5— f  i,*54-<3,5 
î.«  horiz.  +24,5—28,6—27,5+26,6—25,5+34,5+  8,5—12,5 
1.W  TCPt    —39.5— 25,5+22,5+2<,5+55i5—i9,5+<8,5— 15,6 

d.  c.  d. 

2.e  TcrL     +17^5—88,5+37,5—20,5+16,5—10,5—11,5+  9,5 

Yeut-on  avoir  la  2fi  verticale,  les  quatre  autres  lignes 
étant  déterminées?  La  diagonale  a  encore  +  38,5+37,5, 
qui  doivent  faire  partie  de  la  verticale,  en  changeant  un 
signe,  ce  qui  donne  ±  1.  Les  différences  restantes  sont 
9^5, 10,5, 11,5, 16,5, 17,5,  20,5,  dont  la  somme,  en  pre- 
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nant  ces  différences  en  plus  et  en  moins ,  doit  être  =rt  1  ; 
mais  on  peut  combiner  deux  d'entre  elles  ayec  ±«  Ainsi 
17,5  et  20,5  donneront  ±  38  Hh  3  :  à  quoi  ajoutant  dl  1  >  îl 
Tiendra±39±37±4±2.  Alors  la  somme  des  quatre 
différences 9,5,  10,5, 11,5, 16,5, doit  étre±39±37±/l 
±2;  les  ^fférences  de  ces  différences  deux  à  deux  de- 
viendraient ±20±1 ±21  ±2 ±2G±7. . .  • 

±22±1. . . .  ±27±6. . . .  ±28±5. 

Si  l'on  prend  les  premières  différences  ^  il  &ut  prendre 
les  dernières;  les  secondes  doivent  s'ajouter  aux  pénul- 
tièmes ,  et  celles  du  milieu  ensemble.  H  &ut  donc  disposer 
ces  différences  ainsi  : 

±2(H:1 ±2 1  ±2. ±26±7 

±28±5 ±27±6 ±22H::1 

on  aura  5— 1z=iï 6—  2=i 26— 2:h=:4.  Ainsi  on 

aura  la  verticale  unique  donnée  ci-dessus. 

La  ije  diagonale  est  encore  magique  {figure  309); 
quant  à  la  seconde,  elle  a  les  différences  forcées  —  64,5 
—66,5  +  69,5—48,5—50,5+53,5=—  1 07 ,  plus  le  couple 
68  +  77  du  carré  d'intersection.  H  ne  faut  plus  que  quatre- 
différences'dont  la  somme  soit  :=  107.  La  2.^  horizontale 
et  la  2.^, verticale  auront  deux  différences  de  la  diagonale, 
dont  une  avec  signe  changé.  Soient  ces  lignes 

i.«  diag.    +89,5+38,5+37,5—  8,5 

i.^  horil.  +86,5— 35,5— 34,5+83,5— SÎ,5+3<,6+30,5—î9,5 
2.e  horiz.  — î8,5+38,5— 27,5+  8,5+26,5+25,5—18,5—84,8 
l.»VCrt  +23,5— 22,5— 2l,5+20,5+J9,5-«7,5-16,5— 14,5 
%•  vert     -39^+1 3,5+37>+l2,5+H>-t5>5— «0,5—  9,5 
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Pour  avoir  la  2.^  yerticale,  la  diagonale  ayant  39^ 
-f  37,5 ,  les  différences  de  différences  seront  +  2  ^  les  deux 
différences  1 5,5  et  1 3,5  donnent±  29±2  :  donc ,  ajoutées 
àHh2,  on  aura±3l±;27±4±0.  Les  diflërraoes  res- 
tantes sont  9,5, 10,5, 11,5, 12,5;  on  ne  peut  en  ajouter  3 
et  soustraire  la  4.«  :  car  10,5+  11,5  +  12.5—9,5=25 
plus  petit  que  27  et  31  •  Faisant  donc  les  différences  de  dif- 
férences 2  à  2,  on  aurait  i:20±1.  .  .  .  ±21  ±2.  .  .. 
±22±3....±22d::1....±23±2.,..±24±1,  qu'on 
doit  arranger  conune  suit  : 

±20±1 ±21±2, ±22±3 

±24±1 di23±2 ±22H-I 

Ce  qui  donne +1—1=0.  .•.24— 20=4—. 2+a=4.. .. 

2— 2=0... .22— 22=0... .3+1=4,  ce  qui  fournit  deux 

Terticales. 

±  (15,5—13,5—39,5+37,5+11,5—  9,5—12,5+10,5) 
±(38,5—37,5+15,5—13,5—12,5-11,5—  9,5+10,5) 

Dans  la  première  yerticale  on  peut  intenr^rtir  les  signes 
des  quatre  dernières  différences  sans  loucher  aux  pr^ 
mières,  et  cela  arrive  lorsque  0  £adt  partie  des  différences 
de  différences. 

Yoici  encore  une  forme  très-irrégulière  du  carré  de  12 , 
{figure  309  his).  Le  carré  de  coupures  a  été  feitayec  les 
32  premiers  nombres  et  complémens;  celui  d'intersection 
avec  les  huit  suiyans  et  leurs  complémens;  la  première 
diagonale  a  déjà  les  différences  forcées  du  carré  de  cou- 
pures—63,5+52,5+61 ,5+70,5=+ 1 21 .  H  lui  fiiut  encore 
huit  différences  dont  la  somme  soit— 121.  La  seconde 
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On  Yoit  qae  chaqae  horizontale  ou  Terticale  contient  one 
différence  de  la  1/^  diagonale  et  le  complément  d'une 
autre;  de  plus  la  1.^®  horizontale  et  la  dernière  verticale 
comprennent  chacune  une  des  deux  différences  de  la  2.^ 
horizontale*  Toutes  ces  lignes  ont ,  au  reste ,  deux  couples , 
.puisqu'elles  (Mit  un  côté  du  carré  d'intersection,  ce  qui  a 
réduit  à  8  le  nomhre  de  leurs  différence* 

n  n'j  a  plus  de  difficulté  à  terminer  le  carré  comme  le 
donne  la  figure  309  bis» 

Pour  obtenir  la  2.^  yerticale,  les  autres  lignes  étant 
construites,  on  remarque  qu'elle  a  déjà  — 17,5  forcé; 
plus  il  reste  de  la  1.^^  diagonale  les  différences —•  30,5 
—29,5,  dont  la  différence  de  différences  =  ±  1 ,  la- 
quelle ajoutée  à  — 17,5  donne  pour  somme —  16,5  ou 
— 18;5.  n  reste  les  différences  non  employées  0,5....« 

2p 3,5. 4,5 7,5.  Il  &ut  que  la  somme 

de  ces  cinq  différences  soit +*1 6,5  ou  +  1 8)5  :  il  n'j  a 
que  +7,5+4,5+3,5  +  2,5  +  0,5  qui  satisfasse;  fl 
n'y  aura  point  de  différence  négative.  Cette  somme  est 
+ 18,5  :  donc  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  verticale,  qui 
est  celle  donnée  ci-dessus. 


Toutes  les  fob  qu'une  racine  se  divise  par  A,  on  peut 
avoir  quatre  carrés  de  même  valeur.  Ainsi  pour  12  on  au- 
rait quatre  carrés  de  trente-six  cases  formés  avec  smte  de 
nombres  et  complémens.  Il  n'est  pas  même  nécessaire  que 
les  nombres  se  suivent  :  car  on  peut  avoir  plusieurs  séries, 
pourvu  que  dans  chaque  carré  se  trouvent  les  complé- 
mens  des  dix-huit  nombres  choisis.  Gela  a  été  détaillé 
ailleurs.  Chaque  carré  partiel  peut  avoir  une  forme  parti- 
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colière.  On  Ta  donner  une  de  ces  figures.  L'un  des  carrés 
sera  à  bordure ,  un  autre  à  croix ,  un  3.^  à  châssis,  et  le  4.^ 
à  bandes.  (  Planche  XXXYIII  his,  figure  h.) 

Le  carré  de  coupures  a  été  construit  par  la  méthode 
expéditive  dans  les  quatre  carrés  partiels;  il  a  suffi  d'ajou- 
ter 18  aux  nombres  d'un  carré  plus  petits  que  73,  et  de  re- 
trancher 18  des  nombres  plus  grands,  pour  passer  d'un 
carré  à  un  autre  suivant.  C'est  ainsi  que  du  carré  à  bor- 
dure on  a  obtenu  sur  le  champ  celui  à  croix  et  celui  à 
châssis  ;  pour  le  4.^  carré  à  bandes  on  a  toujours  conservé 
le  même  carré  de  coupures  construit^  en  ajoutant  et  sous- 
trayant 54  d'après  le  premier  carré;  mais  il  j  a  quelque 
précaution  à  prendre  pour  avoir  le  carré  total.  D'abord  les 
diagonales  ont  déjà  un  couple  chacune  dans  le  carré  de 
coupures.  Il  Êiut  encore  quatre  différences  dont  la  somme 
serait  =  0.  Les  nombres  restans  sont  de  63  à  82,  et  leurs 
différences  de  0,5  à  9,5  en  plus  et  en  moins.  Ayant  choisi 
9,5+8,5—7,5—6,5—5,5+1,5  pour  la  1.'®  verticale,  et 

V.         V.  c. 

9,5—8,5+4,5—3,5—2,5+0,5  pour  la  1.^^  horizontale,  qui 
aura  deux  différences  de  la  verticale,  dont  une  avec  chan- 
gement de  signe,  lesquelles  seront  les  différences  d'inter^ 
section,  il  &udra  pour  la  1.^^^  diagonale  deux  différences 
de  l'horizontale ,  dont  une  avec  signe  changé ,  et  aussi  deux 
de  la  verticale.  H  est  inutile  de  s'occuper  de  la  2,®  diago- 
nale ,  qui  dépend  de  la  1 .'«. 

Les  différences  de  la  1.^®  horizontale  sont  4,5  +  0,5 
—  3,5—2,5,  et  celles  de  la  verticale  — 7,5— 6,5— 5,5 
+1,5 ,  non  compris  celles  d'intersection.  Prenaiit  les  diffé- 
rences de  différences,  on  aura  pour  la  l.*"®  verticale  : 
±1±2±9±1±8±7 
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Et  pour  la  1.'^  horizonfale , 

±*±8±7±4±3±1 

On  trouvera  1—1=0. . . .  1—1=0 8—8=0. . . . 

7—7=0.  Il  faut  que  l'on  ait  la  somme  de  deux  diflPérences 
de  différences  prises  l'une  en  horizontale ,  l'autre  en  verti- 
cale ,  égale  à  0.  On  ne  peut  donc  comparer  que  les  diffé- 
rences de  différences  égales  dans  chaque  groupe,  et  l'on 
aurait  les  4  diagonales  suivantes,  qui  seraient  au  nombre 
de  8,  en  changeant  tous  les  signes  de  chacune. 

7^5  _  6,5  —  3,5  +2,5 

6,5  —  5,5  —  3,5  +  2,5         ^"^ 

6,5  +  1,5  —  4,5  —  3,5 

5,5  +  1,5  -  4,5  —  2,5 

.    La  première ,  en  changeant  les  signes ,  est  celle  du  carré 
à  bandes  de  la  figure. 
Oa  va  encore  donner  le  carr^  de  17.  .  . 


ARTICLE  XIL 

GlRaÉ  DB    17* 

Ce  que  l'on  va  dire  sur  le  carré  de  17  servira  pour  les 
carrés  impairs,  comme  les  carrés  de  10  et  de  12  guideront 
pour  les  carrés  pairs. 

On  suppose  que  l'on  veuille  Cipre  une  croix  f  et  que  les 
partîes-do  carré  de  coupures  soient  des  carrés;  les  bandes 
des^bninches  de  la  croix  sont  ay  moins  au  nombre  de  5. 
Bb  effel  deux  bandes  labseraient  13,  qui ,  étant  impair, 
ne  pfut  se  partager  en  deux;  trois^bj^ndes  laisseraient  14, 
dont  la  moitié  est  7;  et,  comme^7  ^t  impair»  il  ne  peut 
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ooBYeiiir  aux  carrés  partiek*  Les  branches  ne  penyeni 
donc  avoir  ni  un  nombre  pair  de  bandes,  puisqu'il  resterait 
un  nombre  impair  pour  les  carrés  partiels  ;  il  ne  peut  pas 
dayantage  rester  un  nombre  divisible  par  2  seulement: 
ainsi  les  bandes  ne  peuvent  être  que  5  ou  9. 

Si  l'on  voulait  ùàre  croix  à  9  bandes  par  branche,  on 
pourrait  former  les  4  carrés  de  16  cases  aux  angles  avec 
les  32  premiers  et  les  32  derniers  nombres,  pub  prendre 
les  81  du  milieu  pour  le  carré  d'intersection ,  et,  avec  les  72 
différences  restantes  en  plus  ou  en  moins,  composer  8 
groupes  de  9  différences  valant  0.  Ces  différences  restantes 
sont  celles  des  nombres  33  à  1 04,  et  par  conséquent  de  41  à 
1 1 2,  en  plus  ou  en  moins.  Dans  la  composition  de  ces  groupes 
on  ne  peut  comparer  2  différences  à  7  :  car  il  Êiudrait  que , 
sur  les  72  différences  positives,  les  16  plus  grandes  dissent 
égales  aux  56  plus  petites,  ou  plus  grandes  qu'elles,  ce  qui 
n'est  pas ,  puisque  97+98+. . .  1 12  ont  pour  somme  1 672, 
et  Al  +42+. . .  96  aussi  pour  somme  3836.  On  ne  peut  pas 
dayantage  comparer  3  différences  à  6  autres  :  car  alors  les 
24  plus  grandes  devraient  au  moins  être  égales  aux  48 
plus  petites,  taudis  que  les  premières  89+90... . +112 
valent  2412,  et  les  dernières  41 +  42 +  ....88=3096. 
1}  &ut  donc  que  la  comparaison  s'établisse  de  4  à  5  diffé- 
rences ,  et  par  conséquent  que  les  32  plus  grandes  soient 
au  moins  égales  aux  40  plus  petites.  La  somme  des  32  plus 
grandes  81+82+.  . .  112  valent  3088;  les  40  plus  petites 
41  ^42 +....80  ont  pour  somme  2420.  La  différence 
9088—2420=668,  dont  la  moitié  est  334;  on  peut  faire 
passer  parmi  les  petites  les  11  grandes  différences  81,  82, 
83,  84,  85,  86,  87,  89,  90,  91 ,  92,  dont  la  somme  est 
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950,  et  mettre  parmi  les  grandes  les  11  petites  51,  52, 
53,  54, 55,  56,  57,  58,  59,  60, 61,  dont  la  somme  est  616, 
et  Ton  obtiendra  950—616=334.  On  formerait  les  huit 
groupes,  par  exemple,  comme  suit: 

109+110+111+112—89—90—91—92-80 
103+108+  93+  99—78—79—81—82—83 
100+101+  98+  59—69—70—72—73—74 

96+  97+  54+  56-62—63—65—60—47 
105+106+107+  88—84—85—86—87—64 
102+104+  51+  60—44—45—75—76—77 

57+  58+  94+  95—67—68—71—48—50 
.52+  53+  55+  61—41—42—43—46—49 

On  se  dispensera  de  donner  cette  croix,  qu'on  peut  ah- 
sément  construire  d'après  ce  qui  précède. 

Si  les  branches  de  la  croix  ont  5  bandes ,  les  carrés  par- 
tieb  seront  ceux  de  6.  Le  premier  a  été  construit  par  les 
simples  1,2,3,  4,  5, 6,  et  les  multiples  0^  6,  12, 271, 277, 
283;  le  second  par  les  mêmes  simples,  et  les  multiples 
18,  24,  30,253,259,  265;  le  troisième  par  les  multiples 
36,  42,  48,  235, 241 ,  247;  enfin  le  4.e  par  les  multiples  54 , 
60,  66,  217,  223 ,  229,  avec  les  mêmes  simples.  Le  carré 
d'intersection  a  été  &it  ayec  les  25  nombres  du  milieu  ;  les 
différences  restantes  seront  celles  des  nombres  73,  74. . .  • 
132  et  complémens,  ou  de  13  à  72;  il  &ut  12  groupes 
de  5  différences,  dont  2  soient  égales  à  3  :  ainsi  sur  les  60 
différences  positives ,  les  24  plus  grandes  doivent  au  moins 
être  égales  aux  36  petites.  Les  24  plus  grandes  sont  49, 
50. ...  72.  La  somme  est  (49  +  72)  12=121 .12=1452. 
Les  36  plus  petites,  étant  13, 14. . . .  48,  ont  pour  somme 
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(48+13)  18=61.18=1098.  La  différence  1452—1098 
est  354,  dont  la  moitié  est  177.  Si  l'on  ùÀi  passer  les  12 
grandes  49,  50. ...  60 ,  dont  la  somme  est  654 ,  {mnni  les 
petites,  et  les  12  petites  35,  36. ...  43,  31,  47, 48,  qui  ont 
pour  somme  477,  parmi  les  grandes ,  il  Tiendra  654—477 
=177;  on  pourra  former  les  groupes  comme  suit  { figure 
310,  planche  XLIT> 

71+72-59—60—24  48+35—49—21—13 

69+70—55—58—26  47+43—45—29—16 

68+67—56—57—22  42+41—44—25—14 

65+66—51—52-28  39+40—34—30—15 

63+64—53—54—20  38+31—33—17—19 

61  +62—50—46—27  36+37—32—23—18 

On  a  déjà  dit  qu'on  pouvait  mettre  tel  ou  tel  groupe  à 
Tolonté ,  pourru  qu'il  y  en  eût  6  en  verticale  et  autant  en 
horiiontale*  Les  nombres  qui  répondent  aux  différences 
peuvent  aussi  se  placer  à  volonté  dans  chaque  ligne;  seu- 
lement les  groupes  complémentaires  des  6  groupes  hori- 
zontaux ou  verticaux  doivent  se  trouver  en  horizontale  ou 
en  verticale,  de  manière  à  compléter  les  12  lignes  de 
chaque  nature.  H  est  nécessaire  que  les  nombres  de  com- 
plément soient  pour  les  groupes  horizontaux  sur  la  même 
verticale,  et  pour  les  groupes  verticaux  sur  la  même  hori- 
zontale. On  a  fiait  suivre,  dans  la  figure,  chaque  série  de 
celle  des  oomplémens  ;  on  a  supprimé  les  différences ,  et 
substitué  les  nombres  corTespondans;on  a  omis  également 
les  nombres  des  4  carrés  angulaires,  qui  sont  égaux,  et 
composés  de  18  nombres  et  complémens.  Leur  réunion  est 
donc  encore  magique.  On  pouvait  composer  les  4  carrés 
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partiek  des  angles  d'une  foule  d'antres  manières,  par 
exemples  le  1.^ carré  parles  simples  1,  5,  9,  13,  17,  21, 
et  les  multiples  a,  24,  /Ï8, 220,244,  268;  le  2.epar  2, 6, 
10, 14, 18, 22,  et  les  multiples  0,  24,  48,  218, 242,  266; 
le  3.e  carré  par  3,7,  11,  15, 19,  23, et  les  multiples  0,24, 
48,216, 240, 264  ;  enfin  le  4.e  par  4,  8, 12, 16,20,  24, et 
les  multiples  0,  24,  48, 214,  238, 262. 

On  obtient  {figure  31 1)  châssis  symétrique,  quoique  îr- 
régulier.  On  a  le  même  carré  d'intersection ,  quoique  di- 
yisé  en  plusieurs  parties ,  et  les  mêmes  groupes  ;  mais  les 
carrés  de  coupures  sont  au  nombre  de  16,  dont  8  sont 
formés  par  les  nombres  de  1  à  72,  et  les  8  antres  avec 
leurs  complémens.  Ces  16  carrés  sont  arrangés  par  la 
méthode  expéditive  du  carré  de  4  à  deux  progressions, 
n  était  nécessaire  de  changer  les  carrés  de  la  figure  310: 
car  les  carrés  de  6  ne  pouyaient  pas  se  partager  en  4 
carrés  dont  la  somme  fût  magique ,  quoique  chacun  d'eux 
le  fût  séparément  11  a  donc  Mu  recourir  à  l'arrangement 
de  la  figure.  31 1.  Chaque  carré  de  3  a  été  fait  par  la  mé^ 
thode  expéditive.  Le  carré  central  de  9  n'est  pas  magique, 
sauf  les  diagonales. 

Les  deux  figures  précédentes  sont  symétriques  ;  lessni* 
vantes  ne  le  sont  pas.  On  a  fait  {figure  312)  9  carrés 
de  4  toujours  avec  les  72  premiers  et  72  derniers  nombres, 
chaque  carré  comprenant  8  nombres  et  ses  complémens. 
Le  carré  d'intersection  a  été  fait  par  tableaux,  et  139  se 
trouve  entrer  dans  la  2.e  diagonale.  Si  l'on  eût  conservé 
les  groupes  comme  à  la  figure  310,  la  1  «^  diagonale  serait 
toiqours  magique ,  étant  composée  des  diagonales  de  3 
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carrés  partiek  et  de  celle  dHntersection;  quant  à  la  2.e, 
ayant  déjà  les  diagonales  de  2  carrés  partiels ,  3  lui  faut 
encore  9  nombres  :  elle  aurait  retenu  185, 106, 101, 170, 
202,  89, 79,  210.  La  somme  de  ces  nombres  est  1142,  à 
quoi  ajoutant  139,  il  serait  venu  1U2+13%=1281.  Il  faut 
à  la  diagonale  US  •9=:1 305;  la  différence  est=:24.  Il  (aut 
"^ir  si,  en  changeant  de  place  quelqu«^s  groupes,  on  peut 
obtenir  ces  2ft  unités  qui  manquent  Sans  toucher  aux 
groupes  horizontaux,  on  peut  alterner  les  groupes  182, 
Mi,  113,  127, 122,  et  186, 187,  101,  120,  131  :  on  aura 
113  au  lieu  de  101.  Il  ne  manque  plus  que  12  :  alternant 
les  groupes  185,  184,  115, 111, 130,  et  193,  180,196, 
124, 132,  on  aura  193  au  lieu  de  185  :  la  dBfférence  est  8; 
il  ne  faut  plus  que  4 ,  qu'on  peut  obtenir  en  alternant  97, 
110, 194, 166, 156,  et  105, 106, 175, 179, 160:  car  il  Tien- 
dra 1 10  au  lieu  de  106.  Il  y  a  une  foule  d'autres  manières 
d'obtenir  le  même  résultat  :  par  exemple ,  en  mettant  130 
au  lieu  de  185  dan» Je  même  groupe,  et  179  au  lieu  de 
106  dans  le_  groupe  précédent,  on  aurait  1304-179=309 
au  lieu  de  185+106=291,  la  diagonale  aurait  18  de  plus; 
les  complémens  aurai^t  suivi  le  sort  des  nombres.  Il  faut 
encore  6  :  il  suffit  d'altemer  les  deux  groupes  213,  212, 
89, 88, 123,  et  207, 20%  95,  99,  1 18  :  on  aurait  95  au  lieu 
de  89;  et,  la  différence  étant  6,  la  diagonale  serait  com* 
plète.  Comme  la  diagonale  n'entre  dans  les  carrés  partiels 
qn'en  parcourant  leurs  diagonales ,  on  a  pu  agir  directe- 
ment sur  les  nombres;  dans  le  cas  contraire  on  emploie- 
rail  les  différences. 

On  voit  C/îgare  313)  le  carré  de  17  arec  équerre^dans 
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éqnerre.  On  a  choisi  pour  le  carré  de  12  les  72  premiers 
nombres  et  leurs  complémens,  comme  dans  les  précé- 
dentes figures.  Le  carré  de  8  a  été  Êdt  avec  les  32  pre- 
miers et  complémens*  U  a  été  divisé  en  4  carrés  égaux. 
Le  carré  d'intersection  de  cette  équerre  intérieure  de  8  a 
été  construit  avec  les  derniers  de  ces  72  nombres  et  leurs 
complémens.  Il  est  resté  32  différences,  dont  on  doit  (aire 
8  groupes  de  4 ,  en  comparant  deux  à  deux  les  différences. 
Les  16  plus  grandes,  de  33  à  48,  ont  pour  somme  97 
+98. . .  +112=:209*8  =  1G72.Les  16  petites  des  nomr- 
bresM  à  64,  valent  81  +82 +....96  =  177. 8=:! 416. 
La  différence  est  1672— 141 6=:256.  La  moitié  est  128.  Si 
Ton  transporte  parmi  les  grandes  les  différences  82,  83, 
86,  87,  88,  91 ,  92,  93,  dont  la  somme  est  702;  et  des 
grandes  parmi  les  petites,  les  8  différences  97,  98,  100, 
101,104 ,  107, 1 1 1,  1 12 ,  dont  la  somme  est  830,  on  aura 
830—- 702:=:  128,  et  Ton  a  composé  les  groupes  comme 
suit  : 

82+  83—81—84....  87+  88—85—90 

86+105—  95—  96. . . .  91+  92—  89—  94 

93+J08—  97— 104....  103+110— 101— 112 

102+109^100—111....   99+106—98—107 
Ces  groupes  peuvent ,  sans  s'occuper  des  grandes  ou 
petites  différences ,  se  îaàre  sur  le  champ  comme  on  le 
Toit  ici  : 

112+109—110—111....     108+105—106-107.... 

104+101 --102— 103.  ..._10O-  97+  98+  99-..  . 

96+  9»_  94_  95.. _   '  92+  89—  90—  91 

_  88—  85+  86+  87....       84+  81—  82—  83 


. . . . 
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€é  genre  de  composition  aurait  lieu  toutes  les  fois  que 
les  différences  à  comparer  sont^ot  nombre  positif  égal  au 
nombre  négatif  de  ces  différetices ,  et  pourvu  que  les  diffé- 
rences de  chaque  groupe  soient  en  nombre  divisible  par  4. 

Revenant  à  la  figure  31 3 ,  la  double  équerre  formée, 
le  carré  de  5,  qui  est  celui  d'intersection,  est] le  même 
que  celui  de  la  figure  312;  les  groupes  sont  restés  aussi 
les  mêmes,  mais  dkposés  4e  manière  à  rendre  la  2.^ 
diagonale  régulière  :  car  la  iJ^  l'est  par  construction*  Or 
on  a  déjà  dans  l'équerre  les  nombres  diagonaux  232 ,  57, 
63,  68,  37, 246,  256,  dont  la  somme  est  959.  Mais  il  faut 
à  cette  diagonale  145  •  17=2465:  il  manque  donc  2465 
— ^959=1506.  On  a  pris  les  groupes  tels  que  les  nombres 
delà  diagonale  sont  1«2, 188,  115,174,  fô8, 117, 199, 
92,  74,  207=1506  :  ainsi  le  carré  est  formé.  H  se  com- 
pose de  9  carrés,  savoir  :  les  4  carrés  de  l'ëquerre  inté- 
rieure, et  celui  qui  résulte  de  leur  réunion;  du  carré 
d'intersection  de  l'équerre  extérieure  et  du  carré  d'é- 
qnerre  total ,  du  carré  d'intersection ,  et  du  carré  totaL 

Cet  exemple  est  très-remarquable,  et  doit  être  retenu* 

On  voit  {fiffire  314,  planche  XLY  )  un  châssis  ûrré- 
gnlier  à  traverse ,  et  Fon  n'a  pas  eu  besoin  de  recourir 
aux  difKrences;  les  16  carrés  de  3  ont  été  disposés  par  la 
métkode  expéditive  du  carré  de  4;  le  carré  d'intersection 
est  celui  de  la  figure  310 ,  et  fait  avec  les  25  nombres 
du  milieu.  La  l.^e  diagonale  est  toujours  régufière ,  étant 
composée  de  celles  des  4  carrés  de  3  diagonalement  pla« 
ces,  et  de  la  diagonale  du  carré  d'intersection.  Quant  à 
la  seconde ,  les  deux  carrés  de  3  aux  angles  ont  trois 
cocqftles  par  leurs  diagonales;  il  ne  faut  plus  que  1 1  •  145 

TOM.    II.  24 
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±=1595  :  or  on  a  déjà  le»  trois  nombres  inTariables 
147,  145,  143^  dont  k  somme  est  435;  il&nt  eneoie 
1160.  Les  nombres  des  carrés  de  3  qui  font  partie 
de  la  diagonale  sont  61,  63,  229,  235,  qui  Talent  588: 
il  manque  encore  572;  c'est  cette  dernière  somme  qae 
doirent  fournir  les  groupes  à  la  diagonale.  Ces  groupes 
sont  ceux  des  figures  précédentes*  Si  donc  on  prend  les 
groupes  83,84,195,191,172...  185,  184,  115,111, 
130...  82,81,  198,199,  165...  192,  188,  100,  116, 
129,  on  aura  191  +  184  +  81  +  116  en  diagonale;  et 
comme  la  somme  de  ces  nombres  est  572,  la  2.^  dia- 
gonale sera  convenable,  et  le  carré  total  magique. 

Voici  une  forme  très-irrégulière  {^figure  315  ).  Toujours 
les  mêmes  carrés  partiels  de  3;  le  même  carré  d'interseo^- 
tion,  dont  partie  est  en  bordure  à  droite,  et  au  bas  du 
ôarré.On  peut,  si  l'on  veut ,  fedre  quelques  cbangemensde 
position  dans  les  nombres  des  carrés  partiels.  Ici  les  i 
bres forcés  sont  30,  86 ,51, 50,  49,260,  254;  leurs 
s730  :  U  £iut  2465r::  145  «  17«  H  manque  donc  2465 
—  730=1735,  qu^on  doit  faire  avec  10  nombres  des 
groupes,  qui  sont  toujours  ceux  des  précédentes  figures. 
U  est  clair  que  la  1.re  diagonale  est  encore  régulière, 
étant  composée  des  diagonales  du  carré  de  12,  et  de  celui 
dHntersection»  On  Toit  que  les  nombres  169, 193, 187, 194, 
179, 202, 195,  76, 210, 130,  ont  pour  somme  1735.  Cette 
diagonale  étant  convenable,  le  carré  est  magique. 

U  7  aurait  encore  une  foule  de  formes  à  donner  au  cap* 
ré  de  17,  comme  à  tous  les  autres.  Les  tFansibrmatk>BS 
sont  innombrables;  diacun  peut  les  varier  à  sa  Cuitaisie, 
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examiner  s'il  ne  se  présente  aucune  impossibilité ,  et  si 
l'on  peut  j  remédia  par  un  changement  de  position 
dans  quelque  partie  composante  de  ces  carrés.  Le  champ 
est  yaste;  mais  on  croit  n'avoir  rien  laissé  à  désirer  pour 
être  en  état  de  raincre  toutes  les  difficultés  qui  pourraient 
se  présenter  dans  les  formes  que  l'on  voudrait  donner  aux 
carrés  magiques. 

On  termine  ce  paragraphe  par  une  autre  méthode 
très-facile  pour  former  les  carrés  dont  la  rapine  se  divise 
par  2  seulement,  au  mojen  des  différences. 

On  forme  arbitrairement  une  diagonale,  puis  la  moi- 
tié des  horizontales ,  pour  chacune  desquelles  on  prend  2 
différences  de  la  diagonale ,  dont  une  avec  changement 
de  signe.  Ces  différences  étant  placées ,  l'autre  moitié  des 
horizontales  se  compose  des  comptémens  placés  dans  les 
cases  correspondantes  :  on  arrive  sur  le  champ  i  un  carré, 
et  l'on  peut  se  dispenser  même  de  construire  le  cairé  des 
différences,  et  passer  sur  le  champ  au  carré  des  nombres. 

cAAai  »a  & 

Soit  formée  arbitrairement  la  diagonale    18,5  +  12,5 
+  2,5—10,5—9,5—8,5 
Qu'on  prenne  aussi  à  volonté  pour  les  3  horizontales  : 
13,5—12,5+17,5—16,5+  4,5—  6,5 
2,5+10,5— 15^+M;i— 13,5+  1,5 
9;>_  8,5+11,5—  7,5—  5,5+  0,5 
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on  aaira 

— 12,5+17^16;î+  «,&-  6^18^ 

+11,5—  7^+  9,5—  8,5—  5J5+  0,5 
—11,5+  7,5—  9,5+  8,5+  5,5—  0,5 
+15,5—10,5—14,5+13,5—  2,5—11,5 
+12,5-17,5+16,5—  4,5+  6>-13;S 

31     1  35  14  25    5 
34    8    4  32  16  17 
7  26    9  27  24  18 
20  11  28  10  13  19 
3  29  33    5  21  20 
6  36    223  22  32 
Quand  les  deux  dernières  horiiontales  sont  Ibnnéea ,  «n 
s'assoie  si  la  trmsième  est  possiUe. 
•  Gomme  on  n'a  pins  oi  diagonale  que  — 9J5 — 8,5,  cda 
donne  ±1  j  les  différences  restantes  étant  1 1 ,5. . . .  7,5. . .  • 
5,5. . .  *  0,5,  il  but  que  les  différences  de  ces  difiérasces 
vaiDent  ±1.  D'abord  on  ne  peat  en  prendre  3  et  soostraiie 
la  4."  :  car  fl  viendrait  une  somme  plus  grande  ou  plus 
petite  que  1  ;  nuds  si  l'on  lait  les  différences  de  diffi&rences 
de  manière  que  les  4  JUfférences  entrent  dans  la  somme, 
on  formera 
11,5—7,5=  4. . .  1 1,5— 5,5c=  6. . .  11,5— 0,5=11. . . 
7,5-5,5=2...  7,5—0,5=7...  5,5-4,5=5... 
11,5+7,5=19. . .  11,5+5,5=17. . .  11,5+0,5=12. . . 
7,5+5,5=13...  7,5+0,5=8...  5,5+0,5=6 
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jD  n'y  a  que  11,5—7,5,  6t  5,5 — 0,5,  ou  11,5— -5,5,  et 
7|5— 0,5  :  ce  qui  donne  4—5  ou  6—7;  mab  ils  rentrent 
l'An  dans  l'autre  :  car  on  a  11,5— 7,5-— 5,5*4- 0,5  pour 
le  premier,  et  11,5— 5,5— «7,5 -('0,5  pour  le  second: 
ainsi  la  3.®  horizontale  est  possSble.  H  est  toujours  bon  de 
conserver  les  pins  petites  différences  pour  cette  3.®  hori- 
sontale* 

Toyons  le  carré  de  10. 
Soit  la  diagonale,  que  nous  supposerons  la  2.®: 
43,5+42,5  +  «,5  +  20,5  — 28,5  — 26,5  — 25^— 24,5 
—23,5—19,5 
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M^^  Ift    Ift   »^  Ift 

g  «T  of  QO  cf 

+ 1  ++ 1 

+ 1 ++ 1 + 1 1 +1 

S-  '^  ÎS*  Î2-  *^- 

»<?.  »<^  ».  "O-  ««»«'<?.'«?.•<?.  •«?. 

+  +  1   1  + 

+  +  1    1  +   1  ++  1    1 

ift  ift  ift  ift  ift . 

n.  «-  n.  «»  «  «.  •»-  «-  ««v  «« 
g  55  ^  ;:  -  -  ^  8  S  S 

1  +  +  +  + 

+  +  1 ++  1   1  +  1   1 

tS^&S«" 

1  +  1  I  + 

1 ++ 1  +  1  +  1  I  + 

Irt  o  Ift  »ft  Ift 
s  g  s  2  - 

1    1  +  1  + 

1  +  1  1  1  +  +  +  1  + 

O    lA    Irt    »ft    « 

m  K5,  «ft  »  «^  «^  i^  ift  «  ««5. 

+  +  1  +  + 

1  1  + 1  + 1  +  1 +  + 

«T  <r  j»  ^ 

ift  «  o  ip  »ft  ift  ift  ift  ift  1^ 

. 

1  1  1  1  1 

+  +  1  ++  1  I  +  I  1 

•^  >^  »«-.  '^  »^ 

oi  od^  iflT  t>r  oT 

•5»   <J   «t   *- 

Ifl    Irt^  «  l«   >«   «^  >»   us   «   Kl 

1 

+  1  ++  1 

I I +++ 1 I 1 ++ 

ift  lA  ift  «  »ft 

en 

1  1  1  1  1 

.^  +1  1  1  1  +  +  +  +  1 

«-  «.  «  «.  «V 
S  ?  S^  ^  cl 

^      O   Ift    «  Ift  Ift    Ift   lO   ift   Ift   »^ 

M 

-  I  1  +  +  I  +  1  1  +  + 
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93   .     .' 7 

71 9      . 

22    ....    77    .      . 

.     .  27  70     .  .  .  . 

.     •  74  31     .  .  .  . 

76   •     •    3S  •  •  • 

79    •     .     .     •  24  •  . 

«Hl      •       •       •      •       •       •     «lîfi     • 

8 94 

n  suffit  de  placer  les  diagonales  :  car  tons  les  nombres 
de  chaqae  horûontale,  excepté  les  diagonaux,  se  placent 
à  volonté  dans  cette  horizontale ,  à  raison  des  complémens. 

Pour  nne  même  diagonale  et  mêmes  horizontales ,  ce  carré 
donne  une  multitude  de  combinaisons  :  caries  huit  nombres 
qui  complètent  chaque  horizontale  peuvent  se  combiner 
de  1«2*3«4*5*6«7«8==40320  manières;  et,  comme  chaque 
horizontale  donne  le  même  nombre,  on  aura  pour  les  5 
horizontales  40320%  ou  106,562,062,388^7,443,200,000, 
ou  plus  qu'un  sextillion*  Cette  forme  est  à  retenir.  Mais 
qu'est  ce  nombre  comparativement  au  produit  des  100 
premiers  nombres?  que  de  millions  à  parier  contre  un 
qu'on  ne  ferait  pas  de  carré,  dut-on  j  passer  sa  vie,  sans 
une  marche  facile,  et  appropriée  à  tons  îes  cas  des  racines 
divisibles  par  2  !  Les  auteurs  sont  loin  d'avoir  calculé  cette 
prodigieuse  diversité ,  et  pour  un  seul  cas. 

Voyons  encore  le  carré  de  14  : 

Soit  la  diagonale  92,5+91,54-90,5+89,5+81,5+77,5 
—74,5— 73,5— 72,5— 69,5— 68,5-€7,5-«B,5— 30,5 
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i87 

68  138 

66 

171  181 

148 

50  145 

178 

53  148 

iSO 

88  a 

158 

40  156 

18) 

9  16 

178 

20  175 
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190   1  195   8  198   5  187  11  185  18  188  179  28   6 

15  188  181  19  177  22  174  27  164  168  162  86   8  48 

87  159  176  89  157  41  155  153  152  46  47  17  149  51 

49  147  52  24  144  54  142  56  140  58  172  188  67  186 

60  1t4  64  182  26  66  128  127  126  168  125  78  74  76 

75  120  78  118  80  80  116  115  166  114  84  85  87  111 

185  88  89  107  106  105  82  129  98  94  98  100  101  102 

62  109  108  90  91  92  165  68  104  108  99  97  96  95 

i22  77  119  79  117  167  81  82  81  88  118  112  110  86 

69  70  71  29  72  124  128  121 

55  141  57  189  25  59  180  61 

42  44  45  f51  150  180  48  146 

28  170  98  84  85  161  189  154 

7  196   2  194   4  192  10  186  12  184  14  18  169  191 

Rien  n'est  donc  plus  facile  que  cette  construction* 
On  met  dans  la  1 J®  diagonale  les  nombres  répondant 
aux  signes  changés  de  la  seconde,  et  pris  dans  chacune 
des  sept  horizontales*  Ainsi— 91^5,  auquel  répond  190,  est 
à  Fangle  supérieur  de  la  1*re  diagonale;  et  6,  répondant  à 
92,5,à  Pangle  supérieur  delà  seconde;  188,  répondant  à 
— 89,5,seraàla  l.re  diagonale  etàla2.e  horizontale;  et8, 
répondant  à  90,5,  à  la  même  horizontale  et  àla2.«  diago- 
nale* Il  en  est  de  même  pour  176,  24, 26,  30  et  32,  ré- 
pondant à— 77,5+ 74,5 +  72,5 +  68,5 +  66,5  pour  la 
l.re  diagonale  aux  3*«,  *.«,  5.«,  6.«,  7.«  horizontales,  et 
17, 172, 168,166  et  129,  répondant  à +81 ,5—73,5-49,5 
-^7,5—30,5  dans  les  mêmes  horizontales  et  en  2.®  dia- 
gonale* Ces  nombres  placés,  les  douze  autres  de  chaque 
horizontale  se  mettent  arbitnûrement  dans  leur  ligne; 
chaque  différence  négatiye  s^ajoute  à  98,5 ,  ce  qui  se  réduit 
à  diminuer  une  unité  de  la  différence  négative ,  et  ajouter 
100  au  reste.  Ainsi— 91 ,5  ajouté  à  98,5  =91  +99=;90 
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-f  100  :  d'où  Ton  voit  que  l'on  obtient  immédiatement  les 
nombres  répondant  aux  différences  négatives ,  et  plos  fiici- 
lement  même  que  ceux  qui  répondent  aux  différences  po- 
sitives. Pour  ces  derniers  nombres ,  on  ne  fiiit  pas  attention 
à  la  demi-unité,  et  il  suffit  de  soustraire  l'entier  de  96  :  ainsi , 
par  exemple  ^  le  nombre  répondant  à  70,5==98,5-*70,5=98 
— .  70  =:  100  — 72  :  d'où  l'on  conclut  qu'on  peut  encore 
ajouter  deux  unités  au  nombre  à  soustraire ,  et  prendre 
le  complément  à  100  de  ce  nombre  augmenté*  Cette  mé- 
thode est  fiicile. 

Les  12  nombres  donneraient  (1*2*3*4*5*6*7*8  «Q* 
1 0  •  1 1  •  1 2  y  9  nombre  prodigieux. 

n  n'en  est  pas  des  carrés  impairs  conmie  des  pairs  :  on 
ne  peut  dans  les  premiers  opérer  comme  pour  les  derniers. 
Le  moyen  occupe  toujours  le  centre  ;  les  complémens  sont 
aux  cases  symétriques.  On  ne  pourrait  les  mettre  aux  cases 
correspondantes,  puisque  la  ligne  du  milieu  n'aurait  point 
de  ligne  correspondante;  on  a^^  comme  suit  : 

On  forme  un  nombre  d'horizontales  égal  à  la  iplus  petite 
moitié  de  la  racine;  puis  on  fiait  même  quantité  de  vertî- 
cales,  dont  chacune  aura  deux  différences  de  chaque  hxy* 
rizontale,  l'une  de  ces  différences  changeant  son  signe. 
Gela  détermine  les  lignes  correspondantes;  quant  à  cdle 
du  milieu,  elle  comprend  les  nombres  non  emi^ojés  en 
horizontales. 

Pour  7,  soient  les  trob  horizontales  : 

21+17+12—23—18—13+4 
20+24—22—19—  8+  7—2 
16+15—14—11—10+  9—5 
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Bt  les  trois  Terticales  : 

21—17+20— 2«+16— 15-1 

12+28—19—  7—14+11—6 

,    18—13+  iB—  2—  9—  5+3 

n  reste  1,3,6.  On  roit  qu'il  &at  que  l'une  des  trois 
JUfférences  1 ,  3, 6  entre  dans  chaque rerticale. 

n  vient  le  carré  de  différences  : 

+21+12-13+  4—18—23+17 
+20—19—  2—22—  8+  7+24 
^-16— 14—  5—10+  9—11+15 
—  1—  6+  3+  0—3+6+1 
—15+11—  9+10+  5+14—16 
—24—  7+  8+22+  2+19—20 
—17+23+18—  4+13—12-21 

Et  celui  des  nombres  : 

4  13  38  21  43  48    8 

5  44  27  47  33  18    1 
9  39  30  35  16  36  10 

26  31  22  25  28  19  24 
40  14  34  15  20  11  41 
49  32  17  3  23  6  45 
42    2    7  29  12  37  46 

Pour  9  soient  les  luNrùontales  : 

36+35+30+  4—23—24—25—26—  7 
34+33+29+10-28—27—38—32+19 
31+40+39+  8—37—22-21-20-18 
16+17+12+  9—15—14—13—11—  1 
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Les  yerticales  : 

36—35+34— 38— dO+SI +17— 16+6 
30-  4+29—10-  8—37+12—  9—3 
26— 25+28— 27— 22-I-2I + 1 5— 1 1— 5 
24—23+38-19—89—18+14—13—2 
Après  avoir  formé  les  quatre  hoiisontales,  il  reste  les 
difôrences  2 , 3 , 5 , 6;  on  forme  d'abord  les  trou  premières 
verticales  de  manière  que  ohacnne  contienne  denx  diffé> 
rences  de  cha<pie horizontale,  dont  une  change  son  signe, 
et  nne  des  quatre  différences  restantes,  comme  on  le  voit 
ici;  on  n'a  plus  qae  2  non  employé.  Ponr  savoir  n  l'on 
peat  &ire  la  4.«  verticale ,  il  n'ja  qa'à  former  les  différences 
de  différences  des  trois  différences  non  ewfkijécs  de  chaque 
horizontale. 
1.«>  horiaontale  -24—23—7  donne  : 
24  —  23  =    1 
24  —    7  =  17 
23  —    7  =  16 
La2.«— 38— 32+19: 

38  —  32=3    8 

38  +  19  =  57 
32  +  19  =  51 

La  3.e +89— 20-18: 

39  +  20  =  59 
39  +  18  =  57 
20-18=    2 

La4.e— 14— 13— 1  s 

14  —  13  =  1 
14—  1  =  18 
13  —     1  =:  12 
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Prenant  de  nonreau  les  différences  de  Ces  dernières 
différences  2  à  2,  on  aura  : 


Pour  ceDes  provenant  des 
l.f®  et  2.e  horisontales. 

Pour  ceDes  proyenant  des 
3.^  et  4.®  horisontales. 


9  7. 

25  9. 

24  8. 

60  58. 

3    1. 


>  •  do  Ob« 
..74  40. 

.78  41. 

.72  46. 


.52  50 
.68  34 
.67  35 

.71  47 


.70  44.. .69  45 
,15  11. ..14  10 


Ajoutant  ±  2>  il  neaU  : 

Il  7...  9  5.. .60  56.. .58  54.. .54  50...  52  48 
27  23.. .11  7.. .76  72.. .42  38.. .70  66...  36  32 
26  22...10  6...75  71...43  39...69  65...  37  33 
n  iâat  que  l'une  de  ces  dernières  différences  soit  égale 

à  quelqu'une  de  celles  des  3.^  et  4."  horisontales;  celles-ci 

sont,  par  ordre  : 

1  3  1011  14.15  44  45  46  47  56  58  58  60  69  70  71  72 
et  l'on  aura  94- 2=11=:13— 2=11,  et  ainsi  des  sni- 
yantes  s 

58  +  2  =  60... .58  — 2  =  56 
56  +  2  =  58.. . .  56  +  2  =  58 
9  +  2  =  11.  ...74  —  2  =  72 
68  +  2  =  70. . . .  8  +  2  =  10 
73  —  2  =  71.  ...67  4-  2  =  69 
En  tout  onze  manières  de  iâire  la  4.«  rerticale. 

Soit  pris  58=57  -{•  1  parmi  les  différences  des  3.«  et  4.« 
iMriwntales ,  et  58=56 +  2=s 57— 1  4-2  composé  du 

2  restant  et  de  différences  des  1.^  et  2.«  horiiontales  :  on 
aurait  574-1—574-1—2,  ce  qui  revient  à  394-184-14 
_13-38— 194-24— 23— 2 ,  ou  bien  24—234-384-19 
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— 39— IS+llil— 13— 2,  oaencore23— 24+38+19— 39 

_18+13— 14+2. 
Toici  les  carrés  pour  les  quatre  horizontales  et  les 

quatre  verticales  choisies  : 

+36+30—25—23—  7—24—26+  4+35 
+34+29—27+19—32—38—28+10+33 
+31—37—22—18—20+39—21+  8+40 
+17+12—11—13—  1—14—15+  9+16 
+  6—3—5—2+0+2+5+3—6 
—16—  9+15+14+  1+13+11—12—17 
—40—  8+21—39+20+18+22+37—31 
—33—10+28+38+32—19+27—29—34 
—35—  4+26+24+  7+23+25—30-36 

5  11  66  64  48  65  67  37    6 
7  12  68  22  73  79  69  31    8 
10  78  63  59  61     2  62  33    1 
24  29  52  54  42  55  56  32  25 
35  44  46  43  41  39  36  38  47 
57  50  26  27  40  28  30  53  58 
81  49  20  80  21  23  19  41  72 
74  51  13    3    9  60  14  70  75 
76  45  15  17  34  18  16  71  77 
La  1.i«  ligne  du  tableau  tiré  du  carré  ci-dessus,  5,2,  3, 
1,3, 2,  4,1,6,  montre  combien  est  peu  féconde  la  mé- 
thode de  Lahire  :  car  on  ne  peut  deviner  ces  tableaux.  Les 
différences  sont  toujours  le  moyen  le  plus  convenable;  on 
doif  j  joindre  cependant  la  méthode  ordinaire  des  ta« 
bkaux,  afin  de  déplacer  le  mojen. 
Voyons  encore  le  carré  de  11. 
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Soient  les  cinq  horisontales 
56+55+54+53+52—51—50-4^-48-47—25 
46+45+44+43+42— 41— 40— 39— 3ft-36— 26 
37+60+59+58—57—35—34—33—32—31+  8 
30+29+28+27—24—23—22—21—20—19+15 
18+17+16—14-13—12—11—  7—  6+  9+  3 
Reste  1 , 2, 4, 5, 10  non  employés  dans  les  horizontales  : 

une  de  ces  différences  doit  se  trouTer  à  chaque  Tertîcale; 

elles  pourront  être  : 

56--55+46— 45+37— 60+30— 28+18—  3+  4 
5i|_53+44— 43+59— 58+29— 27— 16+  9+  2 
52+51—42—41—57+35+23—24—14+12+  5 
50_494-4O--39^.34— 33+22— 21— 11+  6+  1 
25—48+26—36+31+  8+19+15—17—13—10 
Qu'on  forme  seulement  les  quatre  premières,  il  reste  10; 

et  les  différences  en  horisontales  : 


l.re  horizontale,  —48 — 47 


!  48-47=  1 
48—25=23 
47—25=22 


(  38-36=  2 
2.e  horizontale ,  — 38— 3&— 26  )  38—26=12 

(  36-26=10 

!  32-31=  1 
32+  8=40 
31+  8=39 
{20-19=  1 
20+15=35 
19+15=34 
{17+13=30 
17+  7=an 
13-  7=  6 


11    9 

33  13 

32  12 

35  33 

7ft    6 

73    5 
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Formant  les  différences  de  différences  des  denx  pre* 
mières  horizontales  : 

3     1..-.    13  11.. 
25  21....   35  11.. 
24  20....  34  11.. 
Puis  des  3.e  et  4.® 

2    0 36  34.. 

41  39 75    5.. 

40  38. ...  74    4. . 
Enfin  de  la  5.^  et  da  nombre  10  on  aura: 
40  20 
34  14 
16    4 
Par  ordre:  4  14  16  20  34  40. 
Qae  Fon  compare  chaque  différence  de  différences  des 
2  premières  horisontales  ayec  toutes  celles  des  S.^^  et  4.® 
successiyement  :'si  leur  somme  ou  leur  différence,  toujours 
prise  positiTcment,  est  égale  à  l'une  des  ^6  différences  pro- 
Tenant  des  trois  de  la  5.®  horizontale  ayec  le  nombre  10 
restant  9  ce  sera  une  5  fi  yerticale.  Que  l'on  choisise,  par 

exemple,  33-73=-.40 33=33+10=48—25+36 

—26. . . .  73=39+34=31+8+19+15. . . .  40=17+13 
+  10. 

Donc  73— 33— 40=-33+73— 40=25— 48  +  26— 36 
+31+8+19+15— 17— 13— 10.  C'est  la  verUcale  adoptée. 
On  abrège  beaucoup  la  comparabon  dont  il  est  question 
en  observant  que  tous  les  nombres  4 , 1 4 ,  16, 20 ,  34 ,  40 
sont  pairs ,  et  que  par  conséquent  on  ne  doit  comparer 
que  pair  ayec  pair,  on  impair  ayec  impair,  pour  obtenir 
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résultat  pair,  soit  par  addition^  soit  par  soustraction* 
Ainsi  y  par  exemple,  les  deox  premières  lignes  de  diffé- 
rences de  différences  des  1 J®  et  2.^  horizontales  sont  à 
omettre,  comparées  ayec  des  pairs  des  3.®  et  4««  horison- 
tales;  de  même  la  3.®  ligne  est  à  écarter,  comparée  avec 
des  impairs*  On  yoit  anssi  que  les  6  diflérenoes  ft  ^  1 4 1 
16,  20 ,  34 ,  40,  n'ont  que  3  terminaisons,  0,  4,6:  par 
conséquent  2  et  8  n'en  font  pas  partie ,  et  toute  compa- 
raison qui  aurait  ces  terminaisons  serait  à  omettre. 

Yoici  les  combinaisons  par  ordre.  Le  1.^  nombre  est 
toujours  la  différence  des  iJ^  et  2.«  horizontales;  le  2.e, 
la  différence  des  3.®  et  4.®*  On  remarquera  encore  qu'U 
est  inutile  de  faire  des  comparaisons  qui  donneraient  un 
résultat  plus  grand  que  40. 

32+  2=    34  1         ...  „ 

4<%      «^        A»,  }  combmaisons  aTec  2. 
12+  2=    14  ) 

20+  0=    2071         ...  ^ 

Af.  .    n.        ni/'}  combinaisons  arec  0» 
34+  0=    34  ) 

20— 36=-16  î  ^.     . 

«2 ^« ^   >  combinaisons  arec  36. 

20 — 34=^>14       combinaison  ayec  34* 

1_35=— 34  l 
21— 35=— 14  i 

1+33==    34 

13 — 33= — 20  y  combinaisons  ayec  33* 
13~33=-20 

1—41=— 40 
25 — 41= — 16   \  combinaisons  avec  41* 
21-^1=— 20 

TOM*  II*  23 


combinaisons  avec  35. 


I 
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1+39=    40  1 

25 — 39s — i^  >  combinai wns  arec  39. 

35-39=-4  ) 

8S^75= — 40      combinaison  arec  75. 

1—  5=— 4   \ 

11+  5—    16 

11+  6=    16 

9+  5—    14 

9—  5=      4   >  combinaisons  avec  5. 

25^-5=    20 

21— îfcsr     16 

85+  5=z    40 

11+  5=    16   1 

34 — ^74=3—40      combinaison  avec  74. 

20-6=    14  ) 

34+  6=    40  1         ...                - 

10+6=  te  /  *"'"*"^'"  *^  *• 

10-  6=      4  ) 

24— 40b=-16  )         ^.    . 
2a-40=-20  (  «O"**^**""  *^  ^O. 

24-38=3-14  }         ^.    .                ^ 
o»    ao_      ^  >  combinaisons  avec  38. 

34 — ^74 40      combinaison  avec  74. 

24—4=    20  1 

20-  4-    16  1         ^.    . 

10+  4=    14  1  *o™>'"'*'«w>»  *^"5  '•• 

12+  4—    16  ) 

33— 73=— 40      combinaison  arec  73. 
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1—5=- 

-H   \ 

11+  5= 

16  \ 

11+  5= 

16  J 

9+5= 

U  1 

9—5= 

H  \  combinai 

25— 5c= 

20  i 

21—5= 

16  1 

35+  5= 

/>o 

11+  5= 

16  / 

987 


i^acnqu'O  j  ait  plusieurs  résidtafs  exprimés  de  mftme , 
il  n'y  a  pas  double  emploi:  cela  résulte  de  «te  qa'i  y  a  des 
différences  égales  ;  mais  elles  proviennent  de  combinaisons 
différentes.  Ainsi  il  j  a  trois  diffiérences=:ll  d'une  part, 
et  deux  différences=5,  ce  qù  donne  6  combinaisons 
différentes, et  toujours  par  11+5=16;  en  tout,  52 ma- 
nières d'obtenir  la  5."  verticale,  ayant  les  quatre  autres  et 
les  cinq  horisontales  k  volonté. 

Yoici  les  carrés  résnltans  soit  par  différences ,  soit  par 
les  nombres  correspondans  : 
+56+54+52— 49—48— W— 25— 50— 51+59+55 
+46+44—41—39—36—98—26—40+42+43+45 
+37+59—57—33+  8— Sî— 31— 34— 35+58+60 
+30+29—24-21 +15—20—19—22-23+27+28 
+18+  9—14—11—13—  7+17—  6-12+16+  3 
+  4+  2+  5+  1-10+  0+10—  1—6—2—4 
_  3—16+12+  6—17+  7+13+11+14—  9—18 
—28—27+23+22+19+20-15+21  +24— 29— 30 
—60-58+35+34+31+32—  8+83+57— 5ft-37 
—45—43—42+40+26+38+86+39+41—44—46 
—55—53+51  +50+25+47+48+49—52-54—56 
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5      7      9  ItO  109  108    86  III  112      8      6 
15    17  102  100    97    99    87  101     10    18    16 
24      2  118    94    53    93    92    95    96      3      1 
31     32    85    82    46    81     80    83    84    34    33 
43    52    75    72    74    68    44    67    73    45    58 
57    59    56    60    71    61     51    62    66    63    65 
64    77    49    55    78    54    48    50    47    70    79 
89    88    38    39    42    41     76    40    37    90    91 
121  119    26    27    30    29    69    28      4  120    98 
106  104  103    21     35    23    25    22    20  105  107 
116  114    10    11     36    14    13    12  113  115  117 
n  est  pins  dilRdle  de  faire  on  carré  d'an  petit  que 
d'an  grand  nombre  de  cases  :  ainsi,  poar  le  carré  de  5, 
la  2.B  yerticale  peut  fort  bien  ne  poavoir  se  Cure  avec  des 
différences  prises  à  Tolonté  pour  les  deux  boriaontaks  et 
ime  verticale. 

Soient  les  horizontales  12— ll-flO— 9— 2 
S—  7+  6—4—3 

l.re  Terticale  12—10+7—4—5 Il  reste  1. 

11— 9t=2 
1."  horiionU  —11—9—2  ^  11—2=  9 

9— îfc=7 

8—6=2 

2.6  horizontale.   8+6—3  {    8+3=11 

6+3=9 

Jkjontant±1,  onaurait...3  1 10  &...8  6.0r 

on.  ne  peut  faire  la  2.«  verticale. 

Hais  sil'on  fait  la  1.r«  verticale  12+2-6— ^—5, 9  reste 
toujours  1. 


I 
{ 
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Les  3  différences  de  la  1 .'®  horkontale  non  employées 
sont +  10  —  Il  —  9,  et  Fon  a 

10  +  11  =  21 

10  +    9  =  19 

11  —    9  =    2 

Les  3  différences  de  la  2fi  horizontale  non  employées 
sont +8  —  7  —  4,  et  il  vient 

8  +  7  =  15 
8  +  4  =  12 
7  —  4=3 

Ajoatant  1 ,  on  obtient. ... 22  20..  ..  20  18....3  1. 
n  n'y  a  qne  3  qui  conyienne,  et  l'on  aurait  11 — ^9+1 
+4 — 7,  d'où  Ton  tire  le  carré 

+12—  9+10—11—  2  1  22    3  24  15 

—  3—7+8—4+6  16  20    5  17    7 
_  5+  1       0—1+5            18  12  13  14    8 

—  6+4—8+7+3  19    9  21     6  10 
4.2+11—10+9—12  11    2  23    4  25 

n  faudra  donc  toujours  chercher ,  dans  le  cas  du  carré 
de  5,  la  2.®  yerticale,  ce  qui  est  &cile  et  expéditif. 

Soit  encore  à  construire  le  carré  de  21  :  le  moyen  est 
221 ,  la  plus  grande  différence  est  220. 


^ ^ 
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O      O      O      O      A      <0      M 

ÎIII Atti t+ 

nyx  iiixit 

lîlîiïu  t  I 
îllliï i ail 

lilllliiXi 

ïllll+ilii' 
lîlîîtii Ai 
Illïî+ii  I  i 

iiiiîtiijii  :- 

îJî  +  î  +  liii  îT 
.  îî  +  î  +  tl  I  il  J 

5  +±î  +  +  ±îîtt  I 
I  îî+î+±îît+  I 

O   a»rHiAM^a»<*-oio^   fil 

ttî  +  +  +  îî  +  +  - 
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I  ********* 

1    *t*t*U±* 

I  î  n  I  u  u  i 

■T  M      s      M      «^  ,         . 

f    Uîiiiiu 

^    |îf****** 

t     ilUXiHÏ 

I      t  +  t  +  i-ttîî 

t   iiniiHi 

■•a       +1  +  +  +  +  +  ^  + 

•9MMMMMMMM 

g   î  î  1 1 1 1 1  n 

ï     •  ï  II  I  î  I  M 

I  A    +  +  +  +  +  +  +  +  + 

Sfi  ^fc^lOM'^t^âlOM 

s|  ï iinîïii  I 

5  :  Î++++  +  Ï++ 

II  î  î  I  I  I  I  I  î  î 

•—       oc»ofee»e»ooo»a>oo 
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I.'B  HOUZOnMLB.  6fi  ROBIZOmAU. 

—182-181—100  _216— 215+  66 

182—181=:  t 
182—100=  82 
181—100^  81 

2fi  HOUZORTAU.. 

—162—160—101 

162-160fcï  2 
162—101=  61 
160—101=  59 

3.^  HoxuonTÀU. 
— U2-U0— 102 

142-140=  2 
142—102—  40 
140—10!^  38 

4.«   HOBIZORTAU. 

—122—119—103 

122-119=  a 
122—103=  19 
119—103=  16 

5."  ROUZORTAU. 

—  98—97—  96 

98—  97=  1 
98—  96=  2 
97—96=    1 


216—215=    1 

216+  66=282 

215+  66=281 

7fi  HOMZOHTAU. 

_  70—  69—  6» 

70_69—    1 

70-68=    2 

69—  68=    1 

8.e  HOUZOHTAM. 

—  12-11—    5 

12-  11=    1 

12—    5=    7 

11—    5=    6 

9.«  HOMZOITTAU. 

—48— 45— 44 

48—45=    3 

48—  44—    4 

45—  44=    1 

10.«  ROUZOnALB. 

+  36—26+2 

36+  26=62 

36—    2=  34 

26+    2=28 

1 
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Prenant  les  diffërraoces  de  différenoes,  on  aura: 

nVK  U   L^e  iT  LA  2.*  HOUZOHTAUS, 

3    1 63  60.....  60  58 

84  80..... 143  21 141  23 

83  79 142  20.....  140  22 

point  U   Zfi  BT  U  4.e  HOUZOHTAUS, 

"*' 

5    1 21  17 18  14 

.    43  37 59  21 56  24 

4]  35 57  19 54  22 

recB.  u  5.6  »  la  6.«  bokizohtaus^ 

2  0... ..283  281 282  280 

3  1 284  280..... 283  279 

2  0.. ...283  281 282  280 

POVK  LA  7.e  BT  LA   10.«  HOBIZORTALBS , 

63  61 64  60.. ...63  61 

35  33 36  32... ..35  33 

29  27 30  26 29  27 

rora  LBS  8.6  bi  9.»  houzohtalbSj 

4    2.....  5    3 .2    0 

10    4 11    3 8    6 

9    3 10    2... ..7    5 

reiTK  LK8  8.6  BT  9.6  BOBIZORTALBS,  AJODlilS 

A±6. 

10  2...  8  4 11  1...9  3 8  4.. 

.   66 

16  4.. .10  2. 17  5... 9  3 14  2.. 

.12  0 

15  3...  9  3. 16  4.. .8  4 13  1.. 

.11  1 
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2.6  série. 

M320  21  222358»)».^  ._^.     . 
{63  79  80  83  84             }  1.-et2.''ï'om. 

/  1  5  14  17  18  19  21  22  ' 

3.e  série. 

24  35  37  41  43  54  56      3.» 
,    57  59                             ; 

et  4.e  horiz. 

4.e  série. 
5.6  série. 

•  •          •• 

0  12  3. 5.e 

et  6.*  horii. 
63  64 

26  27  29  30  32  33  35  36  60  6*1 

Si  donc  on  compare  0  1  2  3  à  tons  les  nombres  de  la 

•• 
5.«  série,  il  Tient  pour  0 

26+0.. 

. .  26—0.  . . .  27+0.  . . .  27—0.  . 

..29+0.... 

2&-0, 

...  30+0....  solo....  32+0. . 

..  32^.... 

33+0. 

••»•                         ••••                        •»•• 

. . .  33—0 35+0 35-4). . . 

.36+0 

36^. 

. . .  60*+0. . . .  60l0. . . .  61*4-0. . 

..61.1-0.... 

...» 

63+0. 

...63^.... 64+0....  64^^ 

ce  qui  se 

réduit  aux  nombres  de  la.  5.»  série 

plusieurs  fois 

répétés. 

,  savoir  : 

26  25... 

28  26.. .30  28.. .31  29.. .33  SI 

1 

••    •• 
34  32. 

...  36  34.  ...37  35....  61  59. 

^  ^  \  pour  1. 

••      •• 

62  60. 

...64  62.. ..65  63 

i    • 
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28  24... 29  25... 31  27... 32  28... M  30...  I 


35  31 37  33.  ...38  34....  62  58. .../  V*»^^ 

63  53.. ..65  61. ...66  62 

29  23. . .  30  24. . .  32  26. . .  33  27. . .  35  29. . .  i 

36  30 38  32 39  33.  ...  63  57. 


pour  3. 


64  58.. ..66  60.. ..67  61 

Donc,  mettant  par  ordre  tous  ces  nombres,  on  aura  de- 
puis 23  jnsqa'à  39  indus,  et  de  57  à  67  aussi  inclus.  Il  suffit 
donc  de  chercher  dans  la  comparaison  des  différences  des 
2.0  et  3.®  séries  des  nombres  égaux  à  23  jusqu'à  39,  ou  de 
57  à  67,  et  l'on  aura  tous  les  genres  de  solutions  possibles , 
en  fidsant  attention  aux  points  :  car  ib  augmentent  ce 
nombre. 

Ainsi  l'on  aura  : 

Pouri  :1-t-22...1— 24...  1+35. ..  1—35.-.  1+37... 

1—37. .  .1+5^. .  .1+57. .  .1—57. .  .1+59. .. 

1—59 
Pour  3  :  21+3. .  .  22+3. . .  24+3. . .  35+3. . .  35—3.  .. 

37—3. .  .41—3. .  .54+3. .  .56+3. .  .57+3. . . 

59+3 

Pour 20: 20+5 20+14....  20  +  17....  20+18... 

20+19. ...  20+37. ...  20+41. ..  .20+43.  .. 
20—43. . . .  20—54. . . .  20—56 ....  20—59 


1 

CAKHÉ    DB   21. 

397 

Ponr21:2l+5....  21+14.. ..21+17... 
21—54. . .  .21—56. . .  .21—57. . 
21+37....  21+41.... 21+43 

.21+18.... 
.51—59.... 

Pour 22: 22+1. . . .  22+5. . . .  22+14. .  . 
22+35. . .  52+37. . .  .22+41. . 
22— 54.. .  22-56. . .  22— 57. . . 

.22+17.... 
.52+43.... 
.22-59 

Poor  23  :  23+1 23+5.  . . .  23+14. . . 

23+37. .  .  23+41. .  .  23+43. 
23— 56. ..  23-57. ..  23-59 

.  23+35. . . . 
..23-54.... 

Pour  58  :  58+1. . .  .  58+5. . . .  58—19.  . . 
58— 22. . .  58-24. . .  58— 35. . . 

.  58-21.... 
58-1 

Pour  60  :  60+1 60+5 60—1. . . 

60-22. . . .  60—24. . . .  60—35. 

.  60—21. . . . 
...60—37 

Pour  63:  63+1....  63—1....  63—5.... 
63— 35.  ...63-37 

68—24 

Pour  79  :  79—14. . . .  79—17. . . .  7^-18. . 
79— 21....  79— 22 

.79—19.... 

Pour  80  :  80—14. . . .  80—17 80^18. . 

80— 21.... 80— 22 

..80-19.... 

Pour  83  :  83—17. . ..  83—18. . . .  83—19. . . 
83— 22....  83— 24 

.83-21.... 

Pour  84  :  84—17. . . .  84—18. . . .  84—19. . 
84— 22....  84— 24 

..84—21.... 

On  peut  choisir  parmi  ces  combinaisons,  pour  le  seul 
cas  de  0,  somme  des  différences  des  8.»  et  9.»  horizon- 
tales, défalcation  faite  du  nomI»«  restant  6. 

TRAMSFORHÀTIONS  DES    GARROS. 

Soit  choisie  ci-dessos  la  combinaison  60— >21  ==39,  qui 
répond  à  36-f  3. 

On  a  d'abord  0=6— 6=7— 1—6=12-5+44— 45— 6, 
en  cherchant  0  dans  la  i*^^  série,  aux  différences. 

Maintenant,  60—21  pent  être,  d'après  les  2.^et  3.®  séries, 
1+59—2—19=182—181+160—101+140—142—122 
+108. 

3+36,  d'après  les  4.«  et  5.e  séries,  seront  98—96+216 
—215+70—68+36—2  :  donc  il  viendrait  182—181 
+160—101+140—142+103—122+96—98+215—216 
+68—70+12-5+44—45+2—36-6. 

Gomme  60  et  21  sont  ponctaés  donble  l'on  et  l'antre, 
on  aurait  quatre  manières  d'avoir  60 — ^21;  3  et  36  ne  sont 
ponctués  ni  l'un  ni  l'autre  :  ainsi  une  seule  manière  d'ob- 
tenir 3+  36  ;  et ,  comme  6 ,  provenant  de  7—1 ,  n'a  qu'une 
combinaison,  on  aura  pour  60—21 ,  3+36, 6—6,  4  ver- 
ticales différentes  -,  il  en  serait  de  même  des  autres. 


On  termine  ici  ce  que  l'on  avait  à  dire  sur  la  formation 
des  carrés  par  les  différences  et  différences  de  différences, 
n  ne  peut  plus  exister  de  difficultés  :  les  nombreux  exemples 
ci-dessus  les  ont  ùli  disparaître ,  et  ont  fiiit  découvrir  de 
nouvelles  formes  de  composition  dont  les  auteurs  ne  se 
sont  pas  occupés,  et  que  l'on  ne  pouvait  passer  sous  si- 
lence. 
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§  8. 

CASES    DÉTEEKINÉES. 

n  n'est  pas  facile  de  comiaitre  dans  qaelle  proportion 
l'on  pent  disposer  des  cases  pour  j  placer  des  nombres 
donnés  de  progressions  choisies.  Moins  la  racine  d'un 
carré  est  grande ,  moins  grand  est  le  nombre  de  cases  dont 
on  aurait  k  disposition.  Par  exemple ,  la  plus  petite  ra- 
cine est  3  :  et  l'on  sait  que  dans  le  carré  de  3,  soit  qu'il  j 
ait  une  seule  progression,  soit  qu'il  j  en  ait  3  »  on  ne  peut 
mettre  à  la  case  du  milieu  que  le  moyen,  qui  est  le  cin« 
quième  terme  s'il  n'j  a  qu'une  progression,  et  le  terme  du 
milieu  de  la  seconde  s'il  j  en  a  trob.  On  sait  aussi  que  les 
angles  doivent  être  remplis  par  les  nombres  de  rang  pair, 
tandis  que  le  milieu  des  lignes  aura  les  nombres  de  rang 
impair.  Ainsi  l'on  ne  pourrait  disposer  de  cases  qui  ne 
satisferaient  pas  à  cette  condition.  Il  ja  plus  :  si  l'on  déter- 
mine une  case  qui  puisse  recevoir  un  nombre,  on  ne  peut 
réserver  la  case  opposée ,  ou  diagonalement  placée ,  si  ce 
n'est  pour  le  complément  du  premier  nombre.  Enfin ,  après 
avoir  placé  un  nombre  à  une  case  déterminée  du  milieu 
d'une  ligne,  on  ne  peut  placer  un  nombre  à  un  angle ^  à 
moins  qu'il  n'j  ait  pas  de  contradiction  dans  cette  disposi- 
tion. Par  exemple,  soit  7  au  milieu  d'un  côté  :  on  ne  pour^ 
rait  mettre  4  ou  S  à  l'un  des  angles  contigus  à  ce  côté  :  car 
7+  ft=11  exigerait  4  à  l'autre  angle  contigu,  pour  avoir 
15,  et  4  est  déjà  placé.  7+8=15  ne  pourrait  avoir  au- 
cun nombre  à  cet  angle ,  puisqu'on  a  déjà  1 5.  H  résulte  de 
cette  discussion  que  c'est  à  peine  si  l'on  peut  disposer 
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d'une  case  pour  le  carré  de  3  ;  et  lorsque  la  chose  est  pos- 
sible, on  ne  peat  en  déterminer  une  seconde  que  d'après 
des  considérations  qui  tiennent  à  la  formation  totale  du 
carré. 

Pour  tout  carré  impair  plus  grand  que  celui  de  3,  on 
peut  toujours  disposer  d'une  case,  attendu  que  les  ta- 
bleaux se  prêtent  à  cet  arrangement.  Si  l'ouTOulait  réserrer 
deux  cases,  il  pourrait  se  présenter  une  contradiction 
dans  cette  fixation.  Que  l'on  ait,  par  exemple,  1  à  l'un  des 
angles  du  carré  de  5,  point  de  difficulté;  que  l'on  veuille  de 
plus  7  à  une  autre  case ,  celle  du  centre,  on  le  suppose ,  les 
tableaux  pourraient  être  : 

3  2  4  5  1  20  10  15    5    0  23  12  19  10  (1) 

4  5  132  5  0  20  10  15.  9  5  21  13  17 
13  2  4  5  10  15  5  0  20  11  18  (7)  4  25 
2  4  5  13  0  20  10  15  5  2  24  15  16  8 
51324  15    5020  10  206322  13 

On  remarque  que  7  est  >>  5  :  d'où  il  suit  que,  le  multiple 
pour  obtenir  7  n'étant  pas  le  même  que  pour  avoir  1 ,  il  n'y 
a  pas  d'impossibilité;  mais  si  le  nombre  était  2,  3 ,  4,5, 
on  aurait  encore  0  en  diagonale  dans  le  tableau  des  mul- 
tiples, ce  qui  ne  peut  être.  Si  au  contraire  le  nombre  était 
6 ,  on  aurait  encore  1  dans  la  diagonale  du  1  .^  tableau* 

Si ,  ayant  1  et  7  comme  est  dit ,  on  voulait  encore  1 2  à  la 
dernière  case  de  la  3.®  horizontale,  il  fistudrait  2  au  1  .^  ta- 
bleau; et,  comme  2  y  est  déjà,  à  l'horixontale  en  question, 
on  ne  pourrait  avoir  1 2.  On  ne  peut  donc  demander  3,4,5 
à  la  dernière  case  de  la  3.»  horizontale,  puisque  le  2.®  ta- 
bleau aurait  deux  fois  0  en  verticale;  ni  6, 8 , 9, 10,  puis- 
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qu'on  aurait  deux  fois  5  â  laS.»  horizontale  de  ce  tableau; 
ni  11 ,  ni  12,  par  des  raisons  analogues;  mais  bien  13, 14 
et  15.  Il  j  aurait  à  exclure  16, 17,  mais  à  admettre  18, 19, 
20,  rejeter  21 ,  22,  enfin  adopter  23 ,  24,  25.  On  ne  pour- 
rait donc  admettre  à  la  dernière  case  de  la  3.^  horizontale 
que  les  nombres  13, 14, 15, 18, 19,  20,  23, 24,25,  lors- 
qu'on  a  déjà  1  à  la  l.^'^  case  de  la  dernière  verticale ,  et  7 
au  centre  du  carré.  Yoici  les  tableaux  pour  19  à  la  dernière 
case  de  la  3.®  horizontale  ;  ces  t9  de  forment  par  1 5  et  4. 

5  2  3  4  1  15  10  20    5    0  20  12  23    9  (1) 

3  4  15  2  5  0  15  10  20  8  4  16  15  22 
15234  1020  5  015  1125(7)  3(19) 
2  3  4  15  0  15  10  20    5  2  18  14  21  10 

4  15  2  3  20    5    0  15  10  24    6    5  17  13 

On  peut  cependant  assez  souvent  disposer  de  cases  que 
n'auraient  pu  remplir  les  tableaux  ordinaires ,  en  faisant  le 
carré  par  quelqu'une  des  formes  données  ou  toute  autre. 
Ainsi,  en  formant  le  carré  de  5  avec  bordures,  et  compo- 
sant le  carré  central  avec  la  progression  1  •  4  •  7«  10  •  1 3  • 
1 6  •  1 9  •  22  •  25 ,  on  peut  obtenir  le  carré  {planche  XXXTIII 
his^  figure  i),  où  l'enverra  1  et  2  sur  une  même  verti- 
cale, ce  qui  paraissait  auparavant  impossible. 

Yoici  les  tableaux  qui  auraient  donné  ce  carré,  tableaux 
qu'on  ne  peut  soupçonner. 

55253  10    00  15  20 

2  2  114  15  20    0  15    5 

3  2  3  4  3  15  5  10  15  5 
25544  10  5200  10 
3  14  11  0  20  20    5  10 

TOM.    II.  26 
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CASES    DÉTERVIUEES. 


Si  les  tableaux  en  Bombres  sont  difficiles  à  ptéroir ,  û  est 
aisé  de  fiftirc  le  carré  des  différences,  que  yoici  s 

—  2+8+11—7—10 

—  4—9+12—3+  4 
_  5+6+  0—6+  5 
+  14.^—12+9—  1 
+10—8—11+7+  2 

On  pourrait  aussi  composer  d'abord  lliorisontale  et  la 
vertic^de  premières ,  comme ,  par  exemple ,  1 1  +8—1 0—2 
—7  pour  l'horizontale,  et  11— 12— 9+3  +  7  pour  la 
verticale.  Il  reste  pour  le  carré  de  3  les  quatre  différences 
1 , 4, 5,6 ,  plusO au centrej mais 4+ 1  =5, et  5+1  =6: 
donc  1  et  5  seront  aux  angles,  et  4, 6  au  milieu  des  lignes, 
et  l'on  pourrait  avoir  —  5  +  6—1  en  horisontale,  et— 5 
+  4+1  en  verticale*  Le  carré  serait  : 

4.11+8—10—2—  7 

_12— 5+  6—1+12 

_  9+4+  0—4+  9 

4.  3+1-  6+5—  3 

+  7_8+10+2— 11 
Cette  manière  d'opérer  serait  la  plus  convenable  pour 
pouvoir  disposer  de  plusieurs  cases;  d'autres  formes  don- 
neront d'autres  cases  à  remplir  de  nombres  convenus* 

On  ne  s'appesantira  pas  davantage  sur  la  question  de 
savoir  si  l'on  peut  disposer  de  telle  on  telle  case  :  ce  pro- 
blème exige  une  discussion  difficile  pour  chaque  cas*  Il  est 
bon  de  remarquer  cependant  que  l'on  peut  arriver  au  but 
proposé  plus  promptement,  lorsque  la  racine  est  grande, 
que  dans  le  cas  contraire,  à  raison  du  plus  grand  nombre 
de  formes  que  peut  prendre  le  carré. 


VOEVVLES   d'EULBR.  2(03 

S  9- 

FO&VULES    d'EULEE. 

On  a  dit  y  page  215,  qpe  c^était  un  problème  intéres- 
sant de  trouver  les  combinaisons  qoi  donneraient  nn 
nombre  déterminé ,  avec  tant  de  termes  que  Ton  youdrait 
d'une  progression  arithmétique. 

Le  lecteur  sera  sans  doute  curieux  de  connaître  une  for* 
mule  commode  pour  calculer  ce  nombre  de  manières. 
Cette  formule  se  tronye  dans  l'ouvrage  du  plus  illustre 
des  mathématiciens,  du  père  de  l'algèbre,  d'Euler  enfin, 
au  chapitre  XYI  de  l'Introduction  à  l'analjse  infinitési- 
male (traduction  de  Labey).Nous  croyons  devoir  copier 
ici  Euler,  lequel,  au  commencement  de  ce  chapitre, 
ayant  pour  titre  de  ia  Partition  des  nombres^  s'exprime 
ainsi: 

«  Proposons-nous  cette  expression  : 

»  etc. ,  et  cherchons  la  forme  qu'elle  prendra ,  étant  dé- 
»  veloppée  par  la  multiplication.  Supposonsqu'eDe  devienne 

»  <+Pa+Qz«+R2«+S2*+ etc. 

»  n  est  évident  que  P  sera  la  somme  des  puissances  a:* 

»  +ar+j:'^  +  a:  -|-x'+elc.;  ensuite  Q  sera  la  somme 
»  des  produits  de  deux  puissances  différentes,  ou  un  as^ 
3>  semblage  de  plusieurs  puissances  de  or,  dont  les  expo- 
n  sans  sont  les  sommes  de  deux  termes  différons  de  cette 
»  série: 

»  «»|8,  y,  J",  «,?,»,  etc. 
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»  Semblablement  R  sera  Fassemblage  de  puissances  de 
»  X  dont  les  exposans  [sont  les  sommes  de  trob  tenues 
D  différens  ;  et  S  sera  nn  assemblage  de  puissances  de  x 
»  dont  les  exposans  sont  les  sommes  de  quatre  termes  dif- 
a  férens  de  la  même  série  et,  ^,  7,  i^  etc.,  et  ainsi  de 
»  suite. 

»  Chacune  des  puissances  de  x  qui  sont  comprises  dans 
»  lesyaleurs  des  lettres  P,  Q,  R,  S,  etc.,  aura  l'unité  pour 
3»  coeiBcienty  si  leurs  exposans  ne  peurent  être  formés  que 
»  d'une  manière  par  les  quantités  «,  /S,  7»  «T,  etc.;  mais 
»  si  l'exposant  de  la  même  puissance  peut  être  de  plusieurs 
»  manières  la  somme  de  deux,  de  trois,  ou  de  plusieurs 
»  termes  de  la  série  ce ,  /3 ,  7,  J^ ,  etc. ,  alors  cette  puis- 
»  sance  aura  un  coefficient  qui  contiendra  l'unité  autant 
3»  de  fois.  Par  exemple ,  si  Nx"  se  trouve  dans  la  valeur 
»  de  Q,  ce  sera  une  preuve  que  n  peut  être ,  d'un  nom- 
»  bre  N  de  manières  différentes ,  la  somme  de  deux  termes 
»  différens  de  la  série  «, /S, 7,  J^,  etc.;  et  si  l'on  trouve, 
3»  dans  le  développement  des  &cteurs  proposés,  le  terme 
»  Na7"z"*,  son  coefficient  N  indiquera  de  combien  de  ma- 
»  nières  différentes  le  nombre  n  peut  être  la  somme  de 
»  m  termes  différens  de  la  série  «,  jS ,  7,  «T,  etc. 

»  Ainsi  le  produit  proposé  (1  \x^£)  (1  -f-x^»)  (1  -^-x^z  ) 

»  (1+<3?  z),etc.,  étant  effectivement  développé  par  la 
»  multiplication ,  le  produit  fera  voir  sur  le  champ  de  com- 
»  bien  de  manières  différentes  un  nombre  donné  peut  être 
»  la  somme  d'autant  de  termes  différens  qu'on  voudra  de 
3»  la  série  «,  ^,  7,  J^,  etc.  Par  exemple,  si  l'on  cherche 
a  de  combien  de  manières  diffirentes  le  nombre  fi  peut 
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»  être  la  somme  de  m  termes  diSî^rens  de  cette  série,  3  iaut 
»  chercher  le  terme  or^  s""  dans  l'expressioii  déreloppée,  et 
9  le  coeflScient  de  ce  terme  donnera  le  nombre  demandé* 

«  Pour  rendre  cela  plas  sensible,  prenons  ce  produit 
»  composé  d'one  infinité  de  (acteurs* 

»  ii+xz)  0+x^z)  (l+x'z)  (1+a?»z),  etc.  » 

Euler  calcule  quelcpies  termes  de  ce  produit*  Nous  avons 
poussé  assez  loin  ce  qu'il  avait  commencé;  mais  pour  les 
carrés  magiques  le  nombre  des  acteurs  doit  être  déter- 
miné* Le  développement  de  la  formule  est  prodigieuse- 
ment long  et  &stidieux  ;  le  nombre  des  termes  augmente 
rapidement;  et,  malgré  les  simplifications  dont  on  peut 
fiiire  usage ,  le  début  d'une  loi  pour  les  coefficiens  en- 
traîne à  des  calculs  très-pénibles*  Il  y  a  cependant  cela 
de]commun  avec  le  développement  du  binôme ,  que ,  pour 
un  même  exposant  de  s ,  les  coefficiens  des  puissances 
de  X  reviennent  les  mêmes  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes, ce  qui  diminue  de  moitié  le  travaiL  De  plus  ,pour 
un  autre  exposant  de  s ,  tel  que  la  somme  de  ce  dernier 
avec  le  précédent  soit  égale  au  nombre  des  facteurs ,  tes 
coefficiens  sont  encore  les  mêmes ,  ce  qut  abrège  encore 
de  moitié  le  calcul  indispensable ,  qui  se  réduit  au  quart 

Avant  de  donner  le  développement,  il  iaut  présenter 
quelques  éclaircissemens  au*  moyen  desquels  on  puisse 
&ciliter  les  recherches  que  Ton  se  propose  de  bire* 

1.^  On  peut  reconnaître  sur  le  champ  les  exposansqui 
affectent  le  premier  et  le  dernier  termes  de  x  pour  un  ex- 
posant donnéde  z*  En  effet ,  soit  m  cet  exposant  :  il  n'y  aura 
qu'à  fidre  là  somme  des  m  premiers  termes  de  la  progrès- 
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sion  1  •2*3  «4 ,  etc. ,  et  l'on  obtiendra  le  plus  petit  exposant 
de  X.  Quant  an  plus  grand,  soit  F  le  nombre  de  (acteurs 
que  l'on  a  employés  :  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  m  termes 
de  la  progression  décroissante  F,  F— 1,  F— 2,  F — 3,  etc.  : 
ainsi,  pour  z',  la  somme  1, 2,  3,  4,  5,  6  =  21 ,  sera  le 
plus  petit  exposant  de  x.  Si  l'on  a  employé  36  £icteurs , 
on  aura  36+35+34  +  33  +  32+31=201,  pour  le  plus 
grand  exposant  II  est  essentiel  de  connaître  ces  plus  pe- 
tit et  plus  grand  exposans  de  x  pour  un  exposant  donné 
de  z  et  un  nombre  déterminé  de  facteurs*  Gela  abrège 
beaucoup  les  calculs» 

2.<>  On  trouve  sur  le  champ»  au  moyen  de  ce  qui  pré- 
cède, le  nombre  de  termes  en  x  qui  multiplient  une  puis- 
sance de  z.  Ce  nombre  est  égal  à  la  différence  des  plus 
petit  et  plus  grand  exposans  de  ar,  différence  à  laquelle 
on  ajoute  l'unité.  Ainsi ,  que  ces  exposans  soient  10  et  42  : 
on  aura  42 — 10+1=33  pour  le  nombre  des  termes;  et, 
comme  les  coefficiens  reviennent  les  mêmes  à  égale  dis* 
tance  des  extrêmes,  il  suffit  de  calculer  les  17  premiers, 
pubque  33  est  impair.  On  conçoit  qu'il  &ut  s'arrêter ,  dans 
ce  cas ,  au  terme  moyen*  Si  le  nombre  des  termes  est  pair, 
on  calcule  la  moitié  des  coefficiens* 

3.»  (Et  ceci  est  très-essentiel  à  retenir  )  puisque  les  co- 
efficiens s(mt  les  mêmes  pour  z"*  que  pour  z'"^ ,  F  dési-' 
gnant  le  nombre  des  acteurs,  il  suit  qu'il  y  aura  4  expo- 
sans de  X  qui  répondront  au  même  coefficient  pour  un 
nombre  F  impair  de  fiicteurs*  Il  n'y  en  aura  cependant 
que  2  lorsque  le  nombre  des  termes  sera  impair ,  et  ce  se- 
ront les  deux  du  milieu  des  séries  qui  multq>lient  z*  et 
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s^"**  Mais  si  le  nombre  des  iacteurs  est  pair ,  il  y  aara  un 

F  ....      ? 

exposant  de  z  =^,  et  alors  la  série  qui  multiplie  z>  sera 

seule*  Il  n'y  aura,  dans  ce  cas,  que  deux  exposans  de  oc 
qui  aient  le  même  coefficient;  ce  seront  ceux  qui  affectent 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes.  Pour  trouver  ces 
quatre  ou  ces  deux  exposans  de  x  qui  ont  le  même  coeffi- 
cient, on  connaît  d'abord  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression, dont  le  dernier  est  F*  Cette  somme  est  constante 
pour  le  même  nombre  de  (acteurs*  On  connaît  également , 
pour  chaque  exposant  de  z,  le  plus  petit  et  le  plus  grand  ex- 
posant de  X*  Si  l'exposant  de  z  «st  plus  petit  que  1 ,  on  &it 
la  somme  de  ces  deux  exposans,  et  les  deux  nombres  dont 
l'addition  donne  cette  somme  sont  les  exposans  qui  au- 
ront le  même  coefficient.  Ainsi,  par  exemple  :  pour  12 
&cteurs,  z^  aura  1 0  et  42  pour  les  deux  exposans  extrêmes 
de  or;  la  somme  est  52:  donc  j?"  et  a:**,  x^^  et  or",  etc., 
auront  même  coefficient  deux  à  deux.  Mais  z*  a  les  mêmes 
coefficiensde  x  que  z*,  puisque  8 -(- 4=12=10  nombre  des 
facteurs.  D'un  autre  côté ,  78=::  la  somme  des  12  premiers 
nombres,  et  cette  somme  est  constante.  Si  l'on  soustrait  de 
78  chacun  des  exposans  11  et  41,  on  aura  67  et  37,  qui  se- 
ront les  deux  autres  exposans  de  x  affectés  des  mêmes  co- 
efficiens.  De  même  78^20b=58,  et  78— -32=46  seront 
des  exposans  qui  auront  le  même  coefficient  que  20  et  32. 
Quant  à  26,  exposant  moyen  de  x  pour  z*,  comme  il  est  la 
moitié  de  52,  il  n'a  pas  de  correspondant.  Par  la  même  rai- 
son 78—26=52  est  le  seul  exposant  de  x  pour  z*  qui 
ait  le  même  coefficient  que  x*^  Pour  z*,  dont  l'exposant 
=-,  on  aura,  a:'*  et  or*^,  ar'^et  »*•,  etc.,  affectés  de  co- 
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effirîens  égaux.  Si  donc  on  yenl  sayoir  quel  est  le  GoeflE* 
cient  de  o:'^,  par  exemple ,  pour  z^  et  12  fréteurs ,  sous- 
trayant 51  de  78^  on  aura  78—^1=27  :  le  coefficient  sera 
donc  le  même  que  celui  de  x*'',  qu'on  suppose  calculé* 
Si  le  terme  sur  lequel  tombe  le  résultat  de  la  soustraction 
était  trop  grand ,  on  chercherait  son  correspondant  pour 
s'  :  or  le  plus  petit  exposant  de  x  pour  s'  est  1 5  ;  le  plus 
grand  est  50  :  50 — 15=i35y  et  35+1=36,  est  le  nombre 
des  termes  pour  z'.  Qu'on  demande  le  coefficient  de  x^ 
pour  z'  :  on  aurait  78  —  31  =  47  ;  le  18.®  terme  de  la 
progression  15  «IG*  17. .  • .  50  est  32  :  donc  x*''  n'a  pas 
de  coefficient  calculé;  il  Êiut  donc,  de  la  somme  15-f  50 
=65 ,  soustraire  47,  et  il  Tient  18  ;  donc  a:"  pour  z*  a  le 
même  coefficient  que  x^*^  pour  z'* 

n  est  bon  de  se  servir  des  expressions  suivantes  pour  con- 
naître les  plus  petits  et  les  plus  grands  exposans  de  x  pour 
F  fréteurs ,  et  m  exposant  de  z.  Le  plus  petit  exposant  est 
Sz=(1+m)J',etle  plus  grand  est  S=m  [ F— ( -^pi ) ]. 

Nous  allons  maintenant  donner  les  résultats  de  la  mul- 
tiplication pour  les  différons  fréteurs. 
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On  ne  p<ifassera  pas  plus  loin  le  développement  des  lic- 
teurs 9  et  l'on  va  présenter  encore  quelques  obsernitioiis 
pour  fiiciliter  les  opérations  que  l'on  voudrait  continuer. 

1.*  Pour  procéder  par  ordre ,  on  met  «n  tête  la  plus 
liante  puissance  de  z^  qui  est  toujours  égale  au  nombre  des 
fiicteurs  que  l'on  considère,  et  l'unité,  qui  reste  dans  toas 
les  développemens.  Cette  plus  haute  puissance  de  z  est 
multipliée  par  jc  éLevé  à  une  puissance  égale  à  la  somme 
de  tous  les  termes  de  la  progression  de  1  au  nombre  de 
Êicteurs  que  l'on  emploie.  Ce  premier  produit  trouvé,  où. 
peut,  sans  recourir  aux  formules,  avoir  immédiatement  les 
plus  petits  et  les  plus  grands  exposans  de  x  pour  toutes  les 
puissances  de  z,  qui  vont  toujours  en  diminuant  d'une 
unité.  Ainsi,  par  exemple,  soient  chcrcbés  les  exposans 
de  a:  pour  25  facteurs  :  on  aura  d'abord  «•*  or*",  et  325 
=(25+1  )Ç=J£a  — 13.25  =  somme  des  25  premiers 
nombres.  Pour  z'*,  le  plus  petit  exposant  de  x  est  le  pré- 
cédent diminué  du  nombre  de  facteurs,  ou  de  25  :  il  sera 
donc  300;  le  plus  grand  exposant  sera  325  diminué  d^une 
unité,  ou  324.  Pour  z*',  le  plus  petit  exposant  de  x  sera  le 
précédent  diminué  de  F— 1 ,  ou  300—24=276;  le  plus 
grand  est  le  plus  grand  précédent  diminué  de  deux  uni- 
tés, ou  322.  Pour  z**,  le  plus  petit  coefficient  de  x  est  le 
précédent  diminué  de  F— 2,  ou  276—23=253;  le  phis 
grand  sera  encore  celui  qui  précède  diminuéi  de  trois  um- 
tés ,  ou  322 — 3=31 9.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  plus 
petits  exposans  de  x  sont  les  mêmes  pour  tout  déveh^pe- 
ment,  et  pour  la  même  pubsance  de  z  :  ainsi  point  de  dif- 
ficulté. Les  plusgrands  s'obtiennent  en  diminuant  toujours 
une  unité  de  plus  du  précédent  qu'on  ne  l'a  fiiit  pour  ob- 
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tenir  cdiii-cû  D'après  cela,  puisque  les  petits  exposans 
de  X  pour  24  lacteurs  étaient  300  pour  z'^,  276  pour  z*', 
253  pour  z",  etc. ,  ils  seront  encore  les  mêmes  pour  les 
mêmes  puissances  de  z»  dans  le  déyeloppement  de  25  fac- 
teurs. On  éyite  par  ce  moyen  la  soustraction.  Quant  aux 
plus  grands  exposans ,  comme  on  soustrait  successivement 
1,2y  3^  ftf  etc.,  unités,  il  n'y  a  point  de  di£Bculté. 

2.*  On  obtient  aussi  Êicilemenl  les  exposans  de  x  pour  les 
petites  puissances  de  z  correspondantes  aux  plus  grandes, 
dont  on  rient  de  s'occuper.  D'abord  ces  petites  puissances 
sont  les  complémens  à  F  des  grandes  :  ^nsi  pour  F=25 , 
à  z^*  correspond  z*,  puisque  16+9=25,  et  ainsi  des  autres. 
Les  petits  exposans  dé  x  sont  toujours  égaux  à  la  somme 
d'autant  de  termes  de  la  progression  1  •2.3*4,  etc.,  qu^ 
y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  z  ;  ainsi  pour  %^y  par 
exemple,  le  plus  petit  exposant  de  or = la  somme  des  9 
premiers  nombres  =  ^=45;  et  de  même,  dans  tous 
les  cas*  Les  plus  grands  exposans  s'obtiennent  en  prenant 
la  différence  du  nombre  constant,  qui  est  toujours  la  somme 
des  termes  de  la  progression  des  nombres  jusqu'à  F,  au 
plus  petit  exposant  de  x,  qui  multiplie  la  grande  valeur 
de  z  correspondante  :  ainsi,  pour  z*,  le  plus  grand  ex- 
posant de  a:=325— 136=189;  325  est  fixe  pour  25 
acteurs;  136  est  le  petit  exposant  de  x  dans  le  terme  z^*, 
correspondant  à.  z*. 

3."*  Yoici  de  quelle  manière  on  obtient  les  coefiSciens 
successif.  Prenons  un  exemple*  Qu'on  cherche  les  coe^. 
ficiens  de  x  pour  z*  et  25H.fiM2teurs.  Le  calcul  étant  Êdt  pour 
24 ,  on  prendra  les  premiers  coeffidens  des  puissances 
de  X  pour  z*  et  24  facteurs.  On  voit  que  le  plus  petit  expo- 
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saroir  si  le  dernier  30441  est  moyen  on  mifieu  ponr  24 
facteurs;  or  toutes  les  fois  que  le  nombre  des  acteurs  est 
pair,  l'exposant  impair  de  z  donne  un  terme  du  milieu  qui 
n'est  pas  moyen  :  ce  terme  du  milieu  doit  donc  être  répété, 
et  l'on  aura  dans  le  cas  particulier  30441  pour  le  coeffi- 
cient de  o;^**  comme  pour  x^^*;  on  écrira  en  conséquence  : 
30441  30344  30144  29850  29463,  en  remontant. 
13708  14251  14794  15273  15744,  coefficiensdexpour  z'. 

44149  44595  44938  45123  45207,  coefficiens  des  5  der- 
niers termes* 

L'opération  ponr  obtenir  les  coefficiens  des  puissances 
de  x  est  terminée;  quant  à  ce  qui  regarde  s',  on  agira 
de  même  dans  tous  les  cas. 

Le  moyen  ci-dessus  abrège  encore  beaucoup  les  calculs, 
qui  se  réduisent  à  de  simples  additions.  C'est  au  reste  la 
Fecberche  des  coefficiens  qui  constitue  le  yéritable  but 
de  la  formule  d'Euler. 

Lorsque  l'exposant  de  z  est  seul ,  c'est-à-dire  lorsque  le 
nombre  des  facteurs  est  pair,  et  que  cet  exposant  est  la  moi- 
tié du  nombre  de  facteurs  comme  pour  24  fiicteurs  et  pour 
z*',  on  obtient  les  coefficiens  des  puissances  de  x  en  ajou- 
tant ceux  de  z^^  pour  23  facteurs  à  eux-mêmes;  en  commen- 
çant les  additions  d'après  la  règle  :  ainsi,  comme  le  plus  petit 
exposant  de  x  pour  24  facteurs  et  z^'  est  ^^  et  que  66,  plus 
petit  exposant  de  x  pour  z^^,ei 24,  nouveau  facteur,  don- 
nent pour  somme  90^  il  suit  qu'il  y  aura  à  ajouter  les  coef- 
ficiens à  partir  de  l'exposant  90  de  x:  on  écrira  donc  les 
coefficiens  comnmns  1, 1,  2, 3, 5,7, 11, 15, 22,  30, 42,  56, 
qui  sont  ceux  de  z*^  ou  de  z*'  pour  23  Jeteurs;  le  dernier 
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56  est  celui  de  x^^  pour  z^'  et  2d  facteurs;  les  sui^ans  s'db- 
tiennent  par  additions ,  comme  suit  : 

76  97  12^  165  212,  etc.) coefficiens  des  puissances  de  jr 
11      2      3      5,  etc.)  pour  z^^  ou  z*% et  23  (acteurs. 

77  98  131  168  217^  etc.,  coefBciens  des  puissances  de  jr 

pour  z^*  et  24  facteurs. 

C'est  la  conséquence  des  exposans  1 1  et  t2  de  s,  com« 
plémens  Fun  de  l'autre  pour  23  bcteurs,  et  ayant  les 
mêmes  coeificiens  des  puissances  de  x. 

4.*^  On  s'est  servi  du  mot  exposant  de  jc;  cette  expres- 
sion est  pour  abréger  :  car  x  n'a  réellement  point  de  puis- 
sance; les  exposans  dont  il  est  affecté  indiquent  seulement 
les  résultats  des  combinaisons  des  facteurs ,  1  à  1,  2  à  2, 
3  à  3,  etc.,  suivant  le  nombre  de  ces  &cteurs  et  l'expo- 
sant de  z  :  ainsi  pour  4  Jeteurs  et  s',  on  aura  1, 2,  3, 4, 
combinés  2  à  2^  ce  qui  donne  1+2=3.  • .  1-f  3=4. . . 
1+4=5. .  .2+3=5. .  .2+4=6. . .  3+4=7:  ainsi,  puis- 
que 5  est  répété,  on  a  x*,  x^y  2r',  x*,  x\  pour  puissances  ; 
de  X ,  4  &cteurs  et  s*. 

Supposons  encore  12  facteurs  et  z'  :  ici  le  complément 
de  z^  est  2*i;  ainsi  il  &ut  combiner  5  à  5  les  12  premiers 
nombres;  mais  il  suffira  de  s'arrêter  aux  combinaisons  qui 
donneront  32 ,  puisque  les  suivantes  auraient  les  mêmes 
coefBciens,  et  l'on  trouvera  ceux  qui  ont  été  calculés  par 
un  moyen  plus  court.  On  conçoit  aisément  qu'il  serait 
impraticable  de  rechercher  les  combinaisons ,  et  par  suite 
les  coeificiens ,  par  la  méthode  que  l'on  vient  d'indiquer, 
si  2  avait  un  exposant  un  peu  élevé ,  et  si  le  nombre  des 
facteurs  était  grand  :' ainsi  pour  e^°  et  24  facteurs  le  der-* 
nier  coeflScient  44916  serait  difficile  à  obtenir.  Le  seul 
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arantage  que  l'on  pourrait  avoir  serait  de  ne  pas  être 
obligé  de  calculer  le  produit  des  23  premiers  acteurs. 

5«*  On  peut,  au  moyen  du  développement  des  25  pre- 
miers ûcteurs,  obtenir  le  coefficient  de  x  pour  un  expo- 
sant de  z  jusqu'à  50,  et  pour  50  lacteurs.  Soit  proposé, 
par  exemple^  de  trouver  de  combien  de  manières  on  peut 
fiaire  111  arec  six  termes  de  la  progression  de  1  à  36:  le 
coefficient  cherché  représente  les  combinaisons  d'une  des 
lignes  du  carré  de  6. 

Puisque  25+11=36,  il  faut  faire,  avec  la  série  des  11 

premiers  facteurs,  la  nouvelle  série  dont  on  a  besoin,  et 

qui  sera  1 +«  (jr>»+x*'. . .  ar")4.«*(ar»+x**+2r«'+2A:» 

+3aH^+ 3;iH»  4- 4;r»+4jc» + 5a:««  +  5:t«+ 5a^  +  a^^ 
+  4a:«»+ 8a:«+ ax«7+ 2rM  + 2x<»4.  ar'^o^  ^71) 

+z\a^+  a^+  2rM+  3^+a^4.5a:W+7ar»'4.  Sor" 
+10a:«»+l  1^»  + t2jrw+l2jc»+ 13arM4. 12a>w+12r»« 
4-1  Ij:»  4.  \QaJn ^  g^ss  ^  7^99  ^  5-^100 ^  4^^101  ^  3jc<oi 

+2r*««+jc*o*+ar*w> 

Il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  puisque  le  coefficient  de  x 
excéderait  111  :  il  Êiut  multiplier  les  puissances  de  z  ci- 
dessus  par  celles  de  z  pour  25  facteurs ,  de  manière  à  avoir 
jg*  et  les  exposans  de  or  de  manière  à  obtenir  j?*".  Voici 
le  résultat  de  l'opération  : 

1  multipliéparjs^a;*"  donne  le  coefficient  520:  car,lasomme 
des  plus  grand  et  plus  petit  exposans  de  x  dans  :fi  étant 
135+21=156,  si  l'on  soustrait  111,  il  reste  45,  dont  le 
coefficient  est  520,  le  même  que  celui  de  111. 
z  multiplié  par  «»  donne  608  +  654  +  710  +  763  +  820 
+874+93l+988+1038+1087+1138:somme,9e0l. 
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js>  multiplié  par  2«  donne  256+268+568  +  590+927 
+95«  +  1324+ 1348  +  1735+1755  +  1790+1432 
1448+1074+1074  +  702+694+337+331,  dont  la 
somme  est  18607. 
z«  multiplié  par  js»  donne  1+1  +4+9+25+49+64+100 
+132+168+192+247+252+288+297+300+264 
259+200+176+144+104+55+59,  dont  U  somme 
est  340& 

On  ne  peut  aller  plus  loin;  la  somme  totale  est  32134: 
ainsi  on  peut  Êdre  111  arec  6-' termes  de  la  progression  de 
1  à  36,  de  32134  manières  différentes. 

Si  l'on  multiplie  le  produit  des  25  premiers  fréteurs  par 
la  nouvelle  série  complète  de  25  fréteurs,  les  coefBciens 
sont  les  mêmes ,  et  Ton  aura  le  produit  de  50  fréteurs,  au 
moyen  duquel  on  résoudra  les  questions  analogues  à  la 
précédente,  pour  un  exposant  de  z  qui  peut  aller  jusqu'à 
100,  et  ainsi  de  suite. 

On  terminera  ici  ce  que  l'on  voulait  dire  sur  la  formule 
développée  d'Euler;  mab  il  s'agit  moins  de  connaître  le 
nombre  de  manières  dont  on  peut  frire  une  somme  fixe 
avec  tant  de  termes  qu'on  voudra  d'une  série  bornée  à  tel 
pombre  qu'on  jugera  convenable ,  que  de  déterminer  parmi 
les  combinaisons  celles  et  seulement  celles  qui  peuvent 
convenir  à  un  carré  magique ,  et  ce  proMème  est  bien 
autrement  difficile  à  résoudre;  de  plus,  les  tâtonnemens 
qu'entratnerait  la  disposition  des  nombres  dans  chaque 
ligne  rendraient  illusoire  la  cmifisction  des  carrés  magiques 
par  cette  voie  :  U  a  donc  frllu  rechercher  les  formes  dont 
sont  capables  ces  carrés,  et  les  construire  par  le  moyen  de 
ces  formes  mêmes ,  ce  qui  est  l'objet  de  ce  traité. 
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S     10. 
APPLICATION    DES   CARRES   HAGIQUBS. 

On  se  contentera  de  deux  applications,  le  but  de  ce 
traité  étant  de  faire  connaître  toutes  les  formes  dont  un 
carré  est  susceptible,  plutôt  que  d'en  tirer  des  conséquences 
sur  lesqueUes  les  mathématiciens  pourront  s'exercer,  et 
qui  doivent  attirer  leur  attention* 
On  propose  ce  problème  : 

Former  avec  les  seize  cartes  majeures  d'un  jeu  un  carré 
tel  que  chaque  ligne>oontienne  une  quatrième  majeure,  et  de 
plus,  que  chacune  de  ces  quatrièmes  majeures  soit  com- 
posée des  quatre  couleurs.  Ce  qui  doit  donner  dix  qua- 
trièmes majeures  y  j  compris  les  deux  diagonales* 

Il  est  clair  d'abord  que  l'on  ne  peut  se  senrîr  de  tableaux 
où  les  lignes  comprendraient  des  nombres  répétés ,  puis- 
qu'on aurait,  ou  des  cartes  de  même  nature,  ou  des  cou- 
leurs semblables.  Or  il  n'j  a  que  deux  manières  de  fisiire  le 
carré  de  4  sans  répétition  de  nombres  dans  une  même 
ligne,  savoir  : 

123  4  12  3  4 

4  3  2  1  34  12 

2  14  3  4  3  2  1  ^" 

3  4  12  2  14  3 
Si  l'une  des  formes  comprend  les  quatre  espèces  de 

cartes,  et  que  l'autre  contienne  les  quatre  couleurs,  on 
pourra  agir  comme  suit: 

Soient  1  les  as,  2  les  r<HS,  3  les  dames,  et  4  les  valets. 
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Que  les  couleurs  soient  représentées  :  cœur  par  A,  car- 
reau par  B ,  pique  par  G^  et  trèfle  par  D-,  en  ajoutant  par 
ordre  les  deux  tableaux  ^  on  aura  : 


1  A 
4  G 
2D 
3B 


2B 
3D 
1  G 

H  A 


S  G 
2  A 
4  B 
1  D 


4  D 

1  B 
SA 

2  G 


Substituant,  il  viendra: 
As ,  cœur.         Boi ,  carreau.  Dame ,  pique.    Valet ,  trèfle. 
Talet^pique.     Dame,  trèfle.  Boi,  cœur.         As,  carreau. 
Boi,  trèfle.        As, pique.      Yalet,  carreau.  Dame, oosur. 
Dame, carreau.  Yalet,  cœur.  As,  trèfle*         Boi,  pique. 

On  Toit  qu'en  horisontale,  Terficale  et  diagonale,  chaque 
quatrième  majeure  contient  les  quatre  couleurs. 

Quant  aux  combinaisons,  le  1.^  tableau  peut  aroir 
1*2«S*4=24  arrangemens. 

Le 2.®  tableau  aurait  également  24  arrangemens:  ce  qui 
donnera  24*.  U  devient  superflu  de  prendre  les  tiombres 
pour  les  couleurs,  et  les  lettres  pour  les  espèces  de  cartes: 
car  on  retomberait  sur  les  combinaisons  obtenues.  Hais  les 
couleurs  peuvent  se  disposer  d'après  le  1.^  tableau,  et  les 
espèces  de  cartes  d'après  le  2.«,  ce  qui  donnerait  2*24* 
=1152  combinaisons  ;  et ,  comme  il  j  a  toiigours  le  8.®  de 
ces  combinaisons  qui  ne  diffèrent  que  par  position,  il  n'y 
aura  effectivement  que  ^=144  manières  réellement  dif- 
férentes, pour  résoudre  le  problème. 

S'il  s'agissait  d'arranger  magiquement  et  sans  répétition 
un  plus  grand  nombre  de  choses,  7,  parexemple,  de  diaqiif 
.espèce,  et  7  couleurs  difiérentes ,  on  agirait  de  même. 
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On  propose  ce  2.«  problème* 
On  a  49  drapeaux  de  7  formes  différenAes,  dont  7  de 
chaque  forme.  Les  couleurs  dans  chaque  espèce  sont  aussi 
di/Térentes,  c'est-à-dîre  qu'il  y  a  dans  chaque  forme  un  dra- 
peau de  couleur  différeft te,  ces  couleurs  roTenantles  mêmes 
pour  chaque  espèce  de  drapeau.  On  peut  ajouter  une  troi- 
si^e  condition ,  par  exemple ,  que  les  drapeaux  soient 
portés  par  des  officiers  de  sept  corps  différons ,  et  qu'à 
chaque  ligne  figurent  les  officiers  des  sept  corps. 

Yôici  les  quatre  manières  de  composer  le  carré  de  7  à 
nombres  répétés,  sans  q«ie  la  répétition  ait  lieu  dans  une 
môme  Hgne. 

123/1567  1234567  1234567  1234567 
3456712  4567123  5671234  6712345 
5671234  7128456  2345671  4567123 
7123456  3456712  6712345  2345671 
2345671  6712345  3456712  7123456 
4567123  2345671  7123456  5671234 
6712345  5671234  4567123  3456712 

Ces  fonnesTarient  si  l'on  commence  la  2.®  ligne  par  le  3.^, 
le  4«®9  le  5.C  ou  le  6.<»  nombre  de  la  première. 

Soient  les  espèces  de  drapeaux  désignéea  par  A,  B,  G ,  D, 
E,F,G;le8Ooal0iirapar/i,  &,  c^d,  e,/  g;  les  corps  des 
ofiieiers  par  1,2,  3, 4, 5,  6, 7.  Que  L'on  combine  entre  eUes 
les  trois  dernières  formations  du  carré  de  7,  en  substituant 
àlapfemîèvedeoestrois  tes  lettres  A,  B,C,  0,E,F,  G; 
à  la  seconde  les  lettres  a,  b^  c^d,  e^  Jlgy  ei  laissant  les 
chiffres  à  la  3.^.  Ces  foipmes  seront  alors  : 
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A  B  G  D  E  F  6 

D  E  F  G  A  B  G 

G  A  B  G  D  E  F 

G  D  E  F  G  A  B 

F  G  A  B  G  D  E 

B  G  D  E  F  G  A 
E  F  G  A  B  G  D 


a  h  c  d  e  f  g 

e  /  g  a  bc  d 

b  c  d  e  f  g  a 

f  g  a  b  c  d  e 

c  d  e  f  g  a  b 

g  a  b  c  d  e  f 
d  e  f  g  abc 

Ajoutant  par  ordre ,  il  viendra  : 
Aal       B&2      Gc3      l^dh      Ee5 
F^l 
B<^6 
Ea4 
ke2 
Bb7 
G/5 


1234567 

6  7  12  3  4  5 

4  5  6  7  12  3 

2  345671 

7  12  3456 

5  6  7  12  3  4 

3  4  56712 


Be6 

G2^4 
G/2 
F  c  7 
Bg5 
E  £i  3 


E/7 
kc5 
D^3 
G^l 
Ga6 
Fe4 


A  2^3 

D/1 

Gc6 

C^4 

F^2 

Ba7 


F/ 6 

Bc4 

E^2 

kd7 

Da5 

Ge3 

Cbl 


Gg7 
Cd^ 
FaS 
Bel 
£»6 
A/4 
Bc2 


Ga2 
Gc7 
F^5 
B/3 
Ecl 
Ag6 

En  jetant  les  yeux  sur  le  résultat  ^  on  Toit  qu'on  peut  se 
dispenser  de  Paddilion.  En  effet  les  lettres  se  succèdent 
par  ordre  9  ainsi  que  les  nombres.  11  suffit  donc  de  la  1.^^ 
horizontale  et  du  commencement  des  suivantes.  Mais  les 
lettres  A,  B,  G,  etc.,  se  trouvent  en  verticale  de  3  en  3: 
elles  seront  donc  A,  D^  G,  G,  F,  B,  B*  Les  lettres  a^  b,  c,  etc., 
se  suivent  de  4  en  4  en  verticale  :  donc  a,  e,  b^f,  c,  g^  d. 
Enfin  les  nombres  1  >  2 ,  3,  etc. ,  sont  en  verticale  de  5  en  5  : 
ainsi  1 ,  6, 4, 2 ,  7^  5, 3.  H  n'y  aura  plus  de  diffioidté  à  fiiire 
les  horizontales. 

On  peut  encore  former  les  horiscmtales  d'après  la.pr^ 
mière,  comme  suit  : 

On  prend  la  l.'®  lettre  du  4.«  groupe,  la  2;^  du  5.®,  et  la 
dernière  du  6.®  :  ainsi  D  e  6  commencera  la  2.^  ligne. 
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Celle-ci  fonnée^  G  t  4  commencera  la  9.®  ligne  ^  et  ainsi 
de  suite. 

Quant  ans  combinaisons,  il  est  fiicHe  de  les  obtenir* 

Les  sept  lettres  se  combinant  de  1*2«S4*5«6*7=:5040 
manières ,  on  aura  donc  5040'  pour  les  3  carrés  de  7.  De 
plus ,  puisqu'il  j  a  quatre  formes  pour  ce  carré  ^  il  y  aura 
quatre  manières  de  prendre  trois  d'entre  elles.  Chacune 
de  ces  formes  présente  six  combinaisons,  puisque  les 
lettres  et  les  nombres  peuvent  s'arranger  d'après  l'un  ou 
l'autre  des  trois  systèmes  chobis  :  on  aura  donc  4  «G*  Hais 
comme  il  y  a  toujours  huit  combinaisons  qui  ne  diffèrent 
que  par  position ,  il  £iudrait  diviser  par  8  :  ainsi  il  restera 
3.5040'  combinaisons  différentes,  ou  38,428,992,000. 

On  doit  £Biire  remarquer  qu'après  avoir  adopté  une  lettre 
ou  un  nombre  pour  une  espèce  quelconque ,  par  exemple 
1  pour  un  corps,  il  ne  &ut  plus  supposer  un  autre  nombre 
à  ce  corps  pour  avoir  de  nouvelles  combinaisons  :  car,  dans 
le  cas  particulier,  on  retomberait  dans  des  combinaisons 
déjà  obtenues. 

Quelque  considérable  que  soit  le  nombre  qui  exprime 
les  différentes  compositions  des  groupes,  il  serait  très-di^ 
ficile  sans  méthode  d'arriver  à  une  seule.  Ce  problème  se 
résout  plus  facilement  parles  carrés  magiques,  comme  on 
vient  de  le  voir,  que  de  toute  autre  manière. 

S  li. 

PEOBLÈSBS    A    EliSOUDRE. 

Ce  paragraphe  indique  les  objets  sur  lesquels  il  serait 

TOM.    II.  30 
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utile  de  s'exeroer,  et  les  problèmes  dont  la  solution  com- 
pléterait la  théorie  des  carrés  magiques* 

1  •<>  De  combien  de  cases  peut-on  disposer  pour  un  carré 
dont  la  racine  est  connue?  Les  auteurs  ont  reculé  devant 
la  solution  de  ce  problème. 

%o  Trouver  une  formule  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
obtenir  toutes  les  manières  de  faire  une  bordure  avec  des 
nombres  consécutifs ,  abstraction  &ite  des  yariations  dans 
chaque  ligne  entre  les  angles*  H  suffît ,  pour  résoudre  le 
problème ,  de  considérer  la  progression  naturelle  commen- 
çant par  l'unité* 

d*"*  Trouver  la  quantité  A,  c'est^-dire  tous  les  systèmes 
donnant  une  somme  constante  et  connue ,  en  prenant  n 
nombres  sur  an»  a  et  n  sont  les  deux  acteurs  d'un  pro- 
duit*  Ainsi,  par  exemple,  les  21  premiers  nombres  four- 
nissant des  périodes  de  7  et  de  3,  il  s'agirait  de  déterminer 
toutes  les  manières  d'obtenir  77  avec  7  nombres.  On  ne 
doit  encore  ici  considérer  que  la  progression  des  nombres 
naturels* 

4*0  Trouver  la  quantité  B,  c'est-â-dire  tous  les  systèmes 
de  À  qui  ne  sont  pas  composés  des  mêmes  nombres: 
chaque  valeur  de  B  comprend  a  systèmes  de  A.  H  suffit 
d'en  connattre  a — t.  Ainsi,  pour  21,  A  étant  connu,  il 
suffit  de  connaître  deux  des  systèmes  de  A  dans  lesquels 
il  entrerait  des  nombres  différens.  En  effet  le  3.^  système 
serait  nécessairement  déterminé. 

5.0  Trouver  les  valeurs  de  G ,  c'est-à-dire  tous  les  sys- 
tèmes qui  donneraient  33 ,  en  prenant  un  nombre  dans 
chaque  système  de  A,  dont  la  réunion  forme  une  valeur 
deB. 
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On  conçoit  qa'3  est  inutile  et  qu'il  fiiuf  soigneusement 
éyiter  d'avoir  les  systèmes  de  A  qui  n'auraient  pas  la  con- 
dition de  fournir  ceux  de  B. 

6.<*  Rechercher  l'utilité  qui  peut  et  doit  résulter  des  dif- 
férentes combinaison^  des  carrés  magiques.  Il  serait  pé- 
mble  de  croire  que  des  mathématiciens  distingués  auraient 
fait  de  sérieuses  recherches  pour  connaître  la  composition 
de  ces  carrés ,  sans  autre  but  que  d'offi-ir  un  simple  objet 
de  curiosité,  sans  utilité  réelle. 


S   12. 

rjScapitulatioit. 

s'il  ne  s'agit  que  de  fiiire  un  carré  magique  sans  aucune 
condition,  on  doit  recourir  aux  moyens  expédiCiis  donnés 
pour  les  carrés  impairs ,  et  les  pairs  dont  la  racine  se  di«- 
rise  par  4.  Quant  à  ceux  dont  la  racine  se  divise  par  2 
seulement ,  il  est  bon  de  les  construire  au  moyen  d'une 
bordure,  en  réservant  pour  cela  les  nombres  du  milieu 
dont  les  différences  sont  les  plus  petites.  Le  carré  renfermé 
dans  la  bordure,  ayant  alors  sa  racine  divisible  par  4,  se 
construit  immédiatement  par  la  méthode  expéditive.  Or 
il  est  très-Êicile  de  parvenir  à  une  bordure  lorsque  les  dif- 
férences se  suivent ,  et  sans  être  obligé  de  les  écrire  :  il 
suffît  de  connaître  la  première  différence,  qui  est  la  plus 
grande.  Ou  peut  même  se  dispenser  des  différences ,  par 
exemple  pour  la  bordure  de  18  cases  au  carré  de  16.  Le 
carré  de  18=324,  un  couple  vaut  325;  la  bordure  sera  de 
68 cases,  et  l'on  aura  324— 68=: 256,  dont  la  moitié  est 
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128  :  ainsi  le  plus  petit  nombre  est  129 ,  et  le  pin»  grand 
128  +  68=196,  complément  de  129.  On  aurait  donc 
128+3^=162  pour  le  plus  grand  des  petits  nombres. 
Ainsi  on  peut  foire  l'horizontale  par 
162+161+160+159+158+157+138+137+136-156 
—155—154—153—152-151—150-149-148 

et  la  verticale  par 

162— 161+U7+U6+145+1M+133+13I+130+129 
—143—142—141—140-139—135—134—132 

Gomme  il  j  a  des  millions  de  manières  de  &ire  cette 
bordure  y  on  ne  peut  jamais  être  embarrassé*  Les  nombres 
négatifs  doiTcnt  être  soustraits  de  325* 

Les  nombres  étant  trop  grands,  on  peut  se  contenter 
de  foire  la  bordure  avec  les  68  premiers  nombres,  et  Fou 
substituera  par  ordre  les  nombres  ci-dessus;  ou  mieux 
on  ajoutera  128  à  tous  les  nombres  de  la  bordure  proTi- 
soire  pour  foire  la  bordure  avec  les  68  premiers  nombres; 
un  couple  vaut  68+1=69.  La  moitié  34,5  est  la  valeur 
moyenne  de  chaque  nombre  vdonc  34,5  •  18=621  est  la 
somme  de  chaque  ligne  de  bordure. 
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n  suit  de  toat  oe  qui  précède  qae  le  présent  traité  n'a 
qa'un  rapport  assez  éloigné  avec  ce  qui  a  été  écrit  sur  la 
matière.  Des  théories  neuves,  de  nouveDes  formes,  des 
développemens  nécessaires,  de  nombreux  et  corienx 
exemples,  des  démonstrations  indispensables,  et  d^inté- 
ressantes  recherches,  rendent  ce  traité  non-seulement  beau- 
coup plus  étendu ,  mais  encore  plus  exact  et  phis  clair  qu'au- 
cun de  ceux  qui  sont  répandus  dans  les  Mémoires  de  l'aca- 
démie. Les  auteurs  n'ont  guère  envisagé  la  question  que 
sous  un  seul  point  de  vue,  aucun  ne  l'a  approfimdie.  hes 
uns  n'avaient  pour  but  que  de  donner  une  idée  succincte 
des  carrés  magiques  (  Dictionnaire  encyclopédique  de 
mathématiques ,  Dictionnaire  encyclopédique  de  Pamu- 
sèment  des  sciences  y  Ozanam,  Prestet^  KircheTj  Stiffel^ 
Swenter,  Meerman  ^Acia.  Lipsiae,  iPOns-en-Bray^  Ral^ 
lier  des  Ourmes).  D'antres  ont  été  rebutés  par  les  difficul- 
tés qu'ils  ontrencontrées  {Sachet  de  Mézériae,  Poignard  j 
Frénicle).  EnÛBL  quelques-uns  {Lahire^  Sauveur)  n'ont 
pas  jugé  à  propos  d'employer  leur  temps  à  de  minutieuses 
recherdies^  quoique  leurs  Traités  soient  plus  étoidos  que 
ceux  des  auteurs  précédons. 

Les  planches  qui  accompsignent  l'ouvrage  sont  indis^ 
pensables  pour  foire  convenablement  comprendre  le  texte. 
Il  est  difficile,  lorsque  le  sujet  est  abstrait,  que  le  lecteur 
pubse  suivre  les  idées  d'unauteur  sans  le  secours  des  figures. 


CORGLUSIOIf.  V7i 

n  serait  presque  impossible  de  donner  un  traité  de  géo- 
métrie sans  j  reoowir,  et  eUes  sont  ici  bien  autrement 
nécessaires. 

n  ne  fiint  donc  pas  considérer  FouTrage  que  l'on  donne 
au  public  comme  une  compilation  :  tout  y  est  neuf,  à 
l'exception  de  quelques  idées  premières  dues  presque 
toutes  à  La  Hire.  Lorsqu'on  s'^t  servi  des  méthodes  des 
auteurs,  on  a  eu  soin  d'en  avertir;  on  les  a  exposées  avec 
détail,  et  l'on  a  restituée  chacun  ce  qui  lui  appartient. 
Mais  les  fausses  croix,  les  faux  châssis,  les  équerres,  les 
bandes  symétriques,  les  parties  éparses  d'un  carré,  sont 
des  choses  nouvelles.  Les  croix  mêmes,  les  châssis,  les 
compartimens  et  les  cubes  n'ont  été  qu'indiqués,  mais 
non  traités  par  Sauveur.  Les  méthodes  proposées  étaient 
ou  incomplètes  ou  &utives;  on  a  complété  les  unes  et  rec- 
tifié les  autres.  L'art  des  compartimens  était  à  peine  connu. 
On  en  a  (ait  un  grand  usage,  comme  d'un  moyen  sûr  et 
prompt  pour  revenir  du  composé  au  simple*  Ce  genre  de 
carrés  est  le  plus  gracieux  de  tous;  et  les  méthodes  ex- 
péditives,  qu'on  peut  employer  tant  pour  placer  les  carrés 
partieb  que  pour  chacun  d'eux  en  particulier,  facilite 
singulièrement  la  formation  des  carrés.  Ainsi,  par  exemple, 
le  carré  de  17  peut  avoir  une  bordure  qu'on  formerait 
avec  les  32  premiers  et  les  32  derniers  nombres.  Les  225 
moyens  seraient  distribués  en  compartimens,  soit  en  fai- 
sant 9  carrés  de  25  cases ,  soit  par  le  moyen  de  25  carrés 
de  9  cases. 

On  s'est  quelquefois  appesanti  sur  certaines  recherches. 
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Le  lecteur  peat  passer  les  pages  qui  les  contiennent ,  sans 
nuire  à  l'ensemble  de  FouTrage. 


S'il  plaisait  de  se  faire  une  récréation  de  ce  genre  de 
combinaison  des  nombres,  on  pourrait  distribuer  une 
petite  botte  en  divers  compartimens,  d'après  le  tracé 
planche  XLY^ 

Cette  boite  sera  â  couibse,  de  manière  à  ne  laisser 
sortir  que  les  nombres  dont  on  voudra  se  servir.  On  mé- 
nagera une  épaisseur  suffisante  à  l'un  des  c&tés  de  la 
boite  9  pour  j  écrire  les  nombres ,  dont  les  supérieurs 
sont  les  racines,  et  dont  les  inférieurs  sont  les  carrés  qui 
répondent  à  ces  racines. 

On  pourra  donner  3  lignes  aux  petits  carrés  n ,  n«  Le 
fond  sera  blanc,  et  les  nombres  noirs,  [depuis  1  jusqu'à 
676.  Chaque  petit  carré  aura  1  ligne  d'épaisseur;  ses  bords 
seront  creusés  à  une  profondeur  d'une  demi-ligne ,  sur  \  de 
ligne  de  largeur.  Les  cases  auront  3  lignes  \  de  largeur  sur 
7  de  longueur,  de  manière  que  deux  petits  carrés  soient 
contenus  seulement  dans  la  longueur,  et  qu'il  j  ait  jeu  suA 
fisant  pour  les  placer. 

La  j^ofondeur  de  la  boHe,  jusqu'à  la  confisse ,  sera  pro- 
portionnée au  plus  fort  carré  qu'elle  contiendra.  Ici,  la  der- 
nière case  devant  renfermer  676—625=51  petits  carrés, 
il  faudra  environ  26  lignes  :  car  il  j  aura  26  carrés  l'on 
sur  l'autre,  et  il  est  nécessaire  qu'on  réserve  un  peu 
de  jeu. 
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Les  petites  bandes ,  pour  distingaer  les  bordures,  croix, 
châssis,  équerres,  etc.,  seront  d'one  matière  pesante  et 
noire;  en  plomb,  par  exemple ,  qu'on  aurait  soin  de  noir- 
cir ;  leur  largeur  serait  d'une  demi -ligne  fiiible,  sur  la 
même  épaisseur ,  de  manière  à  se  placer  dans  les  bords 
de  deux  carrés  contigus,  et  dans  leur  profondeur.  On  en 
aura  de  trois  formes,  et  en  quantité  suffisante. 

La  forme  a  sera  la  moins  nombreuse,  une  trentaine 
peut  suffire.  Le  côté  a  doit  être  exactement  de  la  même 
dimension  que  le  côté  d'un  petit  carré.  Les  angles  obtus 
sont,  dans  toutes  les  formes,  de  135^  ou  |  angle  droit,  et 
par  conséquent  l'angle  aigu  de  45^  ou  |  angle  droit.  Cette 
forme  sert  pour  des  cases  isolées. 

La  forme  ^,  qui  s'ajoute  facilement  à  la  précédente  et 
à  toutes  les  autres,  sera  nombreuse.  Le  côté  b  est  toujours 
égal  à  celui  d'un  carré.  Cette  forme  peut  être  doublée , 
triplée ,  etc. ,  comme  on  le  voit  aux  figures  c ,  qu'il  est 
bon  de  séparer. 

La  forme  d  doit  être  la  plus  nombreuse.  Elle  sert  à 
alonger  les  lignes  lorsqu'il  est  nécessaire ,  ce  qui  arrive 
fréquemment.  Elle  est  simple  d^  double  e,  triple  /,  qua- 
druple, quintuple,  sextuple  g.  Ainsi,  pour  la  bordure  de 
26,  il  faut  104  fois  la  longueur  d'un  côté  de  petit  carré, 
dont  8  formes  b  pour  les  4  angles ,  et  par  conséquent  96 
côtés  de  petits  carrés,  ou  16  formes  sextuples  de  g.sEt  s'il 
y  avait  11  bordures,  il  &udrait  88  formes  b  aux  angles; 
plus, pour  un  seul  côté  des  11  bordures,  24,  22, 20.. . .  4 
=(24+4)  V=14-11=:154,  dont  le  quadruple =616: 
il  ne  faut  donc  pas  moins  de  61 6  côtés  de  carrés  ;  et,  conmie 
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Us  ont  3  lignes  de  cdté^  c'est  1848  lignes,  on  154  powes 
de  bandes  à  extrémités  rectangulaires*  On  ne  pent  em^ 
ployer  que  88  bandes  d'un  ponce  et  demi,  16  d'nn  ponce , 
et  3  d'un  demi-pouce  pour  l'une  des  combinaisons ,  qui 
donne1848  lignes.  Mais,  comme  il  jenabeaucoup  d'antres, 
on  peut  se  contenter  d'avoir  30  bandes  de  chaque  espèce , 
simples,  doubles,  triples,  quadruples,  quintuples  et  sex- 
tuples; et  autant  des  formes  c  ;  alors  la  forme  b  poonait 
être  plus  nombreuse,  et  il  serait  bon  d'en  avoir  60  de  celle 
espèce* 


THÉORIE 

DES  PARALLÉLOGRAMMES 

MAGIQUES. 


Àpmis  avoir  exposé,  ayec  le  plus  grand  détail,  les  formes 
qae  peavent  prendre  les  carrés  magiques,  et  les  manières 
de  les  constmire,  nous  ne  croyons  pas  inutile  de  présenter 
ici  les  moyens  de  composer  les  parallélogrammes  ma- 
giques. Personne ,  nous  le  pensons ,  n'a  eu  l'idée  de  traiter 
cette  matière,  qui  a  cependant  des  rapports  trop  directs 
avec  les  carrés  pour  être  passée  sous  silence.  Nous  ayons  con- 
servé le  nom  de  magiques  :  car,  puisqu'il  a  été  consacré, 
nous  n'avons  aucun  knotif  pour  en  employer  un  nouveau. 

Un  parallélogramme  magique  diffère  du  carré  magique 
en  ce  que  celui-ci  a. le  même  nombre  de  cases  en  horizour 
taie  qu'en  verticale,  tandis  que  le  premier  en  a  plus  en 
horisontak  qu'en  verticale  (nous  supposons  ici,  pour  plus 
de  simplicité,  que  ce  plus  grand  nombre  de  cases  se  trouve 
en  horizontale);  dans  le  cas  contraire  on  n'aurait  que  la 
même  figure  différemment  placée. 

Nous  supposerons  encore  que  les  progressions  sont  celle 
des  nombres  naturels ,  dont  le  premier  terme  est  l'unité  : 
s'il  en  était  autrement,  la  construction  serait  la  même ,  il 
n'y  aurait  qu'une  substitution  à  effectuer. 

Pour  distribuer  les  nombres  de  la  progression  en  paral- 
lélogramme, il  &ut  nécessairement  que  le  nombre  des 
termes  se  décompose  en  fiicteurs  :  d'où  i)  suit  que  les 
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nombres  premiers  ne  peuvent  serrir  à  la  formation  des 
parallélogrammes. 

Si  le  nombre  des  termes  de  la  progression  est  impair,  et 
décomposable  en  Csicteurs ,  on  pourra  toujours  avoir  an 
parallélogramme  :  car  la  formule  qui  exprime  la  somme  des 
termes  d'une  progression  arithmétiipie  étant  S=^^I^^ft^ 
elle  deviendra,  dans  le  cas  particulier,  où  la  progression  est 
celle  des  nombres  naturels  et  commençant  par  limité, 
S=(^)n;  mais  puisque  n  est  impair,  ^  est  un  entier. 

Si  le  nombre  des  termes  est  pair,  alors  ^  est  fraction- 
naire :  d'oii  il  suit  que  le  moyen  est  lui-même  fractionr- 
naire.  Donc  les  deux  &cteurs  doivent  être  pairs  Tun  et 
l'autre  :  autrement  les  horizontales  ou  les  verticales  s^ 
raient  fractionnaires ,  ce  qui  ne  peut  être  lorsqu'on  n'em- 
ploie que  des  entiers.  Ainsi  on  supprimera,  comme  inutiles 
à  considérer,  toute  décomposition  oti  entre  un  lacfenr  iat^ 
pair.  Par  exemple,  60  se  décompose  en  2  et  30,  3  et  20, 
/ï  et  15, 5  et  12,  6  et  tO;  mais  il  n'y  a  que  2  et  30, 6  et  10> 
qui  puissent  donner  des  parallélogrammes. 

Pour  opérer  avec  facilité,  il  est  bon  d'employer  les  diffiS- 
rences  :  on  évite  des  tâtonnemens  que  les  nombres  occa- 
sioneraient  infsiilliblement. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  fiiire  le  tableau  des  diild- 
rences:  il  suffit  de  connaître  la  plus  grande,  qui  est  égale 
au  moyen  moins  l'unité. 

n  n'en  est  pas  des  parallélogrammes  comme  des  car- 
rés, puisque  les  horiaontales  et  les  verticales  n'ont  pas  le 
même  nombre  de  cases.  Il  suffit  donc  que  toutes  les  ho* 
rizontales  aient  même  somme ,  et  «  les  verticales  aussi 
même  somme,  mais  différente  de  la  première.  U  est  clair 
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qu'il  a'y  a  point  de  diagonale  dans  nn  parallélogramme. 

Si  le  nombre  des  termes  de  la  progression  était  on  nombre 
carré,  le  parallélogramme  se  confondrait  avec  le  carré; 
mais  il  pourrait  j  avoir  autre  décomposition  que  celle  qui 
comprendrait  deux  facteurs  égaux  :  ainsi  81  peut  se  dis- 
tribuer en  facteurs  3 ,  27,  et  alors  il  y  a  parallélogramme. 

Pour  obtenir  un  parallélogramme  magique ,  on  formera 
autant  de  groupes  de  difiérences  =0  qu'il  j  aura  de  ver- 
ticales ,  ou  de  différences  à  l'une  des  boricontales  ;  et  pour 
avoir  celles-ci,  on  prendra  une  différence  de  chaque  groupe, 
de  manière  que  la  somme  soit=;0.  Substituant  les  nombres 
aux  différences ,  l'opération  se  terminera.  On  peut  ausdi 
agir  d'abord  sur  les  horizontales^  et  en  tirer  les  verticales, 
mais  la  première  méthode  est  préférable. 

n  est  fiicile  d'obtenir  immédiatement  les  nombres  à  subs- 
tituer aux  différences.  Si  l'une  de  celles-ci  est  négative,  on 
l'ajoute  au  moyen,  et  on  la  soustrait  du  moyen  si  elle  est 
positive.  Cette  opération  se  fait  à  l'œil  lorsqu'on  a  un  peu 
d'habitude  du  calcul  :  elle  est  la  même  que  celle  qu'on 
pratique  pour  les  carrés  magiques,  et  sur  laquelle  on  s'est 
expliqué  ailleurs.  Tenons  aux  applications. 

CHAPITRE   PREMIER. 

LE  NOIBEE  DES  TERMES   DE    LA  PROGRESSION   EST  IHPAIR. 


ARTICLE   PREMIER 

PARALLi^LOGmAHMI    DE    15. 

Le  plus  petit  nombre  impair  susceptible  d'être  cons- 
truit en  paraRélogramme  est  15,  composé  des  deux  pre- 
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miers  nombres  impairs,  l'unité  exceptée.  Le  moyen  est 
1^=8  :  donc  les  horizontales  auront  5*8=40,  et  les  yer- 
ticales  3  •8=24.  La  plus  grande  différence  est  8 — 1=7; 
le  moyen  8  a  0  pour  différence.  Soient  Êdts  les  groupes 
comme  suit  en  Terticale  : 

+  64-5  +  4  +  3  +  7 

-|-1_a  +  2  +  0  —  2 

_7  —  1— 6  —  3  — 5 

Prenant  une  différence  de  chacun  de  ces  groupes,  on 
peut  obtenir  les  verticales 

_7_4+4+0+7  )  (  15  12    4    8    1 

9  14  5  10 
6  11  13 


\         r 

>  et  en  nombres  :  / 

1 


7  3 


.2    3  14  11  10 

15  12  4  8  1 

7  9  6  5  13 


4-6—1—6+3—2 
4-1+5+2—3—5 

On  pourrait  encore  avoir 
+6+5—6—3—2  ) 
—7 — 4+4+0+7  >  et  en  nombres 
+1-1+2+3-5  j 

On  arriverait  plus  Êicilement  au  résultat  en  composant 
les  groupes  de  manière  que ,  deux  d'entre  eux  étant  cons- 
truits, on  en  formât  deux  autres  complémentaires;  le  der- 
nier aurait  lieu  naturellement.  Soient  donc  les  deux  pre- 
miers groupes  et  leurs  complémentaires 
+  1+5  +  3  +  7 
+  6  —  3  +  2  —  1  Le  dernier  sera 

—7—2—5—6 
On  pourra  avoir  les  horizontales 

+  1-.6  —  2+3  +  4 
+6—1—3+2—4 
_7  +  7  +  5  —  5  +  0 
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On  voit  ici  deux  horizontales  dont  l'une  est  complément 
de  l'autre.  H  fiiut  avoir  soin  que  les  trois  différences  de 
chaque  groupe  se  retrouvent  dans  chaque  verticale,  comme 
on  le  remarque  ici.  Le  parallélogranmie  en  nombres  est 
7    14    10      5      /ï 
2      9    11      6    12 
15      1      3    13      8 

ARTICLE  IL 

PARALLiLOGRAMMB    91    21. 

Soient  les  groupes 
+  10+    9  +  8  +  2  +  7  +  3  +  5 
^    9+    i_6  +  6  —  3  +  4  +  0 

—  l_  10  —  2  —  8  —  4  —  7  —  5 

On  a  formé  trois  groupes  et  trois  complémentaires  ;  le 
dernier  comprend  0  et  une  seule  différence  avec  le  double 
signe.  Les  horizontales  peuvent  être 

+  10  —  10  +  8  —  8  +  7  —  7  +  0 

—  9+    1—2  +  6  —  4  +  3  +  5 
_    1+    9_6  +  2  —  3  +  4  — 5 

On  a  encore  ici  une  horizontale  complément  d'une 
autre. 

n  viendrait  en  nombres  le  parallélogramme  ci-dessous. 
Les  horizontales  ont  7«11=:77,  et  les  verticales  3*1 1=33. 

1  21  3  19  4  18  11 
20  10  13  5  15  8  6 
12   2  17   9  14   7  16 
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ARTICLE    III. 

PAaALLéLOftRAHMI    SI    35. 

Le  moyen  est  18;  la  plus  grande  différence  est  17,  et 
l'on  peut  foire  les  groupes  de  manière  à  en  aToir  trois 
complémentaires  de  trob  autres;  le  7.^  n'aura  que  deux 
différences  avec  le  double  signe ,  et  0. 
Soient  ces  groupes 

+17+15+13+10+11+  9+2 
+16+14+12+  8+  6+' 5+1 
_154.  4—10+  7—  9+  3+0 
_U_17_  8—13—  5—11—1 
™  4—16—  7—12—  3—  &-2 
Qu'on  forme  les  horizontales 

—15+15+12+10-  9—11—2 
+17— 17+13— ia-  5+  3+2 
+16—16—  7—12+11+  9—1 
—14+14—10+  7—  3+  5+1 
—  4+  4—  8+  8+  fr-  6+0 
Il  Tiendra  le  parallélogramme 


33 

3 

6 

8 

27 

29 

20 

1 

35 

5 

31 

23 

15 

16 

2 

34 
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30 
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32 

4 

28 
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26 
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24 

18 

ARTICLE   ly. 

PARALLiLOGRAHHB    DR    105« 

Puisque  105=3*5*7,  on  peut  £iire  trob  espèces  de 
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paraDélogrammes,  saroir:  par  3  et  35»  5  et  21 ,  7  et  15. 
Le  mojen  est  53;  la  plus  grande  différence =52. 

Soit  composé  le  paraDélogramme  par  3,  35,  et  qn'on 
forme  d'abord  14  groupes  et  les  14  complémentaires  :  il 
en  restera  7  à  construire.  H  est  convenable  d'employer 
d'abord  les  plus  grandes  différences,  ainsi  que  nous  l'ayons 
remarqué  pour  les  carrés  magiques*  H  est  en  effet  plus 
commode  d'opérer  sur  de  petites  différences  lorsqu'il 
Êuit  faire  les  7  groupes  restans  et  les  7  horizontales.  Au 
moyen  des  14  groupes  complémentaires,  on  n'a  plus  à 
s'occuper  des  horizontales  résultant  des  28  premiers 
groupes.  Il  suflSra  donc  que  l'on  puisse  construire  les  7 
groupes  restans,  et  en  tirer  7  horisontales.  On  arrive  faci- 
lement au  résultat  cherché,  par  cette  méthode  expéditive. 

Soient  donc  ces  14  groupes: 

— 27— 28— 2«— aO— ai— »a— 35— 29— a*— Î2— «5— 36— 37— 18 
-2:^—23— 24^—19—17-15— 18— 16— <»— 21-  7—5—3—1 

On  ne  sera  jamais  embarrassé  pour  ces  premiers  groupes; 
mais  il  pourrait  se  faire  que  les  différences  restantes  ne  se 
prétassent  pas  à  la  composition  des  7  groupes  à  obtenir, 
et  même  que,  ces  groupes  formés,  on  ne  puisse  en  tirer 
les  horizontales.  Nous  indiquerons  le  moyen  de  s'en  as- 
surer. 

Si  l'on  ajoute  à  la  suite  des  horizontales  ci-dessus  les 
complémentaires,  on  aura  les  horizontales  pour  28  groupes, 
savoir  : 
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Pour  connâttre  si  l'on  peut  fiûre  les  horizontales  avec  les 
groupes  ci-dessus,  comme  il  j  a  3  complémentaires,  on 
combbera  chaque  différence  d'un  groupe  avec  celles  du 
complémentaire;  on  agira  de  même  pour  un  autre  groupe; 
ensuite  on  ajoutera,  terme  à  terme ,  les  deux  séries  de  dif- 
férences ,  et  l'on  obtiendra  une  série  A.  On  combinera  en- 
suite le  3.®  groupe  a^ec  son  complémentaire,  et  l'on  ajoutera 
à  la  série  résultante  les  termes  du  A«^  groupe ,  et  l'on  aura 
une  série  B.  Si  l'on  trouve  des  termes  égaux  dans  l'une 
et  l'autre  série  A  et  B,  ayec  changement  de  signe  pour 
l'un  des  termes,  on  obtiendra  une  horizontale*  S'il  se  ren- 
contre deux  autres  termes  égaux,  au  signe  près,  il  viendra 
une  autre  horizontale ,  et  ainsi  de  suite.  H  est  inutile  de 
donner  des  exemples,  et  d'ailleurs  cette  méthode  est 
longue  et  fatigante;  c'est  cependâj[it  le  seul  mojen  d'ob- 
tenir toutes  les  horizontales  que  peuvent  fournir  des 
groupes  choisis  â  volonté. 

Nous  allons  donner  la  manière  de  calculer  toutes  les 
combinaisons  pour  un  système  adopté;  celui  qui  nous 
occupe  en  ce  moment,  par  exemple. 

Supposant  donc  les  14  groupes  tels  qu'ils  ont  été  choi- 
sis :  les  trois  nombres  de  chacun  se  combinent  de  six 
manières  différentes,  ce  qui  donne  pour  les  14,  6^*.  Une 
faut  pas  s'occuper  des  combinaisops  des  nombres  des  1A 
groupes  complémentaires ,  puisque  ces  nombres  doivent 
être  sur  la  même  horizontale  que  leurs  complémens  à 
106.  Maintenant,  les  sept  groupes  formés  à  part  peuvent 
prendre  six  positions  :  on  aura  donc  &^  en  tout.  Mais  les 
85  groupes  peuvent  se  combiner  entre  eux  de  (1  •  2  •  3. . . 
35)  manières  différentes ,  puisque  leur  place  est  indiffé- 
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rente*  Ds  sont  considérés  comme  de  simples  nombres,  n 
n'y  aura  qu'à  diyîser  le  produit  C  (t  «2 •  3. . .  35)  par  ft , 
si  l'on  veut  avoir  égard  au  simple  changement  de  position  : 
car  il  y  aura  tovgours  deux  positions  égales  de  haut  en  bas^ 
et  deux  autres  aussi  égales  de  droite  à  gauche.  B  n'est  pas 
ici  question  de  renversement  des  horizontales  en  verti- 
cales ,  et  réciproquement  :  dans  ce  cas  il  faudrait  aviser 
par  8;  mais  ce  changement  n'est  pas  entré  dans  la  sup- 
position qui  fait  l'objet  de  notre  recherche*  Ce  produit 
A  s^fr?"W)  donne  un  nombre  jgrodigieux.  La  15*«  puissance 
de  6  est  470,1 84,0849576,  et  ce  nombre  n'est  rien,  comparé 
au  &cteur*^^^^^{^^^^,  qui  le  multiplie* 

On  n'a  considéré  ici  qu'un  système  ;  mais  combien  peut- 
on  en  obtenir?  Le  nombre  en  est  très-grand,  et  fl  serait 
difficile  de  le  trouver*  La  formule  d'Euler  peut  bien  donner 
toutes  les  manières  d'obtenir  la  valeur  d'un  groupe;  mais 
il  y  aurait  des  nombres  déjà  employés,  et  cette  formule  ne 
peut  être  ici  d'aucune  utilité*  D'ailleurs  eBe  ne  donnerait 
pas  les  moyens  de  tirer  de  groupes  ne  contenant  aucuns 
nombres  semblables ,  les  horizontales  possibles* 

Le  nombre  de  combinaisons  pour  un  système  choisi, 
est  ici  plus  grand  que  dans  un  carré,  parce  qu'O  n'y  a  pas 
de  diagonales, lesquelles  s^opposent  aux  changemens  dont 
les  parallélogrammes  sont  susceptibles. 

Nous  donnons  cet  exemple  de  combinaisons  des  paral- 
lélogrammes, en  faisant  observer  qu'dles  seraient  moins 
n(Mtnbreuses  s'il  n'y  avait  pas  de  groupes  complémentaires  : 
car  alors  on  ne  pourrait  opérer  que  sur  les  horizontales 
entières,  et  le  facteur  G^'  se  réduirait  à  6. 
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Tenons  au  cas  des  deux  facteurs  5  et  2t»  Qu'on  forme 
d'abord  7  groupes  et  leurs  7  complémentaires  y  comme  : 

4-5l+494-474-454-4S-j-4l4-2a— 2S— 41---43--45— 47~41>---St 
-.ai_j2^j|«-S8— 59—40— 22-{-224-40+a»4-J8+»l+82-j-aj 
— 34— JO— 29— 28— 27--2«r-<  9-f  <  94-26+27+284-29+«6-|-84 
_jfr— 37— J5— 25— 21— <7—  6+  H"*  7+2<4-25+«54-87-i-5e 

n  est  clair  que  la  somme  des  différences  de  chaque  ho- 
risontale  estrzO,  puisqu'elle  contient  les  nombres  ayec  le 
double  signe  ;  il  n'j  a  plus  à  ajouter  que  7  groupes  dont 
les  horizontales  soient  aussi  =  0.  Ces  groupes  doiyent  se 
faire  ayec  les  différences  restantes  1,  2,  3^  4, 5,  7, 8, 9, 10, 
11,12,13,14,15,16,18,20,0. 
Soient  les  groupes 

+20+16+11+1— 11-lft-20 
+18+13+  4+3—  4—13—18 
—14— 12—  8+0+  8+12+14 
_15— 10—  5—3+  5+10—15 
—9^  7  —  2—1+  2+  7+  9 
Qu'on  en  tire  les  borixontales 

+20+13—  8—3-11+  7—18 

_14+16+  4+0—  4—16+14 

_  9—12—  5—1+  2+10+15 

+18—  7+11+3+  8—13—20 

—15-10—  2+1+  5+12+  9 

On  peut  remarquer  trob  groupes,  complémena  de  troid 

autres;  et,  parmi  les  horÛEontales ,  deux  d'entre  elles, 

complémens  de  deux  autres;  mais  les  mêmes  différences 

ayec  changement  de  signe  ne  sont  pas  les  unes  sous  tes 

autres,  ce  qui  ne  se  peut,  puisqu'il  j  a  une  5.®  horizontale 

dont  les  différences  rendraient  les  quatre  autres  fautiyes. 
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On  Ta  tenniner  ce  qui  concerne  k  nombre  impair  de 

termes  par  la  troisième  décomposition  en  facteurs,  7, 15. 

On  fera  cinq  groupes  de  sept  difE£rences=:0,  et  les  cinq 

groupes  complémentaires.  Soient  ces  groupes 

+  52  +  49  +  46  +  34  +  80 

+  51  4-  48  +  45  +  32  +  29 

+  50  +  47  +  44  +  31+23 

—  40  --  38  —  43  —  26  —  28 

—  41  —  37  —  36  —  25  —  20 
^39  —  42  —  35  —  24  —  19 

—  33  —  27  -  21  —  22  —  15 

n  reste  les  différences  en  plus  et  en  moins ,  1, 2, 3, 4,  5, 
6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18. 

On  peut,  sans  recourir  aux  moyens  exposés  <â-dessns, 
obtenir  immédiatement  les  cinq  groupes  à  former  avec  les 
différences  restantes.  Us  sont  d'autant  plus  faciles  à  cons- 
truire, que  les  différences  se  suivent,  et  sont  plus  petites. 
On  remarquera  de  plus  que  l'on  a  choisi  pour  chaque  ho- 
rizontale deux  différences  complémentaires,  ce  qui  a  réduit 
la  question  à  ne  s'occuper  que  de  trois  différences  par  hori- 
zontale; il  a  même  suffi  d'obtenir  quatre  horizontales, 
parce  qu'3  y  en  a  trois  complémentaires  de  trois  autres. 
Voici  ces  horizontales  et  les  groupes  : 

4-18+  9  +  2  —  11  —  18 
+  17  +  11—2—  9  —  17 
+  14  _  10  +  3  +  7  —  14 
_  16  —    7  —  3  +  10  +  16 

—  13—    4  —  1+    5  +  13 

—  12-    5  +  1+    4+12 

—  8+    6  +  0—    6+    8 
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.  Les  oombinaisons  pour  le  cas  actad  seraient  les  sui-i 
vantes: 

D^abord  les  sept  premiers  groupes  peuvent  chacun  se 
combiner  de  (1*2»34*5*6*7)  manières;  et,  comme  il  y  a 
5  groupes,  on  aura  (1*2»3*4*5«6.7)'^;  les  groupes  complé- 
mentaires suivant  le  mouvement  des  précédons ,  il  n'j  a 
pas  à  s'en  occuper»  Ittaintenant,  les  7  horizontales  interca^ 
lées  se  combinent  de  (1«2«34*5*6»7)  manières  :  il  viendra 
donc  le  facteur  (1*2«34*5«6*7)*;  enfin  les  15  verticales  se 
combinent  de  (1  •2»3. . .  • .  t5)  Êiçons  :  d'où  il  suit  que  le 
nombre  total  des  combinaisons  est  U'»»?- •7?^(i.t.>-..»>  ^  ^^  ^^ 
sant  abstraction  des  positions  différentes. 

Passons  aux  progressions  dont  le  nombre  de  termes 
est  pair. 

CHAPITRE  II. 

LE  IfOHBaB  DE  TERSES  DE  LA  PROGRESSION  EST  PAIR. 

D'après  ce  qui  a  été  dit ,  il  ne  peut  être  Êdt  de  parallélo- 
gramme, lorsque  la  décomposition  en  facteurs  a  un  de  ces 
facteurs  impair  :  d'où  il  suit  que  tout  nombre  pair  divi- 
sible seulement  par  2  ne  peut  donner  de  paraUélogramme. 

Lorsque  le  nombre  pair  se  divise  par  A,  il  peut  y  avoir 
plusieurs  décompositions  en  Êicteurs,  et  il  ne  ùluï  retenir 
que  celles  qui  ont  les  deux  fecteurs  pairs. 

ARTICLE  PREMIER 

VARALLiLOGRAHHE    DB    8. 

Le  plus  petit  nombre  pair  qu'on  puisse  dbtribuer  en 
parallélogramme  est  8.  On  arrive  &cilement  au  résultat 
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cherclié.  Ghaqae  Terticale  doit  aToir  un  nombre  et  son 
complément  à  9.  H  Êiudra  donc  les  composer  par  8, 1. .  • 
7,  2. .  .  6,  3.  •  •  4,  5;  le  moyen  est  |;  les  horiiontales 
auront  |«4=:18.  H  &ut  donc  faire  18  en  prenant  un  nombre 
de  chaque  verticale,  et  il  suflit  d'en  obtenir  une;  Tautre 
suit  nécessairement*  Il  n'y  a  que  8, 2,  3, 5  qui  satisfiisse; 
l'autre  horizontale  sera  1 ,  7,  G,  tt,  dont  les  nombres  se 
mettent  sous  les  premiers,  et  par  ordre*  On  aura  donc 
8    2    3    5 
17    6    4 
n  n'a  pas  été  nécessaire  de  recourir  aux  diffifirences,  et 
il  n'y  a  que  cette  dbtribution. 


ARTICLE  IL 

VlEALLiLOGaAMMB    DB    12. 

n  n'y  a  que  la  décomposition  2,  6,  qui  donrienne;  il 
but  13  en  verticale,  et  39  en  horizontale.  La  composition 
des  verticales  est  1,  12..  .2, 11.  ..3, 10. ..  4,9..  .5, 8... 
6,  7.  Prenant  un  nombre  de  chacune  pour  avoir  39,  3 
viendra  : 

12    10      2    4    5    6 
1       3    11    9    8    7 

C'est  encore  la  seule  manière  de  Cadre  le  parallélogramme  ; 
il  n'y  a  ici  que  3*4«5*6=:360  combinaisons  réellement 
diflérentes. 

ARTICLE    IIL 

YARALLiLOGEAMMB    DB    16. 

Comme  il  est  toujours  £ausile  de  &ire  le  paraDélogrammo 
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dont  les  verticales  n'ont  que  deux  tonnes,  nous  donnons 
ici  le  dernier  exemple*  La  seule  décomposition  est  2,  8: 
car  4,  4  rentre  dans  les  carrés.  Les  verticales  auront  17, 
et  les  horizontales  68.  Les  premières  seront  nécessaire- 
ment 1,16...  2,15...  3,14...  4,13.. .5, 12.. .6, 11... 
7, 10.  ..8,  9»  Les  horizontales  peuvent  être 
16  15    3    4    5    6  10  9 
16    2    3  13    5  11  10  8 
ou  bien  ^6    2  14    4    5  11    7  9 
16    2    3  13  12    6    7  9 
n  sufiSt  de  donner  ici  l'une  des  horizontales,  l'autre 
comprenant  les  complémens  terme  à  terme. 


! 


ARTICLE  IV. 

?ÀRÀLliLOGRAMMB    DB    24. 

24  est  le  premier  nombre  qui  ait  pour  facteurs  4  et  un 
autre  nombre  pair*  Ensuite  de  8  en  8  on  trouvera  pour  plus 
petit  &cteur  4,  n'j  comprenant  pas  le  fiicteur  2.  Tous  les 
nombres  compris  entre  ces  limites  ne  sont  décomposables 
qu'en  2  Êicteurs,  dont  Fun  est  2,  et  l'autre  pair,  ou  4  et 
impair.  Donc,  pour  connaître  si  un  nombre  est  décom- 
posable  en  2  facteurs  pairs  dont  le  plus  petit  soit  4 ,  il  font 
diviser  ce  nombre  par  8.  Ainsi  200  divisé  par  8  donne  25, 
nombre  entier  :  donc  200  aura  deux  facteurs  pairs ,  non 
compris  2.  132  divbé  par  8  donne  pour  quotient  une 
fraction:  ainsi  point  de  diviseurs  tous  deux  pairs.  H  en  est 
de  même  de  tous  les  nombres  non  divisibles  par  8. 

Tenons  au  parallélogramme  de  24==4*6  :  la  plus  grande 
diflTérence  est  11,5. 
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tfn  pent  ayoir  trob  groupes  et  leurs  complémentaires, 

COHune: 

+11,5+7,5+3,5—11,5—7,5—3^ 

+  8,5+4,5+0,5—  8,^-4,5-0,5 

—10,5—6,5—2,5+10,5+6,5+2,5 

—  9,5—5,5—1,5+  9,5+5,5+1,5 

Ensuite  ikire  les  horizontales  comme  suit,  ou  les  laisser 
comme  ci-dessus: 

+1 1,5+7,5— 2,5+1 1 ,5—7,5+2,5 
+  8,5+4,5+3,5-  8,5—4,5—3,5 
—10,5-5,5—1,5+10,5+5,5+1,5 

—  9,5—6,5+0,5+  9,5+6,5—0,5 

On  voit  aussi  les  horizontales  composées  de  nombres 
complémens  l'un  de  l'autre. 
Cette  manière  d'opérer  est  très-simple  et  très-commode. 
Le  parallélogramme  en  nombres  est 

1  5  15  24  20  10 

4  8  9  21  17  16 

23  18  14  2  J  11 

22  19  12  3  6  13 

ARTICLE   V. 

PÀEÀLLiLOGalHKI    DB    60. 

Tojons  le  parallélogramme  de  60=6»10.  Nous  nég^ 
geons  les  fiicteurs  2,  30;  et  ceux  3,  20. . .  4,  15..  .5, 12, 
ont  des  impairs,  et  ne  peuvent  fournir  de  paraUélogramme. 
Le  moyen  est  ^=30,5;  la  plus  grande  différence  est  29J5; 
les  groupes  auront  en  nombres  183^  et  les  horiscmtales  905. 
On  peut  Caire  les  groupes  et  les  horiaontales  comme  soit: 
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+29^24^+18,5 +1 2,5+6,5  —6,5  — i  2>5— 1 8,5—24,5—2»^ 
+28,5+23^+*  7,5  +i  i  ,5+4,5  —4,5  —1 1 ,5—1 7,5—25,5—28,5 
—27,5—22,5-1 6,5-1 0,5—5,5  +5,5+1 0,5+1 6,5+22,5+27,5 
—26,5-20,5—15,5—  8,5—3,5+8,5+  8,5+«  5,5+20,5+26,5 
—25,5—19,5—13,5—  7,5—1,5+1,5+  7,5+18,5+19,5+25,5 
+21,5+14,5+  9,5+  2,5—0,5+0,5—  1,5-  9,5—14,5—21,5 

On  a  suiyi  la  même  marche  qae  pour  le  parallélogramme 
de  2/U 
On  aurait  en  nombres  : 


1 

6 

12 

18 

24 

37 

43 

49 

55 

60 

2 

7 

13 

19 

26 

35 

42 

48 

54 

59 

58 

53 

47 

41 

36 

25 

20 

14 

8 

3 

57 

51 

46 

39 

34 

27 

22 

15 

10 

4 

56 

50 

m 

38 

32 

29 

23 

17 

11 

5 

9 

IG 

21 

28 

31 

30 

33 

40 

45 

52 

Le  nombre  de  combinaisons  pomr  les  groupes  et  hori^ 
zontales  ci-dessus  est  facile  à  calculer.  Chaque  groupe  se 
combine  de  (1*2*3«4*S*6)  manières;  et,  comme  il  j  en 
a  5 ,  non  compris  les  5  complémentaires,  q[ui  suiyent  le 
mouvement  des  premiers^  on  aura  (1  •2*34«5*6/.  Mainte- 
nant, les  10  groupes  se  combinent  entre  eux  de  (1*2«3* 
4*5*6*7*8»9«10)  manières:  donc  le  nombre  de  combinai-* 
sons  sera  <<'«'ff-*o^>  (i-i-dl ^  en  faisant  attention  aux  com- 
binaisons qui  ne  difièrent  que  par  position  de  droite  à 
gauche  ou  de  haut  en  bas. 

Le  calcul  donne  175,535,727,575,040,000,000. 

Lorsque  l'un  des  facteurs  est  2,  Tautre  étant  pair,  la  for- 
mule d'Euler  poussée  assez  loin ,  donnera  toutes  les  hori- 
contales,  dont  la  moitié  représentera  tous  les  systèmes 
pour  le  cas  que  Ton  considère. 
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n  reste  à  foire  voir  qu'on  n'éprouveraît  pas  plus  de  dif- 
ficulté si  la  progression  était  différente  de  ceOe  que  l'on  a 
considérée,  et  même  si  elle  était  interrompue. 


CHAPITRE  IIL 

LA    PROGRESSION    EST    QI3ELG0NQUE. 

Après  avoir  foit  un  parallélogramme  arec  la  progressioii 
naturelle  des  nombres ,  à  commencer  par  Tunité,  qu'on  - 
ait  à  construire  le  parallélogramme  avec  une  autre  pro- 
gression d'un  même  nombre  de  termes  :  il  n'y  aura  qu'à 
substituer  ceux-ci  à  ceux  de  la  première  progression.  Pur 
exemple  : 

Soit  la  progression  7«10*13. . .  A9,  de  15  termes,  à  dis- 
tribuer en  parallélogramme.  On  a  donné  ailleurs  oe  pa- 
rallélogramme, que  voici  : 

15    12      a      8      1 
2      9    19      5    10 
7      3      6    11     13 
Qu'on  mette  les  nombres  de  ce  parallélogramme  sous  la 
progression  7-10. . .  49,  comme  suit  : 

7.10.13.16.19.22*25.28.3n34«3740.43.4649 
1«  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.10-1M2.13.14.15 
Et  qu'on  substitue  les  nombres  supérieurs  aux  infé- 
rieurs ,  on  aura  : 

49    40    16    28      7 
10    31     46    19    34 
25    13    22    37    43 
le  moyen  est  *ÇI=28..  Ainsi  les  horizontales  auront 
5.28=140,  et  les  verticales  3-28=84. 
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n  en  serait  de  même  des  autres.  On  pourrait  aussi  opé- 
rer immédiatement  sur  la  progression  7. ...  49;  mais  il 
est  plus  commode  d'emplojer  le  moyen  ci*dessus,  parce 
que  la  progression  la  plus  simple  est  la  plus  fàcSe  à  con* 
vertir  en  paraDélogramme. 

Si  la  progression  était  interrompue ,  il  serait  parfois  né^ 
cessaire  de  £ûre  quelque  changement  à  des  lignes  dont  les 
unes  auraient  plus  ou  moins  qu'elles  n'exigent  :  ainsi,  soit 
la  progression  interrompue,  et  les  nombres  de  la  progres- 
sion naturelle  placés  dessous  : 

7.10.13.16.19. . .  36.39.42.45.48. . .  65.68.71.74.77 
1.  2.  3*  4.  5  .     6*  7.  8.  9-10  .   tM2.13.14.15 
Si  l'on  substitue  les  nombres  supérieurs  aux  inférieurs^ 
on  aurait,  pour  le  parallélogramme  cherché,  d'après  le 
tjpe  ci- dessus; 

77  68  16  42  7 
10  45  74  19  48 
39    13    36    65    71 

En  Térifiant  les  lignes^  on  yoit  que,  le  moyen  étant  42, 
les  verticales  ont  bien  3.42=:126  ;  mab  la  2»e  horisontale 
n'a  que  196,  et  la  3.«  224,  au  lieu  de  210=5*42 qu'elles 
doivent  avoir.  Ainsil'une  a  14  de  moins ,  et  l'autre  14  de 
plus  :  il  fiiut  en  conséquence,  sans  toucher  aux  verticales 
quant  aux  nombres  qui  les  composent ,  voir  si,  en  trans- 
posant 1,  ou  2,  ou  3  nombres  de  l'une  des  horizontales, 
on  peut  les  corriger  toutes  deux.  Or  45  +  19=64,  et 
13+65=78,  la  différence  est  78  —  64=14.  Substituant 
les  nombres  les  uns  aux  autres ,  et  dans  les  mêmes  verti- 
cales, on  aura: 
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77  68  16  42  7 
10  13  7ft  65  48 
89    45    36    19    71 

Si  l'on  eût  opéré  sur  le  paraOélograiiime  de  15  aussi 
donné,  et  qui  est: 

2    3  14  11  10  )  (  10  13  74  65  48 

15  12    4    8    1  V  il  serait  venu  /  77  68  16  42    7 

7    9    6    5  13  j  (  39  45  36  19  7f 

n  n'y  aurait  rien  eu  à  corriger» 

I^ous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ces  progressons 
interrompues:  il  s'agissait  de  faire  voir  que  toute  progres- 
sion suivie  peut  être  distribuée  en  paraUélogramme  dans 
les  marnes  cas  que  la  progression  naturelle  des  nombres , 
et  que  les  progressions  interrompues  exigeai^oit  vérifica- 
tion, et  quelquefob  correction* 

CHAPITRE  IT. 

PROGBESSIONS  GÉOMÉTRIQUES  ET  HARlOIflQUES* 

Rien  n'est  facile  comme  la  composition  des  parallélo- 
grammes avec  une  progression  géométrique ,  lorsque  le 
même  parallélogramme  a  été  construit  avec  progression 
arithmétique.  Ainsi ,  reprenons  le  parallélogramme  de  15, 
qui  est: 

15    12      4      8      1 
2      9    14      5    10 
7      3      6    11     13 
Que  la  progression  géométrique  soit  1*2*4«8*16,  etc., 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  2^* 2^ 2' «2',  etc.  On'7 
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aura  qa^A  donner  à  2  poor  exposans  les  nombres  du  pa- 
rallélogramme diminués  d'une  unité,  et  le  parallélo^ 
gramme  géométrique  sera  : 

21*  2**  2*  T  T 

2*   V  2"  2»  y 

2»   2»   y   2"  2" 

En  effet,  les  produits  des  nombres  de  chaque  horizon- 
tale sont  égaux;  ceux  des  verticales  le  sont  également. 
Celles-ci  sont  2'S  et  les  horizontales  2'*.  En  effet,  la  somme 
de  tous  les  exposans  est  1  -f  2. . .  -f  1 4  =7*1 5,  ce  qui  donne, 
en  divisant  par  3,  7*5=i:35;  et  en  divisant  par  5,  7«3=21. 
n  en  sera  de  même  pour  tous  les  cas* 

Quant  aux  progressions  harmoniques ,  ce  sont  les  plus 
faciles  à  composer  en  parallélogrammes*  D  suffit  d'écrire 
de  suite  les  termes  de  la  progression  pour  fiiire  une  horizon- 
tale, et  de  continuer  la  progression  pour  Cadre  la  seconde, 
comme  suit  Nous  choisbsons  la  plus  simple  des  progres- 
sions harmoniques*  (Voir,  aux  carrés  magiques,  ce  que 
nous  avons  dit  sur  ces  progressions.) 


î-i-î-i 


î  •  *  •  i  •  4  •  fo 

On  voit  que  les  verticales  sont  en  progression  harmo* 
nique  comme  les  horizontales ,  ce  qui  est  la  seule  condi- 
tion exigée*  Si  l'on  voulait  chasser'Ies  fractions,  fl  vien- 
drait les  nombres  suivans.  Le  plus  petit  dénominateur 
commun  est  le  produit  des  nombres  11  •12*13*14«15 
= 360360 ,  et  qui  sera  le  premier  terme  de  la  progression 
harmonique  suivante  en  nombres  entiers* 

TOH*    II*  32 
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360360:180180;120120:90090;72072  |  :60060:5U80 

:  a»)45  :  Aoofto  :  3G036 1 :  33760:  30030:27720 

:  25240  :  24024 
Divisant  en  trois  cette  progression,  et  mettant  la  2fi 
partie  sous  la  t.^^,  et  h  3«®  sons  la  2.«,  on  a  le  parallélo- 
gramme  harmonique* 

Nous  terminons  ici  ce  que  nous  Toulions  dire  sur  les 
parallélogrammes  magiques.  On  pourrait  bien  encore  re- 
chercher les  moyens  de  diviser  un  parallélogramme  en 
plusieurs  autres  aussi  magiques ,  ce  qui  revient  aux  carrés 
à  compartimens  :  ainsi  105=3«5*7  aurait  dans  ce  cas  35 
groupes  de  3  nombres;  et  les  horizontales,  divisées  en  5 
parties  de  7  nombres ,  seraient  magiques  pour  chaque 
partie,  et  ainsi  de  suite.  Gela  ne  peut  arriver  que  pour 
des  nombres  ayant  au  moins  3  diviseurs.  Cette  distribution 
est  curieuse,  et  nous  Tabandoimons  à  ceux  qui  aiment  ce 
genre  de  recherches. 


TRAITE 
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ToiGi  une  théorie  neuve,  dont  la  première  idée  est  due 
à  Sauveur.  Cet  auteur  s'est  contenté  de  donner  un  exemple 
sur  le  cube  de  5,  Encore  suppose-t.-il  que  le»  termes 
moyens  sont  en  diagonale,  et  ne  concourent  pas  tous  au 
même  angle.  Dans  le  cas  de  concours  il  j  aurait,  en  effet, 
des  nombres  répétés;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  le 
moyen  soit  en  diagonale.  Il  ne  donne  rien  sur  les  cubes 
dont  la  racine  est  paire}  et  il  est  aussi  diffus  lorsqu'il  parle 
de  cubes  magiques,  qu'il  l'est  lorsqu'il  traite  des  carrés.  Il 
est  presque  impossible  de  lire  son  mémoire  depuis  l'ar- 
licle  24  jusqu'au  58.©.  Il  &ut  convenir  que,  malgré  l'ap- 
probation de  l'académie,  dont  U  était  membre,  il  n'y  a 
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guère  moyen  de  tirer  parti  de  ses  méthodes  embroinl^ 
lées.  Les  lettres,  dont  il  fiiit  usage ,  ont  une  apparence 
scientifique;  mais  dles  ne  donnent  que  des  cas  très-par- 
ticuliers de  formules  plus  générales,  et  surtout  de  la 
théorie  des  tableaux,  théorie  qui  est  eDe-^méme  très-bor- 
née, ainsi  que  le  prouve  le  présent  traité*  Sauveur  a  donc 
bien  peu  contribué  -au  nouveau  genre  de  combinaisons 
dont  on  va  s'occuper* 

Si  l'on  divise  les  fiices  d'un  cube  comme  on  l'a  pratiqué 
pour  les  carrés,  et  si  l'on  Êdt  passer  des  plans  par  les  lignes 
de  division,  parallèlement  à  cêi  &ces,  on  aura  les  trandies, 
les  bandes  et  les  ceOules  du  cube* 

La  propriété  des  cubes  manques  consiste  à  avoir  une 
même  somme  dans  toutes  les  tranches ,  même  dans  les 
tranches  diagonales*  H  est  toujours  &cile  de  déterminer  le 
nombre  de  ces  tranches*  Soit  r  la  racine  :  elle  est  égale  au 
nombre  de  cases  contenues  dans  l'une  des  bandes  d'une 
fiice;  on  aura  3r  pour  le  nombre  des  tranches  paraUMes 
aux  &ces  ;  les  tranches  diagonales  sont  toujours  au  nombre 
de  6  :  ainsi  la  totalité  des  tranches  sera  3r-f-6=sS  (r-l-2)é 
Les  bandes  sont  au  nombre  de  3r*  :  car  les  bandes  des 
tranches  diagonales  sont  comprises  parmi  celles  qui  com^ 
posent  les  tranches  parallèles  aux  Csices*  Le  nombre  des 
cases  ou  ceDules  est  r** 

On  voit  un  cube  (^figure  31 6 ,  planche  XLY).  Les  Ggnes 
pleines,  avec  deux  des  lignes  ponctuées,  détermine&t  les 
faces  parallèles,  et  un  plan  diagonaL 

Pour  fixer  les  idées,  on  appellera  plan  des  X  celui  qui 
comprendra  les  unités  simples  de  la  racine;  plan  des  T 
celui  qui  contiendra  les  multiples  de  cette  racine,  multiples 
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dont  0  fidt  toujours  partie  ^enfin  plan  des  Z  celui  où  se 
trouvent  les  multiples  des  [carrés  de  la  radne,  et  dont  0 
fiût  aussi  nécessairement  partie»  On  désignera  par  tranches 
desX,T,Z,  celles  qui  sont  renfermées  entre  dêB  plans  p^ 
raDèles  à  ceux  des  X,  Y,  Z.  La  première  tranche  sera  ton-' 
jours  celle  qui  sera  terminée  par  l'un  des  plans  X,  Y,  2,* 
les  autres  suivront  par  ordre»  La  première  hanàe  d'une 
tranche  est  ceDe  qui  est  liinitée  dans  sa  longueur  par  deux 
des  plans  des  X,  Y,  Z»  La  première  case  d'une  bande  est 
ceDe  qui  a  pour  l'une  de  ses  arêtes  partie  de  l'intersec- 
tion de  deux  des  plans  X,  Y,  Z»  ({uant  aux  premières 
bandes  des  premières  tranches  y  la  première  case  est  à 
l'angle  des  intersections  des  3  plans,  et  les  suivantes  ont 
une  des  3  arêtes  des  plans  pour  une  des  leurs» 

Pour  les  plans  diagonaux,  on  appellera  plan  diagonal  des 
X  celui  qui  coupe  diagonalement  ce  {diandes  X,  et  ainsi  dns 
autres»  Le  premier  de  deux  plans  diagonaux  de  même  dé- 
nomination est  celui  qui  passe  par  l'intersection  de  droite 
ou  supérieure  de  deux  plans;  dans  les  figures  c'est  le  plan 
qui  passe  par  l'intersection  marquée^e  deux  autres  plans» 

Le  cube  est  pl^  exact  (Jîgure  21 7),  puisque  les  côtés  sont 
égaux;  mais  on  préftrera  la  forme  de  la  figure  316,  attendu 
qu'il  j  a  plus  de  fiicilité  pour  placer  les  muHiples,  l'inter-* 
vaSe  des  lignes  de  deux  des  plans  étant  moins  ressent» 

n  est  clair  que,  pour  avoir  tous  les  nombres  qui  doivent 
remplir  les  ceUules  d'un  cube,  (on  suppose  la  progression 
arithmétique  des  nombres  natnrek,  à  commencer  par 
l'unité»  SU  en  était  autrement,  il  j  aurait  à  substituer  dans 
les  carrés  les  nombres  répondant  à  ceux  de  la  suite  na- 
turelle )^,  la  racine  étant  r;  il  fiiut  un  tableau  contenant  les 
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multiples,  depuis  0  jusqu'à  r(r^— 1),  oe  qui  donnera  par 
addition  tous  les  nombres  de  1  à  r^^  le  1.^  tableau  roifisr- 
mant  tous  les  nombres  de  1  àr.nfiBnitdeplusun3«etableau 
renfermaift  les  multiples  du  carré  de  la  racine ,  depub  0 
jusqu'à  7^  (r— 1  )•  Bn  effet,  pour  0,  multiple  de  ce  3»e 
tableau,  on  aura,  comme  dessus,  tous  les  nombres  de  1 
à  r^;  pour  le  multiple  r*  du  carré  de  la  racine,  il  Tiendra 
r«+1,  r«+2,  r»+S. . .  2r*;  pour  le  multiple  2r»,  on  aura 
2r^+l ,  2r^-|-2.  • .  3r^,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  multiple 
r>(r—1)=r«--r^,  ce  qui  donnera  r»— Afl,  |A-^+2. . . 

n  ne  s'agit  plus  que  de  disposer  les  tableaux  de  manière 
à  éditer  des  répétitions  de  nombres.  Toici  un  exemple  sur 
le  carré  de  5,  le  seul  qu'ait  donné  Sauveur.  Ce  carré  impair 
a  un  terme  moyen.  On  emploiera  des  lettres  :  ainsi  A,  B, 
C,  D,  M,  seront  les  nombres  simples^  M  le  mojen;  n,  ft,  c, 
df  n»,  représenteront  les  multiples,  m  étant  le  moyen;  l'un 
des  multiples  a,  &,  c,  d,  sera=0  :  enfin,  au  lieu  des  mul- 
tiples du  carré  de  la  racine,  on  choisira  les  lettres  <e,  jB, 
7,  cT,  /u ,  ce  dernier  étant  le  moyen,  et  l'un  des  autres  mul- 
tiples étant  aus9i  0.  On  peut  mettre  les  moyens  en  dia^^ 
nale,  de  manière  cependant  que  les  trois  moyens  ne  con- 
courent pas  à  la  même  case  d'angle  du  cube. 

La  première  tranche  des  X  est  m  «  f^;  la  seconde , 
^  /S  ce;  la  dernière,  a  /a  «T.  La  première  tranche  des  T  est 
M  ce  /CA ;  la  seconde,  D  jS  «t;  bdemière,  k  fJL  f.la,  pre- 
mière des  Z  est  M  ^  m;  la  seconde, D  c  d;  la  dernière, 
A  m  a.  La  première  bande  de  la  première  tranche  des  X 
est  M  m  «;  et ,  pour  la  distinguer  d'une  bande  des  Y  ou 
d'une  bande  diagonale,  on  peut  mettre  derant  la  bande 
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la  lettre  qui  désigne  les  plans  :  ainsi  on  peat  écrire  ici 
X.  M  jn  «b  La  oase  G  c  «  est  la  2.^  de  cette  bande.  Les 
cases  ou  cellules  se  dbtinguent  toujours  par  trois  lettres 
ou  trois  nombres,  lesquels,  par  leur  addition,  donnent 
celui  qui  couTient  à  cette  case* 

n  fiiut  se  familiariser  arec  la  transposition  des  lettres 

ou  des  nombres,  puisqu'il  en  faut  trois  pour  former  celui 

d'une  cellule.  On  conservera  ce  dernier  mot  pour  désigner 

les  cases  d'un  cube  ;  celui  de  case  sera  réservé  pour  les  plans. 

Revenant  à  la  figure  318, 

La  1«f<^  tranche  des  T  est  composée  de  5  bandes ,  savoir  : 

__  .  «  .         r.  n  j    (Cases délai.'® 

l  bande  de  Y. 

^  1  A  A  «  «/,  ^1  A  «.  ^  (Cases  de  la  2.0 
M^i  i3...Am^...Baj3...Cii8...Dc  ^J  ^     :,     .^ 

^  bande  de  Y* 

i  j         «  ^  ^.^     CCasesdela3.« 

(Cases  de  la  4.® 

(CasesdelaS.e 
MafA...kbf^...Bcix...Cdf^...Dmiz^  bandedeY. 

Les  trois  lettres  dont  le  concours  doit,  par  addition, 
former  une  cellule,  devraient  être  jointes  par  le  signe  +; 
c'est  par  abréviation  que  ce  signe  est  supprimé. 

La  somme  des  lettrés  pour  cette  tranche,  est  5  A+5B 

+5  C+  5D+5  M +5  tf +5  ^+5  c+5  d+5  m 

+5  «+5  jB+5  7+5  /+5  /i-c=5(  A+B+C+D+M+£ï+ft 
+c+d+m+A+fi+y+i'+(jL).  Il  finit  donc  que  les  autres 
tranches  aient  la  même  valeur.  Cette  valeur  en  nombres 
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est  égale  au  5.®  de  la  somme  des  125  premiers  nombres , 
on  de  ^^=63 -25=;  1575-  En  effet  A+B+G+D+M 
=  1,2,3,4,  5=^15.  De  même  0,5, 10, 15,  20=50. 
Bnfiace,  ^,7,  «T,  /ia^O,  25,  50,  75,  100  =  250,  Mais 
la  somme  15+50+250=; 315 ,  et  315  •  5=  1575.  QP'on 
vérifie,  par  exemple,  la  4.®  tranche  des  Z,  laqoeOe  est 
B  a  fr  :  on  am'a,  pomr  les  cases  de  chacmie  des  5  bandes 
de  cette  tranche,  les  valeurs  soÎTantes  : 
A  a  et. . .  M  a  i3.  • .  D  a  )^. .  •  G  a  J^. .  .B  a  /x  1/«bandew 
AmjS. ..  fimy..  .'Dmf. .  .C my.  ..Bmi"  2.^ bande. 
/Ldy...Mdi'...T)d(JL...Cd  A...Bd  fi  S^e  bande. 
A  c  <r.  ..Mcfc.Dc  et...  G  c  |S.  ..B  cy  4.®  bande. 
kb  iJu,.HbA...B  bfi...C  b  y...BbS'      5.« bande. 

On  voit  qu'il  viendra  la  même  sonmie  qae  ci-devant. 

Qu'on  examine  encore  une  tranche  diagonale,  la  2.® 
de  Z  par  exemple,  qui  est  celle  qui  t^raverse  les  cases  où 
sont  fAfjLfJLfjLfjLi  il  viendra  : 

M  a  /x. . .  A  &  f£. .  .ï  c  f<c, . .  G  <{  f<t. . .  Dm/tA  1.t« bande. 
B  b  fjL. .  .HL  c  fju. .  k  d  (A. ..  Bmfc.G  afJL  2,^  bande. 
G  c  fx. . .  D  <2  f<t. . .  M I»  /u. . .  A  a  /CA. .  •  B  fr  fc  3.® bande. 
B  </  fc. . .  G  m  f<t. . .  B  a  fA. . .  M  b  f4-.*kc  [à  4.<^  bande. 
Am  /CA.  ..B  afu.  .'G  2»  ^,  ..D  c  (JL...'HdiJL      5.^  bande. 

La  somme  est  kn  5  (  A+B+C  +D+ll+'tf +*+c+<* 
+m)  +25/^;  mais,  comme  /jl  est  le  mqjen  de  la  progjres- 
sion  flc  «jS-^'cT^/cA,  et  que  par  conséquent  2^==5(A+iS 
+y+<f+fA),  on  aura  encore  même  somme  que  çi-de- 
vant.  Oo  verra  plus  loin  que  ces  tranches  diagonales  se 
déduisent  aisément  des  autres  tranches  parallèles  aux 
plans  des  X,  Y,Z. 
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On  Ta  examiner  les  différentes  tranches  dn  cube  de  3. 
On  sait  qne  les  tableaux,  pour  le  carré  de  3,  ont  le  moyen 
en  dia^nale.  Les  bandes  d'une  tranche  peurent  se  prendre 
de  deux  manières,  selon  qu'elles  sont  parallèles  à  l'une 
des  deux  intersections;  mab  la  somme  des  nombres  de  la 
même  tranche  demeure  la  même. 

Le  cube  de  3  est  27  ;  la  somme  des  nombres  del  à  27 
=:^^7^;letiers,pour  une  tranche,  sera*j7f^=14»9=126: 
il  liEiut  donc  qu'on  ait  126  pour  Taleur  de  chaque  tranche. 
Ajant  ainsi  fiiit  les  tableaiux  comme  on  le  Toit  Q/îjg^319], 
et  prenant  les  bandes  parallèlement  à  l'intersection  des 
X ,  T,  on  aura  pour  les  tranches  parallèles  aux  T,  c'est^ 
à-dire  au  plan  des  T,  les  nombres  suivans  : 

23  27  19...   2    6    7...  17  12  13      l.i^e tranche  =5 126 

4    8    3...10  ia  18.,.25  20  2ft      2.e  tranche =126 

15  16  11. ..21  22  26...   9    1    9      3.»  tranche  =;  126 

I^s  tranches  parallèles  aux  Z, les  bandes  étant  prises 
parallèlement  à  l'intersection  des  plans  Y,  Z ,  sont 

19  7  13...  3  18  2a... 11  26  5  1. retranche =126 
27  6  12...  8  ia  20.. .16  22  1  2.»  tranche =126 
23  2  17...  4  10  25.. .15  21  9  3.»  tranche =126 
On  Toit  que  lea  bandes  de  ces  tranches  se  tirent  des 
précédentes,  en  prenant  dans  chacune  de  celles-ci  des 
nombres  semblablement  placés  :  ainsi  les  trob  nombres 
19,  7, 13,  sont  une  des  bandes  de  la  iJ^  tranche.  11  en 
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est  de  même  de  3, 18,  24 ,  et  de  11,  26^  5.  Et  ainsi  de 
suite  pour  les  denx  aatres  tranches. 

Les  tranches  parallèles  aux  X,  ajant  pris  les  bandes  pa- 
rallèlement à  l'intersection  des  X ,  Y,  sont 
23  27  19...»  8  3...15  16  1I  1.r«tranche=126 
2  6  7.. .10  14  18.. -21  22  26  2.«  tranche =126 
17  12  13.. .25  20  24...  9  1  5  3-«  tranche  =126 
€es  tranches  se  déduisent  encore  des  premières^  en 
prenant  de  chacune  d'elles  des  bandes  semblablement 
placées  :  ainsi  les  trois  premières  bandes  de  chacune  des 
tranches  forment  une  tranche. 

Voici  les  tranches  des  diagonales: 
23  27  19. . .  10  14  18. ..  21  22  26  1rediag.desZ=126 
17  12  13...  10  14  18...  15  16  11  iediag.desZ=126 
On  voit  que  ces  tranches  se  tirent  &cilement  encore  de 
celles  parallèles  aux  plans ,  par  exemple  des  dernières,  en 
prenant  les  bandes  diagonalement.  H  est  à  remarquer  que 
les  deux  diagonales  ont  une  bande  commune* 

Tranches  des  diagonales  des  X  : 
19    7  13...   8  14  20... 15  21     9    1r«^diag.desX=126 
23    2  17...   8  14  20...  11  26    5    2,ediag.desX=126 
Celles  .-ci  se  déduisent  aisément  de  celles  parallèles 
aux  Z. 

Tranches  des  diagonales  des  Y  : 
19  3  11...  6  14  22...  17  25  9  1.'cfiag.desY=126 
23  4  15...  6  14  22...  13  24  5  2.ediag.desY=126 
€es  dernières  tranches  peuvent  toujours  se  déduire  de 
celles  parallèles  aux  plans;  il  ne  iaut  qu'un  peu  d'atten* 
tion  pour  obtenir  ces  dérivations. 
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Le  cube  de  5  (  figure  . 

Î20,j 
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de  moyen 
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diagonale. 

Toici  les  trancbes  T 

parallèles 

à  l'intersection  X  T. 

Le  cube  de  5  est  12S 
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est  lHH**=^8-25— 1575.      || 

15 

24 

8 

17 

1  = 

!  65  ' 

k 

45 

29 

38 

47 

31  = 

:190 

1 

75 

59 

68 

52 

61  = 

:315 

>1.«  tranche  Y: 

=1575 

80 

89 

98 

82 

91  = 

:440 

1 

110  119  103 
88    97    81 

112 

121  = 

:565 

/ 

95 

79  = 

:440' 

\ 

118  102  111 

125  109  = 

:565 

23 

7 

16 

5 

14  = 

:  65 

2.e  tranche  Y  = 

=1575 

28 

37 

46 

35 

44  = 

190 

58 
36 

67 
50 

51 

34 

65 
43 

74  = 

315  . 

27= 

.190 

^ 

66 

55 

64 

73 

57  = 

:315 

j 

96 

85 

94 

78 

.87  = 

:440 

\3.e  tranche  Y= 

=1575 

101 

115  124  108  117  = 

:565 

1 

6    20      4    13 
114  123  107  116 

22  = 

:  65 

/ 

105= 

565 

\ 

19 

3 

12 

21 

10  = 

:  65 

J 

49 

33 

42 

26 

40  = 

:190 

>4.e  tranche  Y= 

=1575 

54 

63 

72 

56 

70  = 

:315 

k 

84 

93 

77 

86 

100  = 

.440^ 

/ 

a» 

COBB   DE 

5. 

62 

71 

60 

69 

53  = 

:315^ 

V 

92 

76 

90 

99 

83  = 

:440 

1 

122  106  120  lOft  113  = 

:565 

[5.8  tranche  T=1575 

2 

11 

25 

9 

18= 

:  65 

i 

32    41     30    39 
Onrenuurcpie  que 

48  = 

:190 

4 

1 

les  tranches  sont  composées  de  bandes 

quiontchaconeimeTalear  différente,  mab  qui  se  répète     || 

à  chaqm  tranche 

:  ici  ces  valeora  sont  65, 190,  315»     |i 

440, 

565. 

Toid  les  tranches  des  Z;  les  bandes  sont  paralKks  i      j  | 

llntersection  T  Z. 

1 

31 

61 

91 

121  = 

305  > 

79  109 

14 

44 

74  = 

:320  1 

27 

57 

87  117 

22  = 

:310 

1.re  tranche  des  Z=1575 

105 

10 

40 

70  100z= 

325 

53 
17 

83  113 

47    521 

18 
82 

48= 

315  J 

112= 

•310^ 

. 

95  125 

5 

35 

65  = 

:325 

1 

43 

73 

78  108 

13  = 

:315 

[2a«  tranche  desZ=1575 

116 

21 

26 

56 

86  = 

:305 

i 

69 
8 

99  104 
38    68 

9 
98 

39= 

s  320. 

^ 

103= 

315  ' 

. 

81 

111 

16 

46 

51  = 

:305 

1 

34 

64 

94  124 

4  = 

:320 

[s.®  franche  des  ZslSTS 

107 

12 

42 

72 

77= 

!310 

i 

60 

90  120 

25 

30  = 

:325; 

COBB  DB   5.  989 

24    29    59    89  119=3320 
97  102     7    87    67  =  310 

50    55    85  115    20  =  325  }4.«traiicike  des  Z3=1575 
123      3    33    63    93  =  315 
71    76  106    11     41=305 


15    45    75    80  110  =  325 
88  118    23    28    58  =  315 

36    66    96  101      6  =  305  ^5.etraiicbe  des  Z=1575 
114    19    49    54    84  =  320 
62    92  122     2    32=310 


On  Toit  que  ces  trandies  se  déduisent  des  premièieSf 
en  prenant  les  rerticales  de  même  rang  dans  chacnne  de 
cdles-d  poar  former  les  horûontates  de  celles^. 

Passant  aux  tranches  des  X ,  les  bandes  étant  prises 
paraMement  à  l'intersection  X  Y. 

15    24      8    17      1  =  65  \ 

88    97    81    95    79  =  440  ) 

36    50    34    43    27  =  190  >1.re  tranche  des  X=s1 575 
114  123  107  116  105=565  \ 

62    71     60    69    53=315  / 


45    29    88    47    31=190 
118  102  111  125  109=565 

66    55    64    78    57  =  315  [  2.«  tranche  des  X=  1575 
19      3    12    21    10=  65 
92    76    90    99    83  =  440 
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75    59    68    52    61  =315  > 

i 

23      7    Î6      5    14=  65 

1 

96    85    94    78    87=440 

►8-e  tranche  desX=1575 

49    33    42    26    40  =  190 

1 

122  106  120  104  113  =  565  ^ 

' 

80    89    98    82    91=440  ' 

V 

28    37    46    35    44  =  190 

1 

101  115  124  108  117  =  565 

[4.e  tranche  des  X=1575 

54    63    72    56    70  =  315 

k 

2    11    25      9    18=   65 

' 

110  119  103  112  121=565 

58    67    51     65    74  =  315 

6    20     4    13    22=  65 

►  5.6  tranche  des  X=l  575 

84    98    77    86  100  =  440 

32    41    30    39    48  =  190 

Les  tranches  des  X  se  dédabent  encore  de  celles  des  T, 

en  prenant  des  horizontales  de  même  rang  dans  chacane 

de  celles-ci  pour  former  celles  des  X. 

Si  l'on  veut  connaître  aussi  les  tranches  diagonales,  on 

verra  qa'elles  se  tirent  de  celles  parallèles  aox  plans, 

comme  suit  : 

1     31     61    91  121  =  305 

95  125      5    35    65  =  325 

34    64    94  124      4  =  320 

123      3    33    63    93  =  315 

l*'*  tranche  diagonale 
r      des  X=1575 

62    92  122     2    32=310 

-1 
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53  63  113  18  48=315 
116  21  26  56  86=305 
3A  64  94  124  4  =  320 
97  102  7  37  67  =  310 
15    45    75    80  110  =  325 


15  24  8  17  1=  65 
118  102  111  125  109=565 
96  85  94  78  87  =  440 
54  63  72  56  70=315 
32    41     30    39    48  =  190 


110  119  103  112  121=565 
28  37  46  35  44  =  190 
96  85  94  78  87  =  440 
19  3  12  21  10=  65 
62    71    60    69    53  =  315 


1     79    27  105    53  =  265 

47  125    73  21    99  =  365 

68    16    94  42  120  =  340 

89    37  115  63    11=315 

110    58      6  84    32  =  290 


2."  trandie    ^agonale 
des  X=1575 


l.re  tranche  diaf^nale 
des  Z=1575 


2.6   trandie   diagonale 
des  Z=1575 


l.re  tranche  diagonale 
des  Y  =1575 


121  74  22  100  48  =  365 
82  35  108  56  9  =  290 
68  16  94  42  120=340 
29  102  55  3  76=265 
15    88    36  114    62=315 


2.6  tranche   diagonale 
desY=1575 
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Les  diagonales  des  X  se  tirent  des  horlsontalesdesZ;  les 
diagonales  des  Z  se  déduisent  des  horiiontaks  des  Y  :  les 
unes  et  les  antres  en  prenant  la  1 J»  horizontale  de  la  !•>'« 
tranche,  la  2.^  de  la  2.^  tranche,  et  ainsi  de  snife*  Qoant 
aux  diagonales  des  T,  elies  se  trourent  en  prenant  la  l*'^ 
verticale  de  la  1/^  tranche  des  Z ,  la  2.^  verticale  de  la  2.® 
tranche,  etc. 

Ce  qu'il  y  a  à  éviter  lors  dn  placement  des  nombres  dans 
les  faces  du  cnbe,  c'est  la  répétition  qae  pourrait  donner 
l'addition  de  mêmes  nombres  dans  le  carré*  Ainsi,  dans 
la  figure  320,  laissant  fixes  les  nombres  des  plans  Y  et  Z , 
on  ne  pourrait  mettre,  dans  celui  des  X,  le  mojen  à  la 
^^^  diagonale,  mais  bien  à  la  2.®«  On  entendra  par  1.^ 
diagonale  d'un  plan  celle  qui  part  de  l'intersection  des 
trob  plans.  Si  l'on  commence  de  la  même  manière  les  se- 
condes lignes  des  tableaux  des  fiices  Y,Z,  celle  des  X 
pourra  avoir  la  1  «i^  diagonale  avec  le  mo  jeii  répété ,  mab 
il  ne  pourrait  se  trouver  à  la  seconde. 

ARTICLE  IIL 

G0B1    PB    7. 

Les  fiices  du  cube  {figure  â21,  planche  XLTI)  sont 
arrangées  d'après  les  méthodes  connues ,  mais  les  secondes 
lignes  commencent  par  des  nombres  d'ordre  difiërent ,  pris 
dans  les  premières.  La  face  des  X  est  la  supérieure,  ce  qui 
est  très-indifférent.  La  somme  des  343  premiers  nombres 
est  liijiiï,  dont  le  7.e,  pour  chaque  tranche ,  est  «*fff«  = 
172.49=:8428. 
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Toici  les  tnmches  des  T ,  prises  pou  les  bandes ,  paral- 
lèlement à  llntersection  des  X  Y. 

6  14  15  23  31  39  47=:  Î75\ 
237  245  197  205  213  221  229=15471 
76  84  85  93  52  60  68=  518f 
258  266  267  275  283  291  250=1890>^28,1.retranch. 
146  105  106  114  122  130  138=8611 
328  336  337  296  304  312  320=2233] 
167  175  176  184  192  151  159=1204/ 


des  Y. 


53    61    69    77    78    86    94=:  518\ 
284  292  251  259  260  268  276=1890] 
123  131  139  147    99  107  115=  861  f 
305  313  321  329  330  338  297=^223318428,2.0  tranche 
193  152  160  168  169  177  ^5=12041         Jes  y. 

32    40    48      7      8    16    24=  175) 
214  222  230  238  239  198  206=1547/ 


100  108  116  124  132  140  141=  86l\ 
331  339  298  306  314  322  323==2233] 
170  178  186  194  153  161  162=12041 

9    17    25    33    41    49      1=  175)8428, 3.»  tranche 
240  199  207  215  223  231  232=15471         des  Y. 
79    87    95    54    62    70    71=518) 
261  269  277  285  293  252  253=1890/ 


TOH.    II. 


33 


J 
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m  155  163  174  179  187  195=:1204\ 

42    43     2    10    18    26    34=  175] 

224  225  233  241  200  208  216=15471 

63    64    72    80    88    96    55=5181 

8428;  4.0  fnnclie 

294  246  254  262  270  278  286=189o( 

des  T. 

133  134  142  101  109  117  125=  8611 

. 

315  316  324  332  340  299  307=2233y 

201  209  217  218  226  234  24a=1547\ 

89    97    56    57    65    73    81=518] 

271  279  287  288  247  255  263=1890f 

110  118  126  127  135  143  idH^s  861) 

5.«  tranche  des 

341  300  308  309  317  325  333=22331 

7=8428. 

180  188  196  148  156  164  17^=1204 

19    27    35    36    44      3    11=  175/ 

248  256  264  272  280  281  289b=1890\ 

136  144  103  111  119  120  128=  861 J 

318  326  334  342  SOI  302  310— ?233f 

157  165  173  181  189  190  149=1204} 

6.«  tranche  des 

45      4    12    20    28    29    37=  1751 

T=8428. 

227  235  243  202  210  211  219-;t547] 

6é    74    82    90    98    50    58=518/ 
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295  308  311  319  327  335  3a3b=â233) 
183  191  150  158  166  17/1  182=1204] 

22  30  38  46  5  13  21=  175^ 
2toa  212  220  228  236  244  203=1547) 

92  51  59  67  75  83  91=  5181 
274  282  290  249  257  265  273=1890] 
113  121  129  137  145  104  112=  861) 


,  7.e  tranche  des 
¥=8428. 


Chaque  tranche  est  composée  de  sept  nombres  égaux, 
qui  sont  la  sonmie  des  sept  ceDuIes  de  chaque  bande. 
L'ordre  dans  lequel  reTÎennent  ces  nombres  est  constant  s 
une  tranche  commence  par  le  3.®  nombre  de  la  précédente  y 
et  les  bandes  consenrent  alors  le  même  ordre.  €ette  re- 
marque est  importante;  mais  0  ne  s'ensuit  pas  que  les 
tranches  des  parallèles  aux  trois  plans  aient  les  mêmes 
bandes  :  ces  bandes  ne  sont  répétées  qu'autant  qu'elles 
appartiennent  aux  parallèles  à  un  même  plan;  elles  peurent 
l'être  aussi,  quoique  faisant  partie  d'autres  parallèles. 

On  se  contentera  de  rechercher  une  tranche  des  X  et 
une  des  Z  y  ainsi  que  les  tranches  diagonales. 

Pour  une  tranche  àeé  X,  les  bandes  étant  paraUèfes  i 
l'intersection  des  X  Y  : 

76    84    85    93    52    60    68=  518A 
123  131  139  147    99  107  115=  861 J 
170  178  186  194  153  161  16!^1204[ 
224  225  233  241  200  208  216=1547  W28,3.e  tranche 
271  279  287  288  247  255  263=189o[         des  X. 
318  326  334  342  301  302  310=22331 

22    30    38    46      5    13    21=  175] 
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Les  bandes  sont  cdles  du  3.^  rang  de  cbacime  des 
tranches  des  Y* 

Pour  une  tranche  des  Z,  les  bandes  étant  pardIUes  à 
rintersection  Y  Z  : 

15  197    85  267  106  337  176=1183\ 

69  251  139  321  160    48  230=1218  j 
116  298  186    25  207    95  277=120/»! 
163      2  233    72  254  142  324=1 19ol8428, Retranche 
217    56  287  126  308  196    35=12251         des  Z. 
264  103  334  173    12  243    82=1211 1 
311  150    38  220    59  290  129=1197^ 

Les  bandes  sont  les  3.^  yerticales  de  chaque  tranche 
des  T. 

Tenant  aux  diagonales  y  Toici  les  tranches  diagonales 
des  Y: 

47    94  m  195  242  289  348=1 85n 
221  268  322    26    73  120  174=1204] 

52    99  153  200  247  301      5=10571 
275  329    33    80  127  181  228=1253\g428>1'«tranche 
106  160  207  254  308    12    59=1106k  diagonale  des  Y. 
336    40    87  134  188  235  282=1302] 
167  214  201  315    19    66  113=1155/ 

Cette  tranche  diagonale  se  déduit  encore  en  composant 
sa  1.^^  yerticale  de  la  2.®  diagonale  de  la  1  «^  tranche  de  Y; 
sa  2.®  Tcrticale,  de  la  2.®  diagonale  de  la  2.®  tranche  de  T, 
et  ainsi  de  suite;  ou,  si  l'on  aime  mieux,  la  i.^  bande  ci- 
dessus  se  compose  des  derniers  nombres  des  premières 
bandes  de  chaque  tranche  de  Y;  la  2.^  bande  aura  les  pé* 
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nultièmes  nombres  des  secondes  bandes  de  ces  tranches; 
la  3.®  se  formera  dès  antépénultièmes  nombres  des  troir 
sièmes  bandes ,  et  ainsi  de  suite* 

6  53  100  154  201  248  295=1057\ 
245  202  339  43  97  144  191=1351  i 
85  139  186  233  287  334  38=1302f 
275  329  33  80  127  181  228=1253/8428, 2,e  tranche 
122  169  223  270  317  28  75=12041  diagonale  des  Y. 
812  ,16  70  117  164  211  265=1155] 
159  206  253  307    11    58  112=1106/ 

Ici  chaque  rerticale  est  tirée  de  la  1.'^  diagonale  de  cha-» 
cnne  des  triches  de  Y. 

Toici  les  tranches  diagonales  des  Z  : 

6  14  15  23  31  39  47=  175\ 
284  292  251  259  260  268  276=189o] 
170  178  186  194  153  161  102=1204f 
63  64  72  80  88  96  55=  51 8> 8428,1  r« tranche 
341  300  308  309  317  325  333=22331  diagonale  desZ. 
227  235  243  202  210  211  219=1547] 
113  121  129  137  145  104  112=  861/ 

Les  bandes  de  cette  diagonale  se  tirent  encore  des 
tranches  des  Y  :  la  première  bande  est  la  première  de  la 
première  tranche;  la  seconde  bande  est  la  deuxième  de  la 
deuxième  tranche;  la  troisième  bande  est  la  troisième  de 
la  troisième  tranche,  et  ainsi  de  suite. 
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295  303  311  319  327  335  343=2233\ 
136  1U  103  111  119  120  12&=:  861  1 
271  279  287  288  247  255  263=:1890f 

63    64    72    80    88    96    55=:  518)8428, 2.*  tranche 
240  199  207  215  223  231  232=15471   diagonale  des  Z. 

32    40    48      7      8    16    24=:  175| 
167  175  176  184  192  151  159=1204/ 

On  Toît  ici  cette  2.^  tranche  diagonale  composée  des 
bandes  des  tranches  des  Y ,  saroir  :  la  première  bande 
prbe  de  la  première  de  la  dernière  tranche  des  Y;  la  se- 
conde de  la  seconde  de  la  pénultième  tranche ,  et  ainsi  de 
suite,  n  est  clair  que  ces  bandes  conservent  les  mêmes 
sommes  que  celles  des  bandes  de  Y.  H  n'en  était  pas  ainsi 
pour  les  tranches  diagonales  de  Y,  parce  qu'on  les  avait 
tirées  de  diagonales ,  et  que  les  sommes  ont  dû  changer , 
mais  le  résultat  était  toujours  8428. 
Enfin,  les  tranches  diagonales  des  X  donneront  : 

47  229    68  250  138  320  159=:1204\ 

86  268  107  338  177    16  198=1190] 
132  314  153    41  223    62  293=:1218f 
171     10  241    80  262  101  382=1197)8428, 1^*  tranche 
217    56  287  126  308  196    35=12251  diagonale  des  X. 
256  144  326  165      4  235    74=1204] 
295  183    22  204    92  274  113=1183/ 

Cette  tranche  se  tire  toujours  de  celles  des  Y  ;  la  l."* 
bande  est  la  dernière  verticale  de  la  iJ^  tranche;  la  2fi 
bande  est  l'avant-demière  verticale  de  la  2««  tranche,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  bande,  qni  est  la  1.<* 
verticale  de  la  dernière  tranche. 
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343  182  21  203  91  273  112=:1225\ 
281  120  3»2  190  29  211  50b=:1183] 
226  65  247  135  317  156  44=1190/ 
171  10  241  80  262  101  332=11 97 >8428, Retranche 
116  298  186  25  207  95  277=:l204k  diagcHudedesX. 
61  292  131  313  152  40  222=1211 1 
6  237    76  258  146  328  167=1218/ 

Cette  diagonale  se  déduit  des  mêmes  tranches  des  T, 
mais  en  sens  contraire  :  h  i.^  bande  est  la  dernière  rerti- 
cale  de  la  dernière  tranche  ;  la  seconde  est  l'aTant-demière 
Terticale  de  la  pénultième  tranche,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
la  dernière  bande ,  qui  est  la  1 J^  yerticale  de  la  1 .'«  bande. 
On  Toit  qu'il  y  a  toujours  une  bande  conmiune  aux  deux 
diagonales  d'une  même  Êice. 

On  s'est  étendu  sur  cet  exemple  a6n  de  montrer  com- 
ment les  bandes  dériraient  de  tranches  connues» 

Gomme  il  y  a  deux  manières  de  former  les  bandes,  sui- 
vant qu'on  les  prend  parallèles  à  l'une  ou  à  l'antre  des 
mtersections,  on  peut  aroir  aussi  plusieurs  manières  de 
déduire  les  tranches  des  autres  ùices  sans  être  obligé  de 
les  calculer. 

ARTICLE   lY. 

GUBB    DB    9    IT    DBS    IMPÀXBS    COMPOSAS. 

Lorsqu'un  nombre  est  premier,  on  yient  de  roir  qu'il  est 
&cile  d^obtenir  le  cube,  soit  qu'on  ait  placé  les  moyens  aux 
trob  diagonales  ou  à  deux  seulement^  ou  enfin  qu'il  n'y  ait 
pas  de  moyen  en  diagonale. 

Si  le  nombre  est  un  carré,  il  y  aura  des  séries  répétées 
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en  rerticale  on  en  diagonale:  ainsi,  ponr  9,  fl  y  aura  le 
terme  moyen  à  la  première  ou  seconde  diagonale ,  en  com- 
mençant la  deuxième  ligne  par  le  dernier  ou  le  deuxième 
terme  de  la  iJ^  horizontale.  On  aura  série  de  3  nombres 
si  la  2fi  ligne  commence  par  le  3*^  ou  le  8.®  nombre  de 
la  iJ^;  on  aura  encore  séries  à  la  l.re  ou  2.^  diagonale  si 
la  2.®  ligne  commence  par  le  6.^  ou  le  S^^nombre  de  la  1  J^i 
mab  les  séries  seront  en  Terticale  si  la  2.^  ligne  commence 
par  le  4.^  ou  le  7«® nombre.  Ainsi,  pour  la  racine  9,  on  aura, 
dans  tous  les  cas,  des  nombres  répétés  à  l'une  des  lignes 
diagonales,  ou  à  toutes  les  Terticales.  Mab  il  n'en  serait 
pas  de  même  pour  d'autres  carrés  impairs  :  ainsi,  pour  la 
racine  25»  il  n'y  aura  pas  de  séries  répétées  si  la  2.^  ligne 
commence  par  les  3.®  et  2A.e  nombres  de  la  l.re,  par  les 
4U«  et  23.e,  par  les  8.^  et  19.^,  par  les  9.®  et  18.^ ,  enfin  par 
les  1 3«c  et  1  Aa  On  aura  le  moyen  en  diagonale  ij^  on  2.^ 
si  la  2fi  ligne  commence  par  le  dernier  ou  le  2.^  nombre 
de  la  iJ^  horizontale;  séries  répétées  à  la  1*'^  diagonale 
si  l'on  commence  la  2.^  ligne  piar  les  5.^,  20.^,  10.^  ^t  15.® 
nombres  de  la  l.re*  séries  répétées  en  2.®  diagonale,  en 
prenant  pour  1  .^  nombre  de  la  2.^  horizontale  les  22.^,  7.<^, 
1 7*e  et  1 2.®  nombres  de  la  1  «^  ;  enfin  les  séries  seront  répé- 
tées à  toutes  les  yerticales  si  la  2fi  ligne  commence  par  les 
6.®,  21 .%  Il.e  et  16.e  nombres  de  la  l.^e. 

Il  ne  ÊLUt  que  deux  nombres  pour  déterminer  ces  séries. 
Ainsi,  prenant 

1 25  1 25  1 25 

7  8.,. 5    6  11  12.. .9  10  19  20... 17  18 

On  Toit,  dans  le  premier  cas,  série  en  2.®  diagonale; 
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dans  le  second,  série  en  verticale;  dans  le  troisième,  an^ 
cune  série»  H  suffit,  poor  qu'il  j  ait  série,  que  la  différence 
entre  deux  nombres  Terticaux  se  suivant  immédiatement, 
ou  deux  nombres  diagonaux  se  suivant  également,  donne 
pour  résultat  la  racine  ou  un  multiple  de  la  racine  d'un 
tableau.  Les  nombres  ci-dessus  doivent  être  considérés 
comme  désignant  l'ordre  de  ceux  de  la  1 J^  horizontale  : 
car  ils  pourraient  être  très-différens  de  ceux  de  la  série 
naturelle  commençant  par  l'unité. 

Revenant  au  cube  de  9  {figure  322,  planche  XLYI  ) , 
les  moyens  sont  en  diagonale.  La  somme  des  729  premiers 
nombres  z^'-^^îpS,  dont  le  9.®  pour  chaque  tranche  est 
1^^112=365.81=29565. 

Sauf  le  moyen,  les  huit  autres  nombres  suivront  l'ordre 
qu'on  voudra. 


Voici  quelques  tranches  du  cube  de  9  : 

526  536  546  55 j  566  495  496  506  1)16=4743^ 
598  608  618  628  638  648  568  578  588=5472 
670  680  690  700  710  720  721  650  660=6201 
13    23    33    43    53    63    64    74      3=  369 1 
85    95  105  115  125  135  136  146  156=1098^ 
238  167  177  187  197  207  208  218  228=1827 
310  320  249  259  269  279  280  290  300=2556^ 
382  392  402  331  341  351  352  362  372=3285 
454  464  474  484  413  423  424  434  444=4014) 


^ 


t 
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416  496  585  665    16    96  176  256  886— 3M2\ 

488  568  657     8    88  168  248  828  408=2961 

641  721    81  161  241  321  401  481  561=9609, 

^ 

713    64  153  233  313  398  473  553  633=3528 1 

o,  .*" 

56  136  225  305  385  465  545  625  705=3447) 

i^ 

128  208  297  377  457  537  617  697    48= 8866  ( 

^î 

200  280  869  449  529  609  689    40  120=3285* 

1 

272  352  441  521  601  681     82  112  192=3204 

? 

344  424  518  593  673    24  104  184  264=3123^ 

5    15    25    85    45    46    56    66    76=  869\ 

85    95  105  115  125  185  136  146  156=1098 

P 

165  175  185  195  205  215  225  226  236=1827] 

245  255  265  275  285  295  805  315  816— 2556  ( 

fi":. 

825  335  345  355  865  375  385  395  405=3285) 

2  Ç 

i^     * 

414  415  425  435  445  455  465  475  485=4014 

'1 

494  504  505  515  525  535  545  555  565=4748 

574  584  594  595  605  615  625  635  645=5472 

654  664  674  684  685  695  705  715  725=6201/ 

apte- 

Toid  encore  une  tranche  diagonale.  On  a  cbobi  1 

mière  tranche  des  Z. 

446  456  466  476  486  406  416  426  436=4014  \ 

598  608  618  628  638  648  568  578  588=5472  \ 

r'^ 

21    31    41    51    61    71    81      1    11=  369i 

173  183  198  203  213  223  238  243  163=1827  f 

325  335  345  355  865  375  385  395  405=3285) 

567  487  497  507  517  527  587  547  557=47431 

^  1* 

719  729  649  659  669  679  689  699  709=6201 1 

1 

142  152  162    82    92  102  112  122  132=1098 

294  304  814  324  244  254  264  274  284—2556/ 
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n  n'est  nullement  nécessaire  que  les  moyens  soient  en 
diagonale,  ainsi  q[u'on  l'a  déjà  dit.  Il  Êiut  alors  que  les  trob 
nombres  d'une  série  aient  dans  chaque  face  le  tiers  de  la 
somme  des  r  moyens ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que 
chaque  série  yaille  trois  moyens.  Il  faut  ériter  que  les  sé- 
ries aboutissent  au  même  angle* 

n  est  conmiode,  pour  rérifier  qu'il  n'y  a  point  de 
nombres  répétés ,  d'employer  les  nombres  naturels  dans 
les  différentes  &ces,  au  lieu  des  multiples.  Bans  l'une  ils 
désignent  les  nombres  simples,  dans  une  autre  ceux  des 
multiples  de  la  racine ,  et  dans  la  troisième  ceux  des  mul* 
tiples  du  carré  de  la  racine.  11  est  même  inutile  de  con^ 
traire  le  cube;  les  tableaux  suffisent  pour  fiiire  la  Térifica- 
tion  :  on  en  déduit  facilement  les  tranches  et  les  bandes* 
On  va  les  donner  pour  le  cas  de  séries  en  diagonales  et  en 
verticales  dans  les  trois  &ces»  On  montrera  ensuite  com- 
ment on  peut  yérifier  les  résultats.  On  suppose  ici  que 
dans  le  plan  des  X  la  série  est  dans  la  1.'®  diagonale,  qu'elle 
est  en  verticale  dans  celui  des  Y,  et  à  la  2.®  diagonale 
dans  le  plan  des  Z.  Yoici  les  tableaux  : 

PÀCI  DBS  T.         FÀCl  DBS  X*         BACB  DBS  K. 

21 3654798  321456879  231465789 

798213654  687932145  657892314 

654798213  214568793  923146578 

21  3654798  879321456  4657  8  9  231 

79821 3654  145687932  89231 4657 

654798213  79321 4568  1 46578923 

213654798  456879321  789231465 

79821 3654  9321 45687  31 4657892 

C54798213  56879321 4  578923146 
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Le  plan  supérieur  sera  celui  des  T;  le  plan  à  forme  car- 
rée, celui  des  X*  La  dernière  horizontale  du  plan  des  Y 
est  ici  supposée  près  l'intersection  des  XT;  le  plan  des  X 
a  la  1.re  horizontale  de  son  tableau  près  la  même  intersec- 
tion; enfin  la  première  du  pjan  des  Z  est  la  première  de 
son  tableau,  près  l'intersection  des  TZ.  On  suppose  égale- 
ment que  les  nombres  des  faces  des  Y  et  des  Z  désignent 
les  multiples  par  ordre  :  ainsi  7  désigne  le  7.®  multiple  de 
la  racine,  le  premier  étant  0;  le  même  nombre  désigne 
aussi  le  7.^  multiple  des  carrés,  dont  le  premier  est  aussi  0  : 
ainsi  le  7.©  multiple  n'est  que  le  6.«  effectif  ou  6*9=54 
pour  les  multiples  de  la  racine,  et  6 •81=486  pour  ceux 
du  carré  de  cette  racine.  On  obtiendra  donc  la  première 
tranche  parallèle  au  plan  des  X ,  comme  suit  : 

La  première  bande ,  en  prenant  le  premier  nombre  de 
la  1 J®  horizontale  des  Z ,  lequel  est  commun  â  (oufe  la 
bande;  ensuite  le  premier  de  la  dernière  horizontale  des  Y, 
et  le  premier  de  la  1 J^  horizontale  des  X  j  puis  le  deuxième 
de  la  même  horizontale  des  Y,  et  le  deuxième  de  la  K^ 
horizontale  des  X;  et  de  même  en  continuant  jusqu'aux 
derniers  de  cette  même  horizontale  des  X  et  des  Y* 

La  deuxième  bande  s'obtiendra  en  prenant  le  premier 
nombre  de  la  2.^  horizontale  des  Z  communs;  puis  tou- 
jours, et  dans  le  même  ordre,  les  nombres  de  la  dernière 
horizontale  des  Y  pour  toute  la  tranche,  et  la  2.^ horizon- 
tale des  X  à  commencer  par  le  premier  nombre. 

La  troisième  bande  se  formera  arec  le  premier  nombre 
de  la  3.®  horizontale  des  Z,  qui  est  commun;  et  la  3*^ hori- 
zontale des  X ,  toujours  avec  la  dernière  des  Y. 

Lorsqu'on  aura  épuisé  ainsi  la  i.^^  verticale  des  Z,  on 
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Tiendra  à  la  seconde  combinée  ayec  l'avant^emière  des  T, 
qui  serrira  pour  toute  la  tranche,  et  tontes  celles  des  X, 
ce  qui  donnera  la  deuxième  tranche.  H  est  Êicile  de  con- 
tinuer, et  l'on  aura  3  nombres  pour  chaque  case,  dont  le 
premier  désignera  les  multiples  du  carré  de  la  racine  j  le 
second,  les  multiples  de  cette  racine;  et  le  troisième ^ 
ses  nombres  simples. 

U  est  bon  de  remarquer  que,  les  verticales  ayant  série, 
il  Êiut  que  les  neuf  nombres  qui  entrent  dans  le  tableau  où 
sont  ces  verticales,  se  partagent  en  trois  parties,  dont  cha* 
cune  soit=15:  ainsil'on  a  ici2, 7,  6. . .  1, 9,5. .  •  3,  8,  4. 
€es  nombres  sont  rangés  dans  la  1 J^  horizontale  de  ma- 
nière que,  dé  3  en  3,  on  trouve  cette  somme  de  15. 
Voici  la  première  tranche  des  X,  tirée  des  tableaux  : 
263  252  241  274  295  286  228  217  239 
666  658  657  679  693  682  621  614  635 
962  951  944  975  996  988  927  919  933 
•468  457  449  473  492  481  424  415  436 
861  854  845  876  898  887  829  813  832 
167  159  143  172  191  184  125  116  138 
764  755  746  778  797  789  723  712  731 
369  353  342  371  394  385  326  318  337 
565  556  548  577  599  583  522  511  534 
H  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  multiples  au  lieu  des 
deux  premiers  nombres. 
Ceux  des  carrés  sont  ; 


1 
0 

a 

81 

162  243  324  405  486  567  648 

de  la  racine 

« 
0 

9 

9 

s 

18 

4 

27 

5 

36 

6 

45 

7 

54 

8 

63 

• 
72 
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La  tranche  ci-dessns  sera  donc  : 

129  f19  109  139  158  150    98    88  108=1098^ 
456  449  439  468  480  470  415  409  428=4014 
695  685  679  707  726  719  664  657  669=6201  i 
296  286  279  300  317  307  256  248  267=2556! 
613  607  599  627  647  637  585  570  587=5472  )=29565 
52    45    30    56    73    67    14      6    26=  31 
535  527  519  548  565  558  498  488  505=47431 
216  201  191  217  238  230  177  170  187=1827  i 
374  366  359  385  405  390  335  325  346=3285/ 

On  remarque  que,  dans  la  tranche  ci- dessus  formée 
arec  les  nombres  naturels ,  la  l.^e  horûontale  conserre  le 
même  premier  nombre,  et  qu'il  en  est  de  même  des 
antres  horizontales;  en  second  lieu,  que  chaque rerticale 
conserve  le  même  second  nombre,  qui  ne  rarie  que  d'une 
verticale  à  l'autre;  enfin  que  chaque  verticale  et  chaque 
horizontale  renferme  les  neuf  nombres  différens  diç  la  ra- 
cine, qui  sont  les  trobièmes  de  chaque  groupe* 

Pour  s'assurer  qu'il  n'y  aura  pas  de  nombres  répétés 
dans  le  cube ,  il  Êiut  comparer  le  même  nombre  pris,  par 
exemple,  dans  chaque  horizontale  des  Z,  avec  les  lignes 
des  X  et  des  Y  qui  j  répondent,  et  que  chacun  des  neuf 
nombres  de  la  racine  corresponde  avec  chacun  de  ceux 
des.  multiples.  Voici  un  exemple  : 

Que  l'on  compare  l'unité  du  plan  des  Z  avec  les  hori- 
zontales correspondantes  des  X  et  des  Y  :  cette  unité  est 
au  3.e  rang  à  la  1J^  horizontale  ;  il  £aiudra  donc  la  3.^ 
horizontale  des  X  et  la  7.e  des  Y.  L'unité  de  la  2.®  horizon- 
tale des  Z,  constante  pour  toute  la  bande,  étant  au  8.® 
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rang,  se  combinera  arec  la  2.^  des  X  et  avec  la  2.o  des  Y, 
et  ainsi  de  suite ,  ce  qui  donnera,  en  omettant  l'unité 
des  Z: 

23  12  31  6a  55  46  78  97  89  unité  delà  Ijehori&desZ. 
76  98  87  29  13  32  61  54  45  unité  de  la  2.^  horizont. 
62  51  44  75  96  88  27  19  33  3,e 

28  17  39  63  52  41  74  95  86  4.e 

71  94  85  26  18  37  69  53  42  5.e 

67  59  43  72  91  84  25  16  38  6.« 

24  15  36  68  57  49  73  92  81  7-« 
79  93  82  21  14  35  66  58  47  8.e 
65  56  48  77  99  83  22  11  34  9.^ 

n  suit  que  les  horizontales  des  X  suivent  l'ordre  des  ho- 
rizontales des  Z,  que  l'on  considère.  Quant  aux  horizon- 
tales des  Y,  elles  sont  subordonnées  au  rang  qu'occupe 
l'unité  dans  ces  horizontales  des  Z.  €es  rangs  des  Y  se 
comptent  à  partir  de  la  dernière  contre  l'intersection  des 
X  Y,  et  en  remontant  :  tout  cela  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté. On  voit  que  les  nombres  simples  se  trourent  à 
chaque  horizontale  et  à  chaque  yerticale  du  tableau  ci-des- 
sus ;  et,  de  plus,  ib  doivent  être  joints  au  même  multiple 
qui  est  le  premier  des  deux  nombres.  Ainsi ,  pour  le  mul- 
tiple 4,  par  exemple,  on  troure  46,  45, 44,  41,  42,  43, 
49, 47,  48,  et  de  même  pour  les  autres. 

Lorsqu'un  nombre  est  composé  du  produit  de  deux 
&cteurs  premiers ,  comme  1 5 ,  21 ,  35 ,  etc. ,  il  j  aura  deux 
espèces  de  séries,  qui  comprendront  autant  de  termes 
qu'il  j  en  a  dans  l'un  des  focteurs.  Ainsi,  pour  15,  il 
Tiendrait,  en  prenant,  pour  commencer  h  2.^  ligne >  les 
différens  nombres  de  la  première ,  les  résultats  suiians  : 
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Par  le  2.®  et  le  dernier ,  le  mo jen  à  la  dernière  ou  à  la 

première  diagonale* 
Par  le  3.^,  série  de  5,  en  augmentant,  à  la  l.re  diagon.) 
Par  le  1 4.^,  série  de  5,  en  diminuant ,  à  la  2.^  diagonale./ 
Par  le  ft.®  et  le  1 3.<^ ,  série  de  5 ,  en  rerticale ,  augmentant 

pour  le  4.^,  et  diminuant  pour  le  13.<^. 
Par  le  5.<^,  série  de  3  à  la  l.i^®  diagonale,  et  de  5  à  la  2.^,) 

en  augmentant* 
Par  le  12.<',  série  de  5  à  la  1*1'^  diagonale,  et  de  3  à  la  %%( 

en  diminuant. 
Par  le  6.®,  série  de  3  en  verticale,  et  de  5  à  la  l.re  dia*^ 

gonaie,  en  augmentant. 
Par  le  1  l.e,  série  de  3  en  Terticale,  et  de  5  à  la  2.^  dia-( 

gonale ,  en  diminuant. 
Par  le  7.e,  série  de  5  en  Terticale,  et  de  3  à  la  2.e  dia- 
gonale, en  augmentant. 
Par  le  10.e,  série  de  5  en  verticale,  et  de  3  à  la  i.^  dia-( 

gonale,  en  diminuant. 
Par  le  8.^,  série  de  5,  en  2.^  diagonale,  en  augmentant! 
Par  le  9.^,  série  de  5,  en  l.re  diagonale,  en  diminuant    ) 

€es  expressions,  augmentant  ou  diminuant,  ne  sont 
ici  qu'à  raison  de  l'ordre  des  nombres ,  en  parlant  de  celui 
de  la  l.re  horizontale,  qui  est  toujours  le  premier  ou  le 
dernier  de  cette  ligne;  mais,  attendu  que  les  trois  ou  cinq 
nombres  des  séries  peuvent  être  dans  tel  ordre  que  l'on 
veut,  pourvu  qqe  leur  somme  soit  égale  à  3  ou  5  fois  le 
moyen,  il  n'y  a  pas  à  Êdre  attention  à  ces  expressions. 

Il  est  bon  de  se  servir  d'abord  des  nombres  simples, 
et  dans  leur  ordre  naturel,  sauf  à  rectifier  ensuite  la  h^ 
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horizontale.  La  série  de  3  doit  être  de  24;  et  celle  de  5 , 
de  /ilO,pubqiie  le  moyen  est  8.  Si  la  série  est  de  3  nombres, 
ib  doirent  se  distribuer  de  5  en  5  dans  cette  1.'®  horizon- 
tale, et  de  3  en  3  si  la  série  est  de  5  nombres,  et  à  partir 
du  premier,  qui  est  à  Fangle. 

Soit  commencée  la  2.®  horizontale  par  le  12.^  terme  de 
la  1  .fc  :  on  aura,  par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  série  de  5 
à  la  1  J«  diagonale,  et  série  de  3  à  la  2.^.  U  fiiudra  donc 
que  le  l.e^^,  le  4.«,  le  7.©,  le  lO.e  et  le  13.«  rangs  de  la  1.^« 
horizontale  aient  40  pour  somme.  Les  3  nombres  de  la  2.^ 
diagonale  doivent  avoir  24 ,  et  se  trouver  aux  5.^,  10.®  et 
dernier  rangs  de  cette  horizontale;  et,  comme  le  10.®  rang 
est  commun  avec  l'un  des  précédons ,  Pun  des  nombres 
de  la  série  de  3  aura  un  nombre  de  la  série  de  5.  Soit 
choisie  celle-ci,  3,4,  6, 12, 15,  et  soit  6  au  10.®  rang:  il 
ÙLUi  encore  18 ,  que  Ton  peut  obtenir  par  11  et  7,  qui  se 
trouveront  par  conséquent  aux  5.^ et  dernier  rangs.  La  1.'® 
horizontale  et  les  cinq  suivantes  peuvent  donc  être 

3  1  2  4  7  5  12  8  9  6  10  13  15  14  11 
13  15  14  11     3    1     2    4    7    5  12    8    9    6  10 

8    9    6  10  13  15  14  11     3    1     2    4    7    5  12 

4  7  5  12  8  9  6  10  13  15  14  11  3  1  2 
11  3  1  2  4  7  5  12  8  9  6  10  13  15  14 
10  13  15  14  11  3  1  2  4  7  5  12  8  9  6 
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1    2    3    4    5    6    7    8    9  10  11  12  13  14  45 

6    7    8    9  10  11  12  13  14  15    1    2    3    4    5 

11  12  13  14  15    1    2    3    4    5    6    7    8    9  10 

1    2    3    4    5    6    7    8    9  10  11  12  13  14  15 

6    7    8    9  10  11  12  13  14  15    1    2    3    4    5 

11  12  13  14  15    1    2    3    4    5    6    7    8    9  10 

Il  y  aura  donc  5  groupes  de  3  nombres,  et  série  de  5 

à  la  1«'^  diagonale;  mais  cette  diagonale  comprend  on 

nombre  de  chaque  groupe  de  3.  €euxHH  Talent  24 ,  et 

ceux  de  5  valent  40.  Soient  les  groupes  de  3  les  suiyans  : 

1  13  10...  3  9  12...  5  8  11...  4  6  14.. .27  15 

U  faut  donc  un  nombre  de  chacun  de  ceux-ci,  de  ma- 
nière à  ce  qu'on  ait  40*  Soient  ces  nombres  10,  3, 11, 
14 , 2.  Si  10  est  le  premier  de  la  1.re  hori2ontale,  il  fiiudra 
que  1  et  13,  qui  achèvent  le  groupe,  soient  aux  6.«  et  1 1.« 
rangs.  Si  l'on  prend  3  du  2.®  groupe  pour  le  2.©  de  la  dia- 
gonale, comme  il  tient  le  7.<^  rang,  9  et  12  seront  au  2.^ 
et  au  12.«  rang.  Soit  14  le  3.«  nombre  de  la  diagonale  :  il 
sera  au  13.«  rang,  et  alors  4  et  6  au  3.^  et  au  8.^.  Si  1 1 
est  au  4.6  rang  de  la  diagonale ,  on  mettra  5  et  8  aux  9.^ 
et  14.e  rangs.  Enfin,  soit  2  le  5.^  de  la  diagonale,  lequel 
tient  le  10.^  rang:  il  Êiudra  que  7  et  15  soient  au  5.^  et  au 
15.6  rang.  La  l.re  horizontale  rectifiée,  et  les  suivantes, 
seront  en  conséquence 

10  9  4  11  7  1  3  6  5  2  13  12  14  8  15 

1  3  6  5  2  13  12  14  8  15  10  9  4  11  7 

13  12  14  8  15  10  9  4  11  7  1  3  6  5  2 

10  9  4  11  7  1  3  6  5  2  13  12  14  8  15 

1  3  6  5  2  13  12  14  8  15  10  9  4  11  7 
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n  est  inutile  de  continuer,  pubque  les  lignes  se  ré« 
pètent  de  3  en  3:  il  n'j  a  plus  de  difficulté  à  substituer 
les  multiples,  ainsi  qu'on  l'a  £sdt  précédemmenL  On  roit 
comment  on  agirait  dans  tous  les  cas.  L^ordre  naturel 
de  la  prenûère  horiiontale  indique  pour  les  lignes  sui- 
vantes, lorsque  les  groupes  sont  connus,  à  qucUe  place 
il  &ut  mettre  les  nombres  de  ces  groupes.  Il  est  donc 
utile ,  on  pourrait  dire  nécessaire,  de  faire  cette  première 
horizontale  de  manière  à  s'assurer  du  rang  des  nombres 
de  chaque  groupe* 

On  Ta  -donner  la  manière  de  former  les  groupes  de  3, 
et  d'en  tirer  ceux  de  5.  D'abord,  les  groupes  dont  15  fiût 
partie  ne  sont  qu'au  nombre  de  quatre ,  savoir  :  15 , 1, 8. .  • 

15,  2,  7 15,  3,  6.  ...15,  4,  5.  On  passera  à  ceux 

qui  comprennent  1  ft ,  sans  aucun  des  nombres  qui  entrent 
dans  celui  dont  15  fidt  partie;  ensuite  à  ceux  où  entre 
13,  et  ne  comprenant  pas  ceux  dont  15  et  1t  font 
partie.  Il  restera  6  nombres  qui  doivent  faire  2  groupes 
de  24.  On  peut  distribuer  cette  recherche  comme  soit  : 
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CUBE    DE   9 

l.er   sTSTiME. 

15  1  &..14  87 

...1356.. .12  10  2.. .11  94 

15  1«    5    2    A 

15    3    6  12    4 

15    7    5    2  11 

1  14    6  10    9 

1    8  13  12  11 

1     7  13  10    9 

8  14    5    2  11 

8    3  13  12    4... 

8    3    6  12  11 

8    7    6  10    9 

2.e    STSTiVQ. 

15  1  8. . .  14  4  6 

...13  2  9...12  7  5..,11  10  3 

15  14  rien. 

15    4  13    5    8 

15    6    2    7  10... 

15    6    e    7    3 

1  14    2  11  12... 

1  14    9    5  11 

1     4  13  12  10 

1     6  rien. 

8  14    2    5  11 

8    4  13  12    3... 

13    5  10 

8    6    9    7  10 
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3.C  STSTi». 

15  2  7.. 

.14  1  9.  ..135    6.. .12  8  4.. 

.11  10  3 

15  14  rien. 

15    1  13 

8    3.. 

.15    1    5    8  11.. 

.15 

1    6    8  10 

15    9    5 

8    3 

2  14  13 

8    3.. 

.   2  14    5    8  11.. 

.   2  14    6    8  10 

2    1  rien. 

2    9    6  12  11 

7  14    5 

4  10 

7    1  13 

8  11 

7    9  13 

8    3.. 

.7958  11.. 

.    7 

9    6    8  10 

4.e    STSTillE. 

r 

15  2  7. 

..14  4  6.. .13  1  10.. .12  9  3. 

..11  85 

15  14  rien. 

15    4  13  3  5...15    4 

1  12   8...15    4    1 

9I1...15  4    10  3   8 

15    6  rien. 

2  14  13  3  8. 

..214 

11211...  214  10 

9   5...  21410  311 

2   4  rien. 

2    6  rien. 

7  14  rien. 

7    4  rien. 

7    613  9  5...  7   61 

13    3  11...  7    610 

12   5. 

.7   6  10  9    8 
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5.«  STSTim. 

15  2  7...  14  4  6 

...13  3  8.. .12  11  1...109  5           1 

15  14  rien. 

15   4  rien. 

15   6  13    1    5..15   6 

311 

5..15   6 

8   1  10 

21413    110... 

.214 

312 

9..  2 14 

31110...214  8115 

2   41312   9... 

2   4131110 

2   6  rien. 

71413    I    5- 

714 

311 

5».  7  14 

8  110 

7   41311    5.. 

.7   4 

81110-7   4 

812   9 

7   6  rien. 

6.e    STITillB. 

15  3  6.. .14  1  9 

..13  4  7.. .12  10  2.. .11  85 

15  14    4    2 

5 

15    1    4  12 

8... 

15    1 

7  12    5 

15    9  rien. 

3  14  13    2 

8 

3    1  13  11 

12 

3    9  13  10 

5... 

3    9 

7  10  11 

6  14  13    2 

5... 

6  14 

7    2  11 

6    1  13  12 

8 

6    9    4  10  11... 

6    9 

7  10    8 

- 
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7.»    STSTàlB. 

15  3  6...14  2  8...13  1  10.. .12  7  5.. .11  9  4 

15  14  rien. 

15    2  rien. 

15    8    1  12    4...  15    8    1     7    9 

3  14  rien. 

3    2  rien. 

3    8  13  12    4... 3    8  13    7    9 

6  14  rien. 

6    2  rien. 

6    8  10  12    4...  6    8  10    7    9 

8.e  sratiuM. 

15  3  6...14  2  8...13  4  7.. .12  11  1...10  9  5 

15  14  rien. 

15    2  13    1     9.  ..15    2    7  11  15 

15    8    7    1     9 

3  14  13    1     9...   3  14    7  11  15 

3    2  13  12  10 

3    8  13  11     5...   3    8    7  11     9 

6  14    4  11    5 

6    2  rien. 

6    8    4  12  10 
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9.«    STSTiXB. 

15  4  5...n  I  9.. .13  3  8... 12  10Ï..11  6  7 

15  14  3  2  6 

15  1  3  10  11...  15  1  8  10  6 

15  9  3  2  11.. .15  9  8  2  6 

4  14  13  2  7...  4  14  3  12  7 

4  1  rien. 

4  9  8  12  7 

5  14  13  2  6...  5  14  3  12  &..  5  14  8  2  11 
5  1  13  10  11 

5  9  13  2  11...  5  9  3  12  11...  5  9  8  12  6 


10.e  STSTàlB. 

15  4  5.. .14  2  8.. .13  1  10.. .12  9  3.  11  6  7 

15  14  1  3  7 

15  2  13  3  7 

15  8  1  9  7 

4  14  13  3  6 

4  2  rien. 

4  8  13  9  6...  4  8  10  12  6 

5  14  1  9  11 

5  2  13  9  11...  5  2  10  12  11 
5  8  13  3  11 
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15  a  5. . . 

14  3 

15  14  2  1 

8 

15  3  13  1 

8.. 

15  7  9  1 

8 

4  lA  13  1 

8.. 

a  3  13  12 

8 

4  7  9  12 

8 

5  14  2  11 

8 

5  3  13  11 

8 

5  7  9  11 

8 

11.^    STSlillE. 

7...  13  2  9...  12  11  1...10  6  8 

.15    3    2  12    8 
.au    2  12    8 


Il  serait  plus  difiScile  de  tirer  d'une  série  de  5  nombres 
les  5  groupes  de  3;  par  exemple,  15, 14,6,  1,  4,  ne  four- 
niraient pas ,  en  prenant  un  nombre  pour  chaque  groupe 
de  3,  ce  qui  serait  nécessaire  pour  les  compléter.  Il  suflSt 
de  ce  qui  Tient  d'être  dit,  pour  guider  dans  les  autres  cas. 

Il  est  temps  d'examiner  les  cubes  pairs. 

ARTICLE   V. 

CUBE   DB    4. 

Le  plus  simple  des  cubes  pairs  étant  celui  de  4,  on  va 
d'abord  s'en  occuper. 

Ce  cube  se  forme  par  les  tableaux  connus*  On  peut,  ou 
répéter  les  nombres  dans  les  trois  tableaux;  ou  n'en  répé- 
ter aucun;  ou  avoir  des  tableaux  à  nombres  répétés,  et 
d'autres  sans  répétition  de  nombres. 

On  voit  ijigure  323,  planche  XLVI)  les  tableaux  avec 
nombres  répétés. 
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Chaque  tranche  doit  avoir  520,  h  somme  des  termes 
étant  65>32=2080,  dont  le  quart=5a0. 

Dans  la  figure  323  les  nombres  des  trois  plans  sont  ré- 
pétés ;  mab  dans  celui  des  Y  la  répétition  a  lien  en  rerti- 
cale,  et  dans  les  deux  antres  en  horizontale.  Si  ^e  se 
Matât  dans  les  trois  plans  de  la  même  manière,  on  aurait 
des  nombres  répétés,  ce  qui  s'aperçoit  sur  le  champ. 

Voici  les  tranches  parallèles  aux  difiérens  plans  : 

Tranches  parallèles  au  plan  des  Y,  les  bandes 
prises  parallèlement  à  l'intersection  XY. 
1  U  15  4=:  34  20  31  30  17=  98 
53  58  59  56  =:  226  40  43  42  37  =  162 
57  54  55  60  =  226  44  39  38  41  =  162 
13    2    3  16  =3  34        X2  19  18  29  =   98 

36  47  46  33  =:  162  49  62  63  52  =  226 

24  27  26  21=98  5  10  11     8=3t 

28232225=98  9    6    712=34 

48  35  34  45  =  162  61  50  51  64  =226 


I^anches  parallèles  au  plan  des  Z,  les  bandes 

prises  parallèlement  à  l'intersection  des  TZ. 

153  57  13  =  124  14  58  54    2  =  128 

20  40  44  32  =  136  31  43  39  19  =  132 

36  24  28  48  =  136  47  27  23  35  =  132 

49    5    9  61  =  124  62  10    6  50  =  128 

15  59  55    3  =  132         4  56  60  16  =  136 

30  42  38  18=128  17  37  4129  =  124 

46  26  22  34  =  128  33  21  25  45  =  124 

63  11    7  51=132  52    8  12  64  =  136 
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TrancTies  parallèles  au  flan  des  X,  bandes  prises 
parallèlement  à  l'intersection  des  XZ. 

13  32  48  61  =:  154 

57  44  28    9  =  138 

2  19  35  50=106 

54  39  23    6  =  122 

3  18  34  51 = 106 

55  38  22    7  =  122 

16  29  45  64  =  154 

60  41  25  12  =  13ii 

53  40  24    5  =  122 

1  20  36  49  =  106 

58  43  27  10  =  138 

14  31  47  62  =  154 

59  42  26  11  =  138 

15  30  46  63  =  154 

56  37  21    8  = 122 

4  17  33  52  =  106 

Tranches  diagonales  du  plan  des  X,  bandes  prises 
parallèlement  à  l'intersecHon  des  YZ. 

i.^  TIARCRB  DUGOIUU. 

2fi  TBIHCHB  DUGOHALl. 

1  53  57  13  =  124 

49    5    9  61  =  124 

31  43  39  19  =  132 

47  27  23  35  =  132 

46  26  22  34  =  128 

30  42  38  18  =  128 

52    8  12  64  =  136 

4  56  60  16  =  136 

Tranches  diagonales  du  plan  des  T,  bandes  prises 
parallèlement  à  l'intersection  des  XZ. 

1/e  TUHCHB  SUGOHALB. 

2.*  TKàKCHB  SUfiOKlLB. 

1  20  36  49  =  106 

13  32  48  61=154 

58  43  27  10  =  138 

54  39  23    6  =  122 

55  38  22    7=122 

59  42  26  11=138 

16  29  45  64  =  154 

4  17  33  52=106 

1 
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Tranches  diagonales  du  plan  des  Z,  bandes  prises 
parallèlement  à  Vintersection  des  XT. 


I^re   TEÀHGHB   DUGONALB. 

49  62  63  52  =  226 
24  27  26  21  =3  98 
44  39  38  41  = 162 
13  2  3  16=3  34 


2.^   TEAHGHB   PUCOHALB» 

61  50  51  64  =  226 

28  23  22  25=  98 

40  43  42  37  =  162 

1  14  15    4=   34 


On  yerra  {figure  324 ,  planche  XLVI)  un  autre  arran- 
gement ;  mais  il  est  superflu,  au  moyen  de  ce  qui  précède, 
de  donner  le  détail  des  tranches  de  ce  carré. 

Il  est  facile  de  reyenir  du  cube  aux  tableaux  d'après 
lesquels  il  a  été  formé  :  ainsi,  ayant  chobi  une  des fooes 
du  cube  comme  contenant  les  quatre  nombres  de  la  ra- 
cine, une  autre  pour  les  multiples,  et  la  3«^  pour  les  mul- 
tiples du  carré,  on  ôtera  d'un  nombre  quelconque  du 
cube  le  plus  grand  multiple  du  carré;  du  reste,  le  plus 
grand  multiple  de  la  racine  :  il  restera  le  nombre  de  la 
racine  correspondant.  Agissant  de  môme  sur  chaque  nom- 
bre d'une  bande ,  on  obtiendra  une  ligne  de  chaque  ta- 
bleau, et  par  suite  les  tranches  ou  les  tableaux. 


ARTICLE  VI. 

GUBB   DB   8* 


n  est  très-facile  de  composer  les  cubes  dont  la  racine 
est  divisible  par  4«  En  effet,  d'après  la  manière  dont  se 
forment  les  tableaux  pour  ce  cas ,  on  sait  qu'ils  sont  de 
la  construction  la  plus  expéditiye  et  la  moins  difficile.  Il 


CUBE   DB   8. 


U3 


faul^  comme  on  l'a  dit  ci^dessus»  pour  ëyiter  des  nombres 
répétés,  qu'après  avoir  adopté  an  mode  de  composition, 
l'on  évite  de  &irc  les  tableaux  de  la  même  manière;  c'est- 
à-dire  que  si  deux  plans  ont  cette  composition  en  horizon- 
tale par  exemple ,  le  troisième  l'aura  en  verticale ,  et  réci- 
proquement* Gela  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  qu'il  y  a 
des  nombres  répétés  dans  l'une  des  lignes  d'un  tableau. 

Dans  le  cube  {figure  325,  planche  XLYI)  les  nombres 
répétés  en  horizontale  sont  aux  plans  T  et  Z,  mais  ib  sont 
en  verticale  au  plan  X. 

On  donnera  quelques  tranches  de  ce  cube  de  8,  celle 
des  X  ayant ,  ainsi  que  celle  des  T,  les  bandes  parallèles  à 
l'intersection  XY;  quant  aux  bandes  de  celle  des  Z,  eDes 
seront  paraflèles  à  l'intersection  des  YZ. 

Le  cube  de  8  est  512;  la  somme  des  512  premiers 
nombres  =  ^^^  =?  51 3  •  256,  dont  le  8.^  pour  chaque 
tranche  =51 3*32=1 6416. 


17  ft2  19  44  45  22  47  24=  260 
88  111  86  109  108  83  106  81  =  772 
145  170  147  172  173  150  175  152  =  1284 
216  239  214  237  236  211  234  209  =  1796 
280  303  278  301  300  275  298  273=2308 
337  362  339  364  365  342  367  344=2820 
408  431  406  429  428  403  426  401  =  3332 
465  490  467  492  493  470  495  472  =  3844 


^ 


I 
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1    58     3    60    61      6    63     8=  260  »        _^ 

457  498  459  500  501  462  503  464  =  3844  1        g 

17    42    19    44    45    22    47    24  =  260  1        a 

473  482  475  484  485  478  487  480  =  3844  1   f*  1 

481  474  483  476  477  486  479  488  =  3844  >  ^  *3 

41     18    43    20    21     46    22    48=  260  l  *    5 

497  458  499  460  461  502  463  504  =  3844  1       | 
57     2    59      4      5    62     7    64=  260  /       * 

1  457    17  473  481    41  497    57=2024  \        S 
72  400    88  416  424  112  440  128  =  2080  1        | 

129  329  145  345  353  169  369  185=2024  [       "ç^ 
200  272  216  288  296  240  312  256  =  2080  \  f  | 

264  208  280  224  232  304  248  320  =  2080 

^î 

321  137  337  153  161  361  177  377  =  2024 

392    80  408    96  104  432  120  448  =  2080 

449      9  465    25    33  489    49  505=2024  *        g* 

On  peat  remarquer  que  les  bandes  des  T  et  des  Z  n'ont 

que  deux  espèces  de  sommes  pour  les  nombres  qui  les 

composent 

Toici  une  tranche  diagonale,  la  seconde  des  X  (par 

exemple  > 

CUBE  DE  8. 

8  464  24  480  488  48  504  64  =  2060 
122  434  106  418  410  82  394  66  =  2032 
134  334  150  350  358  174  374  190  =  2064 
252  308  236  292  284  212  268  196  =2048 
317  245  301  229  221  277  205  261  =2056 
323  139  339  155  163  363  179  379  =  2040 
447  119  431  103  95  407  79  391  =2072 
449   9  465  25  33  489  49  505  =  2024 
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Si  l'on  Toolaii  calculer  les  combinaisons  dont  est  sus- 
ceptible la  forme  de  la  figure  325 ,  comme  une  moitié  de 
chaque  ligne  a  son  complément  dans  Tautre  moitié,  on 
aura  une  puissance  de  4  égale  au  nombre  de  fois  qu'il  est 
contenu  dans  la  racine*  Ici  ce  sera  4*  pour  les  combinai- 
sons qu'on  peut  faire  arec  8  nombres ,  dont  4  ne  contien- 
dront point  de  complémens. 
Yoici  ces  16  combinaisons  : 

12  3  4 12  3  5 1  2  4  6....1  2  5  6... 

1  3  4  7 1  3  5  7 1  4  6  7....1  5  6  7... 

23  4  8 2  3  5  8 2  4  6  8....2  5  6  8... 

347  8 357  8 467  8.. ..5678 

Chacune  de  ces  combinaisons  aura  1*2*3*4=24  pennu«» 
tations:  donc  il  viendra  16*24=384.  Mais  chaque  face  du 
cube  est  susceptible  du  même  nombre  de  combinaisons  : 
ainsi  on  obtiendra  384*.  Or  on  peut  avœr  la  série  en  rer- 
ticale  dans  l'une  ou  l'autre  des  trois  foces,  ou  bien  deux 
séries  en  yerticale  et  une  seule  en  horizontale  dans  l'une 
ou  l'autre  des  faces  :  il  faut  donc  mulUplier  384'  par  6, 


TOM.    II. 


35 
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et  il  Tient  339,738^62/1  combinaisons  pour  la  seule  ferme 
de  la  figure  325. 

On  n'est  pas  borné  à  cette  forme*  H  y  en  a  grand 
nombre  d'autres  :  par  exemple,  les  deux  nombres  complé- 
mens  dont  la  somme  est  9  peuvent  alterner  :  1,  8, 1,  8, 
1, 8,  1,  8.  Les  lignes  peuvent  avoir  série  de  4  nombres, 
dont  la  somme  serait  2*9=:18^  et  placés  aux  l.^r,  3.®,  5.« 
et  7.®  rangs  de  la  première  ligne,  etc.,  etc. 

Si  la  racine  n'est  pas  une  puissance  exacte  de  2 ,  on 
verra  aisément  quelles  sont  les  séries  :  ainsi ,  pour  12=3*4, 
il  peut  y  avoir  des  séries  de  2,  de  3,  de  4,  de  6.  Ces  séries 
sont  les  diviseurs  de  12,  et  de  même  pour  les  autres 
nombres  divisibles  par  4. 

Gomme  il  n'y  a  pas  de  moyen  dans  la  progression  d'un 
nombre  pair  de  termes ,  on  ne  peut  commencer  la  2.®  ligne 
d'un  tableau  par  le  2.^  ou  dernier  nombre  de  la  première 
(on  suppose  ici  que  les  lignes  conservent  l'ordre  des 
nombres  de  la  première  ).  On  ne  peut  d'ailleurs  commen- 
cer la  2.<^  ligne  parle  premier  nombre  de  la  première  :  car 
chaque  verticale  serait  composée  d'un  même  nombre  ré- 
pété; mais  il  y  a  de  l'analogie  quant  aux  séries  lorsqu'on 
choisit,  poùlr  commencer  la  %^  ligne,  des  nombres  à  égale 
tfstance  des  2.^  et  dernier  de  la  première  ligne.  Ainsi, 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9  10  11 

12 

4 

5 

6 

7 

2 

3 

7 

8 

9  10 

4 

5 

6 

10  11 

12 

1 

6 

7 

8 

9 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9  10  11 

12 

4 

5 

6 

7 

8 

9  10  11 

12 

1 

2 

3 

7    8    9  10  11  12    1    2    3    A    5    6 

On  Toit  qae  les  nombres  répétés  en  yerticale  auront  les 
l.er^  i/^y  7.e  et  10.^  rangs  dans  la  l.re  horizontale,  pnb  ks 
2.«,5.e,  8.«  et  ll.e*  enfin  les  3.e,  6.®,  9*^  et  12.e. 

Ceux  de  la  iJ^^  diagonale  suivront  les  1*^,  5.^  et  9.^ 
rangs;  et  ceux  delà  2.^  diagonale,  les  12.e^  2.^,  4««,  &e, 
8«e  et  10*6  rangs.  H  Êiut  satis&ire  à  ces  conditions.  Les 
séries  de  trois  nombres  doivent  avoir  pour  somme  le  quart 
de  78,  qui  est  celle  des  douze  premiers  nombres.  Or  78 
n'est  pas  divisible  par  4  :  on  ne  peut  donc  employer  les 
combinaisons  dans  lesquelles  entrera  cette  série  de  trois 
nombres;  mab  celles  qui  sont  composées  de  2,  de  ft  et  de 
6  nombres,  seront  convenables. H  suit  qu'on  ne  peut  com- 
mencer la  2fi  horizontale  par  les  4.^,  5.«,  6.«,  8.^, 9.®  et 
10.C  nombres  de  la  première  :  il  ne  reste  que  les  3.^;  7s 
et  11 .6  nombres. 

On  a  vu  qu'en  commençant  par  le  3.<^ ,  on  aurait  série  de 
6  en  verticale,  et  de  4  à  la  L^'^  diagonale.  La  série  de  6 
doit  avoir  pour  sonune  ^ = 39  ;  e  t  celle  de  4 ,  7=2& 

Toici  les  diverses  manières  d'avoir  26  avec  ft  des  12 
premiers  nombres  : 


1  2 
1  3 
1  i 
1  5 
1  6 


11  12 

10  12 

9  12 

8  12 

7  12 
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1  4  10  11      1  6  9  10 


1  5 
1  6 


9  11 
8  11 


1  78  10 
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2  3  9  12 
2  4  8  12 
2  5     7  12 


34 
35 


7  12 
6  12 


2  3  10  11 
2  4    9  11 

25  8  11 

26  7  11 


3  4 
35 


8  11 
7  11 


25  9  10 

26  8  10 


3  49  10 
3  58  10 
36  7  10 


2  789 


4  5    6  11      4  5  7  10 


3689 


4  589 
4  679 


5678 


Mais  la  série  de  6  doit  être  placée  aux  1 .«',  8.«,  5.« ,  7.e, 
9fi  et  11.«  rangs  de  la  l.re  horisontale;  et  celle  de  4,aux 
1.«,  4.e,  7.0  et  10.O  rangs.  Ainsi  tb  t."  et  le  7."  seront 
commons  à  la  Terticale  et  à  la  l.'*  diagonale.  S  &ut  satis- 
&ire  à  cette  condition,  ce  qui  est  très-fadle.  Qu'on  ait 
choisi,  par  exemple,  ponr  la  série  de  la  i,"  rerticale  les 
nombres  3, 4, 5,8,  9, 10=:;39  :  tontes  les  séries  de4  ci- 
dessus  qui  comprendront  deux  des  six  de  la  précédente 
série,  conviendront;  l'un  sera  placé  an  1."'  rang,  et  l'antre 
au  7.»  rang  de  la  l.^e  horizontale.  Ayant  pris  2,  4 ,  8,  12 
=s 26, on  aura  4 et  8  communs,  et  la  1."  horisontalepeut 
être 

4  1  3  2  5  7  8  11  9  12  10  6 
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Pour  le  seul  choix  adopté^  le  nombre  des  oombmaisoos 
est  considérable*  D'abord,  4  et  8  peutent  akemer;  les  ft 
nombres  3^  5,9,  10,  présentent  24  combinaisons;  les  2 
nombres  9  et  12  peuvent  changer  de  place.  Bnfim  les 
nombres  1 ,  6, 7, 1 1 ,  présentent  aussi  2&  combinaisons ,  ce 
qui  donnera ,  pour  ce  cas  particulier,  &•  24^  =2304  com- 
binabons  différentes. 

Si ,  au  lieu  de  la  progression  des  nombres  de  la  racine , 
on  a  celle  de  ses  multiples ,  ou  des  multiples  de  son  carré, 
il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  à  éprouver,  puisque  les  rangs 
peuvent  toujours  être  fiM)ilement  déterminés. 

On  donne  encore  les  séries  pour  les  vingt  premiers 
nombres.  La  1«^  horizontale  est  toujours  composée  de  ces 
premiers  nombres  par  ordre,  afin  de  déterminer  les  rangs 
des  nombres  de  séries. 
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Les  séries  ont  les  yaleurs  sniTAntes,  chaqae  ooaple  fa- 
lant2f. 

Série  de  2  yaut  21. . . .  série  de  4  yaut  42. .  • .  série  de 
10  vaut  105. . . .  série  de  5nepeut  s'obtenir, piiîsqae2f 0, 
Talenr  des  ringt  premiers  nombres,  ne  se  dirise  pas 
par  4« 

On  ne  peut  donc  commencer  la  2.^  ligne  parles  nombres 
des  4.^  5.e,  6.e,  8.e,  9.^,  10.%  12.e,  18.e,  14.S  16.e,  17.e 
et  18.0  rangs  de  la  l.re  horizontale;  et,  comme  les  1.^, 
2.0  et  20.«  sont  exclus  pour  les  racines  paires ,  il  ne  reste 
que  les  S.®,  7.o,  ll.o,  15«o  et  19.^,  qui  se  suifent  de  4 
en  4. 

De  même,  pour  36  cbaque  couple  Tant  37:  d'où  il  suit 
qu'on  ne  peut  avoir  de  séries  de  3  ou  de  9  nombres  :  car  il 
Tiendrait  37  •  18  pour  somme  des  36  premiers  nombres, 
dont  le  douzième  et  le  quart  ne  peuvent  s'obtenir  en  nombres 
entiers  ;  ou,  mieux ,  puisqu'un  couple  est  impair,  un  couple 
et  demi  ou  quatre  couples  et  demi  sont  des  nombres 
fractionnaires,  par  conséquent  inadmissibles. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  exposé ,  voici,  pour  20 de  ra- 
cine ,  et  en  commençant  la  2.^  horizontale  par  le  7.o  terme 
de  la  première,  ce  qu'il  y  aurait  à  Êiire. 

La  2.®  diagonale  aura  série  de  4  nombres,  et  les  verti- 
cales série  de  10.  Il  faut  105  pour  ces  10  nombres.  <^ie 
l'on  choisisse  1 , 2, 3, 4,  5, 16, 17, 18, 19,  20=105.  Ces 
nombres  sont  placés  aux  10  rangs  impairs;  les  4  de  la  2.® 
diagonale  seront  aux  5.©,  10.e,  15.e,  20.e,  c'est-4-dire  que  le 
5.0  et  le  1 5.0  rangs  contiendront  des  nombres  communs.  Dr 
ces  4  nombres  doivent  faire  42,  somme  de  2  confies. 
Soient  choisis  4  et  19  :  il  £)ut  encore  19,  qu'on  peut  ihire 
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ayec  9  et  10.  H  est  clair  qae  les  nonibres  restans  6,  7,  8, 
11,  12,  13,  14, 15,  ajoutés  à  19,  doiyent  faire  aussi  105. 
Mais  ces 8  nombres  restans ,  ainsi  que  9 et  10,  seront  pla- 
cés aux  cases  paires.  Ajant  donc  la  première  ligne  hori- 
sontale  naturelle 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 13  14  15  16  17  18  19  20 
Elle  deviendra  rectifiée  par  une  foule  de  combinaisons, 
parmi  lesquelles  on  peut  choisir  ceUe-ci  : 

1  6  16  7  4  8  20  11  2  9  3  12  5  13  19  14  17  15  18  10 
on  met  4  et  19  aux  5.®  et  15.c  rangs  à  yolonté;  il  en  est  de 
même  de   9  et  10  aux  10.^  et  20.^  rangs;  les  nombres 

I ,  2,  3,  5, 16, 17, 18, 20,  dans  les  rangs  impairs  placés 
aussi  à  Yolonté  également,  ainsi  que  les  nombres  6, 7, 8, 

II,  12, 13,14,  15, aux  rangs  pairs. 

Yoici  les  premières  lignes  du  résultat.  H  suffit  de  dix 
lignes  :  leadix  suivantes  sont  les  mêmes  pour  les  verticales, 
et  l'on  Toit  assez  la  série  de  la  %^  diagonale.  On  formera 
ayec  ce  tableau,  et  ceux  des  multiples  substitués  aux 
nombres  simples ,  le  cube  de  20. 

i     6  16  7  4  8  20  11  2  9  8  13  5  18  19  14  17  15  18  10 

20  11  2  9  8  12  5  18  19  14  17  15  18  10  1  6  16  7  4  8 

5  13  19  14  17  15  18  10  1   6  16  7  4  8  20  11  2  9  8  12 

18  10  1  6  16  7  4  8  20  11  2  9  8  12  6  1S  10  14  17  15 
4  8  20  11  2  9  8  12  5  18  19  14  17  15  18  10  1  6  16  7 
8  12  5  18  10  14  17  15  18  10  1  6  16  7  4  8  20  11  2  9 

17  15  18  10  1  6  16  7  4  8  20  11  2  9  8  12  5  15  19  14 
16  7  4  8  20  11  2  9  8  12  5  18  19  14  17  15  18  10  1  6 
2  9  &  12  5  18  19  14  17  15  18  10  1  6  16  7  4  8  20  11 

19  14  17  15  18  10  1  6  1&  7  4  8  20  11  2  9  8  12  5  18 
1  etc. 

Il  est  temps  de  passer  aux  racines  divisibles  par  2 
seulement. 
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ARTICLE    VII. 

CUBB    DB    & 

n  j  a  plusieurs  manières  de  former  le  carré  des  6  pre- 
nuers  nombres  sans  en  répéter  aucun.  Bn  ycici  quelques- 
oanes  : 

123456  I23«56  123456 

541623  654321  654321 

256341  462513  246135 

365214  231645  315264 

614532  546132  531642 

432165  315264  4  62  513 

123456  123456  123456 

541632  236145  246135 

356241  415263  S  i  5  2J  â 

265314  541632  531  6^  2 

614523  654231  654321 

432165  362514  462513 

La  3.®  et  la  6.^  manières  sont  les  plus  faciles  à  retenir* 
On  ne  pouirait  cependant  faire  un  cube  magiqfue  avec 
un  seul,  ou  avec  deux,  ou  enfin  avec  trois  de  ces  ta- 
bleaux, en  substituant,  comme  il  le  &ut,  les  multiples 
au  lieu  des  nombres  simples  dans  deux  tableaux* 

Toici  d'autres  tableaux  à  nombres  répétés  et  déjà  don- 
nés, lesquels  servent  au  carré  de  36 ,  en  substituant  dans 
l'un  d'eux  les  multiples  aux  simples,  et  en  renyersant  les 
verticales  pour  en  bire  les  horizontales. 
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123456 

123456 

624  351 

624  35  1 

654  32  1 

6  5  3  4  2  1 

154326 

15  3  4  2  6 

623  45  1 

6  2  4  351 

15  34  26 

154  326 

123456 

12  34  56 

653  4  2  1 

6  5  3  4  2  1 

6  24  35  1 

624351 

654321 

12  4  3  5  6 

15  3  426 

654  32  1 

1 24  35  6 

15  3  426 

Si  l'on  emploie  la  première 

forme  (Jg.SX ,  pi. XLTII ), 

les  tranches  seront  exactes, 

mais  il  j  aura  des  nombres 

répétés,  et  par  conséquent  < 

les  nombres  manquans. 

1.'«  TKAHCRB  918    X.                                                   j 

1     32    33      4    35 

6=:    111  \ 

42    68    70    39    71 

37=    327  J 

78  107  106    75  104    73  =    543  f 
109  143  142  111  140  114  =    759  f  ~  *^ 

150  176  177  148  179  145  =3    975  \ 

181  215  213  184  212  186  =:  119t  / 

2.e   TEAHCHI    DIS  X. 

187  188  207  208  191  210  s  1191  \ 

48    44    64    63    47 

61  =:    327  J 

120  119  136  135  116  133  =5    759  f  __  39^^ 
79    83  100    99    80  102  s:    543  ( 

156  152  171  172  155  169  s    975  \ 

7    11    27    28     8 

30=    111  / 

1 
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Ces  tranches,  ainsi  que  les  quatre  soirantes 

,  sont  prises 

de  manière  que  leurs  bandes  sont  parallèles 

à  rinterseo- 

lion  X  r. 

3.0  THÀNCBE  OBS 

X. 

193  200  201  202  197  198  = 

1191  \ 

162  164  166  165  161  157  == 

975  j 

.            126  131  130  129  122  121  = 
85    95    94    93    86    90  = 

759  f 
543  f 

—  3906 

54    56    57    58    53    49  = 

327  1 

13    23    21    22    U    18  == 

111  / 

4.«  laincnE  des 

3t. 

19    14    15    16    23    2fl  = 

111  \ 

168  158  160  J59  167  163  = 

975  1 

132  125  124  123  128  127  = 
91     89    88    87    92    96  = 

759  ( 
543  [ 

=  390G 

60    50    51     52    59    55  = 

327  ) 

199  197  195  196  200  204  = 

1191  / 

On  pourrait  se  dispenser  de  continuer; 

on  voit  déjà      j 

quelques  nombres  répétés,  tels  que  14,  23 

1.  Il  ne  tant      i 

donc  pas  conclure  de  TeKaclitude  des  trancbes  celle  du 

cube,  n  y  a  d'autres  nombres  répétés ,  comme  oa  pourra 

s'en  couvaincre. 

5.<'  TRANCHE  DBS 

X. 

205  206  189  190  209  192  =: 

1191  \ 

66    62    46    43    65    43  = 

327 

'       •       102  101    82    81     98    79  = 
133  137  118  117  134  120  = 

543 
759 

=  3906 

174  170  153  154  173  151  = 

975    1 

25    29      9    10    26    12=: 

111/ 

< 
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6.e  TKAKCBl  OIS  X. 

31      2      3    34      5    36  a    111 

180  146  148  177  149  175  =    975 

108    77    76  105    74  103  =    543  | 
139  113  112  141  110  144  =    759  { 

,  =  3906 

72    38    39    70    41    67  =    327  ' 

211  185  183  214  182  216  =  1191  >^ 

Yoici  encore  une  tranche  des  T  et  une  des  Z,les  bandes 

prises  parallèlement  à  l'intersection  Y  Z. 

L^^TEiRCHB   DBS  Y. 

1  187  193    19  205    31  =:    636  . 

32  188  200    14  206     2  =    642 

33  207  201     15  189      3  =    648 

=  3906 

4  208  202    16  190    34  =:    654 

35  191  197    23  209      5  =    660 

6  210  198    24  192    36  =:    666  ^ 

4.e  TKÀIICHI  DBS  Z. 

33  207  201     15  189      3  =:    648  n 

70    64  166  160    46  148  =    654 

106  136  130  124    82-76=    654  1 
142  100    94    88  118  112=    654 

=  3906 

177  171    57    51  153    39  =    648 

213    27    21  195      9  183  =:    648  ^ 

Encore  une  diagpnale. 

• 
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1J6   I>lAGONi.LX  DBS  X. 

1  187  193    19  205    31  = 
68    44  164  158    62  146  = 
106  136  130  124    82    76  =    «54  I  _  ^g^jg 
111    99    98    87  117  141  =    ^'^'^ 
179  155    53    59  173    41  = 
186    30    18  204    12  216  = 
Toutes  les  tranches  sont  exactes^  et  cependant  les  six 
tranches  des  X  qui  Ibnnent  le  cube  ont  des  nombres  lé- 
pétés,  et  par  conséquent  des  nombres  manquans. 
Les  nombres  doubles  sont  : 
14  23  39  70  79  102  120  133  148  177  197  200 
Les  nombres  manquans  sont  : 

17  20  40  69  84    97  115  138  147  178  194  203 
Il  suit  qu'il  Êiut  procéder  à  la  Térificafion  avant  de  for- 
mer le  cube,  pour  ne  pas  Êdre  d'opérations  inutiles  et 
fausses. 

Il  &ut  aussi  éTiter  de  donner  aux  bandes  d'un  tableaa 
plus  ou  moins  en  somme  qu'elles  ne  doivent  avoir*  Ainsi 
on  verra  {Jif^re  327 ,  flanche  XLVII  )  la  fece  des  X 
composée  de  manière  que  les  bandes  parallèles  à  Tinter- 
section  des  X  Z  comprennent  plus  ou  moins  de  21.  Ce- 
pendant, en  formant  les  tranches,  on  trouvera  tous  les 
nombres,  et  l'on  aura  les  tranches  parallèles anxX  et  ceUes 
parallèles  aux  Y,  exactes  ;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même 
de  celles  parallèles  aux  Z.  Il  ne  laudrait  donc  pas  con- 
clure que  le  cube  est  exact ,  quoiqu'il  renferme  tous  les 
nombres.  Il  y  aurait  donc  encore  à  faire  la  vérification. 
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Le  cabe  (figure  328,  planche  XLYII)  est  exact,  et 
résulte  delà  seconde  forme  de  c<«iposhion  à  nombres  répé- 
tés donnée  pins  hant.  Cette  forme  est  enbornontaledans 
les  deux  tableaux  de  multiples  de  la  figure,  il  est  fecile  de 
s'en  assurer.  Il  font  donc,  lorsqu^n  choisira  une  forme, 
Térifier  le  résultat;  il  n'est  d'ailleurs  nécessaire  de  Dure 
cette  Yérification  que  jusqu'à  la  moitié.  Ainsi ,  prenant  le  0 
du  multiple  des  carrés,  on  verra  si,  combiné  avec  les  mul- 
tiples de  la  racine,  on  obtient  pour  chaque  résultat  tous 
les  nombres  de  la  racine.  On  passe  à  un  second  multiple 
des  carrés ,  et  l'on  agira  de  même  :  cela  se  fait  à  l'œil. 

Par  exemple ,  pour  le  1  .^^  0  des  multiples  du  carré  il 
yient  :  0,  30,  30,  0,  30,  0,  auxquels  répondent  les  nom-^ 
bres  1,2,3,  a,  5,  6. 

Le  dernier  0  donne  30,  0,  0,  30,  0, 30, avec  1, 2,  3, 
a,  5,  6. 

Le  2.e  0  donne  18,  12, 18, 18, 12, 12,  et  1,  2,  3,  H,  5, 6. 

Le  2.e  0  de  la  dernière  ligne  donne  12, 18,  12, 12, 18, 
18,  avec  1,5,  4,  3,2,6. 

Le  l.er  0  fournit  6, 6, 24, 24,  6,  24,  et  1, 5,  4,  3, 2, 6. 

Le  dernier  0  aura  24,  24,  6,  6,  24,  6,  et  toujours  1,  5, 
4,3,2,6. 


résultat  aenil  : 

1     32    33 

4 

35 

6 

31      2      3 

34 

5 

36 

19    14    21 

22 

17 

18 

13    23    16 

15 

20 

24 

7    11    28 

27 

8 

30 

25    29    10 

9 

26 

12 
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ce  qui  donne  les  36  premiers  nombres*  H  suit ,  sans  es* 
sayer  180,  que  l'on  obtiendra  les  36  derniers. 

On  passerait  au  multiple  36,  et  Ton  doit  avoir  les  36 
nombres  après  les  premiers.  On  omettra  144*  Enfin  72 
donnera  les  nombres  qui  viennent  après  les  72  premiers* 

ARTICLE  TIII. 

CVBB    BB    10. 

On  n'entrera  dans  aucun  détail;  on  consultera  les  fiices 
(^figure  329 ,  planche  XLVII.)  Les  tableaux  sont  du 
nombre  de  ceux  donnés  pour  le  carré  de  10. 

ARTICLE  IX. 

PEOGaBSSIORS  ÀUTEBS   QUE  CELLE  BBS   NOMBEES   NiTiTEELS. 

Si  la  progression  est  autre  que  celle  des  nombres  na- 
turels, il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté*  Dans  le  cas  de  la  sé- 
rie des  nombres  naturels^  le  multiple  après  0  est  la  racine 
même.  Dans  le  cas  que  l'on  considère ,  on  prend  l'excès 
du  nombre  qui  lient  après  le  dernier  de  la  racine  sur  le 
premier;  c'est  cet  excès  qui  est  le  premier  multiple  après  0* 
Ce  même  excès,  ajouté  au  plus  grand  multiple  de  la  racine 
dans  l'ordre  naturel,  donnera  le  plus  petit  multiple  du 
carré  de  la  racine  :  ainsi,  dans  la  progression  2*5*8*I1* 
14-17,  etc*,  jusqu'au  64.6  terme,  qui  est  le  cube  de  4 ,  puis- 
qu'on suppose  4  la  racine,  les  simples  seront  2*5*8«11;le 
suivant  est  14;  or  14-^2=12  :  ce  sera  le  multiple  qui 
remplacera  4*  Le  plus  grand  étant  36 ,  si  l'on  ajoute  12, 
on  aura  48,  qui  remplacera  16,  carré  de  la  racine ,  et  48 
sera  le  plus  petit  multiple  du  carré  de  la  racine* 
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Mieux  encore  :  puisque  la  différence  de  la  progression 
est  3,  si  l'on  multiplie  3  par  4 ,  on  aura  1 2  pour  le  premier 
multiple  après  0;  et  si  Ton  multiplie  16,  carré  de  la  racine^ 
par  3)  il  viendra  48.  Ce  dernier  moyen  est  le  plus  expéditif 
pour  obtenir  les  multiples.  Les  tableaux  seront  donc  ici  : 
2  11  11    2         0  12  24  36  0  144  144      0 

5    8    8    5       36  24  12    0         48    96    96    48 
8    5    5    8       36  24  12    p         96    48    48    96 
11    2    2  11         0  12  24  36        144      0      0  144 
Soit  encore  8  la  racine ,  et  la  progression  3«8«13«18* 
23«28*33*38,  43*48,  etc.  :  le  dernier  terme  sera  511*5-f  3 
=2558;  or  43 — 3=40  sera  le  premier  multiple  de  la  ra- 
cine. On  aurait  de  même  8*5=40,  pubque  la  différence 
de  la  progression  est  5.  Les  multiples  seront  donc  0«40« 
80.120*160«200*240.280.  Les  multiples  du  carré  de  la 
racine  seront,  pour  le  premier,  280+40t=320;  pour  le  2.e, 
640:  ûnsi  l'on  aura  0-320«640.960«  1280- 1600*1 920-2240. 
On  aurait  obtenu  plus  Êtcilement  320  par  64*5  pour  pre- 
mier multiple  du  carré  de  la  racine.  Les  trois  plus  grands 
nombres  2240  +  280  +  38  ont  pour  somme  2558,  ainsi 
qu'on  l'a  déjà  trouvé. 

Si  la  série  est  interrompue,  on  agira  toujours  de  même. 
Soient,  par  exemple,  les  progressions 

4.   7.10.13.16.19-22.25 
30- 33  •36*  39*42  •45*48  «51 
56.  59 .  62. 65 .68. 71 .74 .77,  etc. 
La  différence  est  3^  l'intervalle  est  5;  la  différence  de 
30  à  4=:26  :  donc  26  est  le  premier  multif^e  de  la  racine, 
non  compris  0.  De  même,  puisque  les  multiples  de  la 
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racine  sont  0»26»  52,  78, 104»  130, 156, 182,  le  plus  grand 
étant  182,  si  on  lui  ajoute  26,  il  Tiendra  208  pour  le  plus 
petit  des  multiples  du  carré  de  la  racine  :  ils  seront  donc 
0,  208, 416,  624, 832, 1040, 1248, 1456.  En  effet,  si  l'on 
ajoute  25  à  7*26,  on  aura  207;  et  si  l'on  ajoute  à  ce  denier 
7*208,  il  Tiendra  1 663  pour  le  plus  grand  nombre  du  cube* 
Ce  nombre  doit  être  égal  à  63-26+25=1638+25=1663. 
n  est  donc  fiicile  de  fiiire  un  cube  magique  aiec  des  pro- 
gressions continues  ou  discontinues. 

n  est  bon  de  retenir  la  manière  de  former  les  tableaux 
pour  les  cubes  dont  la  racine  ne  se  divise  que  par  2  :  ce 
sont  les  seuls  qui  présentent  quelque  difficulté« 

La  1 J^  verticale  a  les  deux  extrêmes  égaux  ;  on  alterne 
ensuite  jusqu'aux  nombres  du  milieu,  qui  sont  différons. 
Pour  les  autres  verticales  les  extrémités  diffèrent,  et  l'on 
alterne  ensuite  en  partant  successivement  du  bas  en  haut 
et  du  haut  en  bas,  ligne  par  ligne,  et  Êûsant  les  nombres 
du  milieu  des  lignes  égaux.  H  suffit  d'arriver  à  la  moitié 
des  verticales  ;  l'autre  moitié  est  l'inverse  de  la  première. 
Les  deux  nombres  de  chaque  verticale  sont  complémens 
l'un  de  l'autre.  H  suffît  d'un  tableau  :  les  deux  autres  sont 
le  même,  dans  lequel  on  substitue  les  multiples  aux 
simples,  et  seront  en  verticale  ce  que  l'autre  est  en  ho- 
rizontale, et  réciproquement.  11  est  à  remarquer  qu'à 
chaque  intersection  des  faces  du  cube  il  ne  doit  y  avoir 
de  nombres  répétés  qu'à  l'une  des  lignes  qui  longent  cette 
intersection. 

U  n'est  pas  hors  de  propos  de  dire  un  mot  sur  la  manière 
dont  les  tranches  des  faces  dérivent  les  unes  des  autres. 
Gela  est  même  indispensable  pour  éviter  la  recherche 
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toujours  fatigante  des  tranches  par  l'addition  successive  de 
trois  nombres. 

ARTICLE    X. 

DÉRIYÀTION    DES    TRANCHES. 

Soit  S  le  signe  des  nombres  simples ,  R  celui  des  mul- 
tiples de  la  racine,  et  R^  celui  des  multiples  du  carré  de  la 
racine.  Soient  les  tranches  prises  parallèlement  au  plan 
des  X  (^figure  328)  ;  et  les  bandes,  parallèlement  à  l'inter- 
section des  X  Y,  à  partir  de  la  dernière  case  de  la  bande. 

Les  nombres  simples  Tarient  à  chaq[ue  bande;  les  mul- 
tiples de  la  racine  ou  les  valeurs  de  R  sont  constantes  pour 
une  même  tranche ,  et  celles  de  R^  pour  une  même  bande. 
Les  valeurs  de  S,  quoique  variables  à  chaque  bande, 
restent  les  mêmes  pour  toutes  les  tranches. 

On  peut  disposer  les  tranches  comme  suit  :  les  multiples 
pour  H  et  R^  sont  indiqués  par  le  chiffre  simple  qui  dé- 
signe l'ordre  du  multiple ,  sans  y  comprendre  0,  qui  en  Mi 
partie:  ainsi,  pour  R,  le  chiffre  4  désigne  le  4.«  multiple 
effectif,  dont  le  premier  est  6,  et  par  conséquent  4  vaut 
4*6=:24.  U  en  est  de  même  pour  R^  :  ainsi  S  signifie  36*5 
=180.  Gela  entendu,  voici  les  tranches  des  X: 

PRBHIÂRE    TRANCHE. 

Ra=0....S=1  2  3  4  5  6 
R«==1....S=6  2  4  351 
R^=2....S=65  34  21.         ^-q  5  5  n  5  ft 

K^=zli S=6  2  4  3  5  1 

Ra=5..,.S=1  5  4  3  26 
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2.^    TBinCHB. 

Ra=5. . . .  S=1  2  3  4  5  6 
Ra=1....S=6  2  4  3  5  1 
R«=3....S=fi  5  3  4  2  1 
Il»=3....S=1  5  34  26 
V^=A....S=6  2  4  3  5  1 
Ra=O....S=l  5  4  3  2  6 


..B=l  14  4  14 


3«®    TRÀNGHB. 

R«=5c=4=a=3==l=0...  S  comme  ci-deTanU.ll=2  3  2  2  S  S 


4*6    TRÀNGHI, 

R3bdO=4=3=:3=1=5...  S  comme  ci-detant..  R=3  2  3  3  22 


R%=&:s1= 


5.®    TRANCHE* 

2=4=±0...  S  comme  ci-deranU.  B=4  41141 


6.^    TRÀRGHV. 

R^=0=4=:3r-^»-l=5^.  S  comme  ci-Jevaiit.-  Bï=9  00  5  0  5 


On  fonnera  la  première  bande  avec  le  premier  nombre 
de  R^,  commun  à  cette  bande.  Ce  nombre  s'ajoute  succès* 
8i?ement  aTCC  tous  les  nombres  de  la  première  bande  des  S, 
et  ceux  de  la  valeur  de  R  pour  toutes  bandes  d'une  même 
trancbe.  Ainsi  pour  la  dernière  tranche  on  aurait: 


dAkITATION    DBS   THANGBB8.  565 

R^=0:donc...  31  2  3  34  5  36=3  flT 
R*=4,on  1M-.180  t46  148  177  149  175=  975j 
Ka=3,ou108».144  118  111  142  110  139=  759l 
R»=52,  ou  72«.  103  77  75  106  74  108=  543/^^^^ 
R»=1,ou  36».  72  38  40  69  41  67=  327 1 
R>=:5,oa180..211  185  184  213  182  216=1191 


Les  tranches  paraHèles  aax  T  se  déduisent  fiidlement 
des  précédentes,  savoir  :  la  première  tranche,  des  pre- 
mières bandes  des  six  tranches  ci-dessos  ;  k  2."  tranche, 
des  secondes  bandes,  et  ainsi  de  snite,  les  bandes  too- 
joors  parallèles  à  l'intersection  XT.  Ainsi  ces  tranches 
seront  : 

1.'"    TBARGHa. 

R^=O.....B=d0  5  50  5  0 

R*=5 R=1  14  4  14 

RiL— 5 B— 2  3  2  2  3  3 

R>=0.....R=3  2  3  3  22  > *-*  2  3456 

R*=5 R=4  4  114  1 

RS=0 R=5  0  0505 


2.e  TaÀRGHI. 

R*=1=1=4=4=1=4...R  comme  ci-deTanUS=i6  2  4  3  5  1 
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3.®  TEAHGBB« 

Ra— 2=3==i=2=3=:3.-  R  comme  devante.  S=6  5  3  4  21 


ft,0   TRANCHE. 

E«=a=a=3=3=:i2=2...  R  comme  dewtit.-  8=1  5  3  4  2  6 


5.®  TEANCHB. 

R«=tt=4=1=1=4=1...  R  comme  deranU.  S=6  2  4  3  5  1 


6.^  TEÀECHB. 

Ri=5=d(kd>=:5=:0=5...  R  comme  devant..  S=1  5  4  3  2  6 


Voici  les  tranches  paraUèles  aux  Z.  Les  bandes  peu?ent 
se  prendre  parallèlement  à  Tinterseclion  XZ>  on  à  Tinter- 
section  YZ.  On  choisit  ici  les  bandes  parallèles  à  Tinter- 
section  X  Z.  La  6.e  tranche  que  Ton  cotera  la  1  .^ ,  se  com- 
pose de  toutes  les  premières  bandes  yerticàles  des  X;  la 
5.e,  qui  sera  la  2®^  des  secondes  bandes  verticales,  et  ainsi 
de  suite.  Ces  tranches  seront  donc  : 

l.re    TEÂHGHE. 

R=0 R«=0  12  3  4  5^ 

R=l R>=5  1  3  2  4  oJ 

»=^ R^42310l 8=166161 

R=3 lA=dd  4  2  3  1  5[ 

R=4 Ii^=S  1  32  4  01 

R=5 Ra=:0  4  32  1  5j 
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2,6  TRÂHCHB. 

R=3=:1=:3=2=:4c=:0...  R*  comme  derant...  S=3  2  5  52  5 


3.e   TRIHGHK. 

R=5=/>-^2— 8— 1=0^.  R«  comme  devant...  S=3  4  3  3  4  4 


4.^  TRAHGHI. 

1U=0:^4=2— ;3— ;1=5.>.  R*  comme  devant..,  S=4  3  4  4  3: 


5.^  TRA5GHB. 

R=5=1=3z=:2=s4=0...  R*  comme  devant..  S=5  5  2  2  5  2 


6*«   TRANGHB.      . 

R=30=4=3=2=;1=5...  R<  comme  devant..  S=A  116  16 


n  reste  à  voir  les  tranches  diagonales. 

On  les  déduirait  très-iacilement  de  celles  des  Y;  mais ,  ne 
voulant  &ire  découler  toutes  les  tranches  que  de  celles 
des  X ,  voici  comment  on  agirait  : 

Pour  les  tranches  diagonales  des  X ,  la  première  se  com- 
posera de  bandes^  savoir: 

La  l.re  bande,  en  prenant  pour  S  le  i  fi'  nombre  de  la 
diagonale,  lequel  sera  commun  à  toute  la  bande;  pour  R^ 
les  nombres  répondant  à  la  1/®  bande  de  chaque  tranche; 
et  pour  R  les  premiers  nombres  commune  de  chaque 
tranche. 

La  2fi  bande  aura  pour  S  le  2,^  nombre  de  la  diagonale , 
commun  à  toute  la  bande  ;  pour  R^  les  nombres  répondant 
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à  la  2fi  bande  de  chaque  tranche;  et  pour  R  les  seconds 
nombres  communs  de  chaque  tranche.  H  en  sera  de  même 
pour  les  autres  bandes* 

Quant  à  la  2.6  diagonale  y  elle  se  tire  iacilement  de  la 
première  :  les  R^  sont  les  mêmes  que  pour  cette  première; 
les  R  sont  aussi  les  mêmes,  mais.il  faut  les  prendre  à  comp- 
ter de  la  dernière  bande;  les  S  sont  ceux  de  la  2.®  diago- 
nale des  X,  ou  les  mêmes  que  ci-dessus^  en  remontant  du 
dernier  au  premier  nombre. 

ij^  TRÀHCHB  DIAGONALE   DBS   X« 

S=l R»=0  5  5  0  5  0 R;=0  12  3  4  5 

S=2 Ra=î  14  4  14 R=5  13  2  4  0 

:  S=3 R^=a  3  2  2  3  3 R=5  4  2  3  10 

S=4 Ra=3  2  3  3  2  2 R=iO  4  2  3  15 

S=5 Ra=4  4  114  1 R=5  13  2  4  0 

S=^ RSb=;5  0  0  5  0  5 R=0  4  3  2  15 


S=6. 

S=5. 

S=4. 

S=3.. 

S=2., 

S=l., 


2.»    TRANCHB    DIÀCOlfÀLK    BBS    X. 

!R=:0  4  3  2  15 
R=5  13  240 
R=0  4  2  3  15 
R=^5  4  2  3  1  0] 
R=5  13240 
R=^  12  3  4  5 


Pour  les  tranches  diagonales  des  Z ,  on  aura  la  première 
par  les  bandes,  comme  suit  : 
La  l.re  bande  est  la  l.re  de  la  l,^®  tranche  des  X; 
La  2.e  est  la  2.<' de  la  2.«  tranche,  et  ainsi  de  suite. 
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La  seconde  franche  diagonale  des  Z  s'obtient  par  les 
bandes,  sayoir  : 

La  1  je  bande  est  la  1 J^  de  la  dernière  tranche  des  X  ; 

La  seconde  est  la  2.<'«de  l'aTant-demière  tranche  des  X , 
et  ainsi  de  suite  en  remontant.  Bien  n'est  donc  plus  fiicile 
que  la  formation  de  ces  tranches  diagonales. 

Les  tranches  diagonales  des  Y  se  déduisent  aisément 
des  tranches  des  Z  non  diagonales,  sayoir  : 

La  1j®  se  compose  de  bandes,  comme  suit  : 

La  1.1*6  bande  est  la  dernière  de  la  l.^^  tranche  des  Z; 

La  2.«  bande  est  l'aTant-demière  de  la  2.^  tranche  des 
Z ,  et  ainsi  de  suite  en  continuant. 

La  2.C  tranche  diagonale  a  ses  bandes  de  cette  ma- 
nière : 

La  l.re  est  la  l.re  de  la  i.re  tranche  des  Z; 

La  2.«est  la2«e  de  la2.e  tranche  des  Z,  et  ainsi  de  suite 
en  continuant* 

On  agira  de  même  quelle  que  soit  la  racine;  mais  il 
peut  j  avoir  encore  d'autres  dérivations  &ciles  à  saisir^  et 
qui  dépendent  de  la  manière  dont  on  a  formé  les  tranches, 
attendu  qu'on  a  pu  les  prendre  parallèlement  à  telle  ou 
telle  intersection  de  deux  plans. 

On  verra  dans  la  théorie  des  parallélipipèdes  une  manière 
plus  générale  d'obtenir  les  cubes  magiques. 


TRAITÉ 

DES   PARALLÉLIPIPÈDES 

MAGIQUES. 


On  sait  qu W  parallélipipède  est  un  corps  terminé  par 
six  parallélogrammes  parallèles  deux  à  deux.  Un  parallé- 
lipipède magique  serait  celui  dont  toutes  les  bandes  des 
tranches  parallèles  auraient  une  même  somme* 

Pour  qu'un  parallélipipède  puisse  être  magique ,  il  ne 
suffit  pas  que  le  nombre  des  termes  d'une  progression 
arithmétique  soit  décomposable  en  trois  (acteurs,  dont 
deux  peuTcnt  d'ailleurs  être  égaux  :  il  ûiut  de  plus  que 
ce  nombre 9  s'il  est  pair,  n'ait  point  de  acteurs  impairs. 
Ainsi  30=2  •  3  •  5  ne  peut  donner  un  parallélipipède  ma- 
gique :  car,  chaque  nombre  valant  ^,  des  termes  en  nom- 
bre impair  donneraient  une  somme  fractionnaire*  Il  en 
serait  de  même  de  24=:2*4*3.  Au  contraire,  a8=:2«4»6 
aurait  bien  ^  pour  yaleur  de  chaque  nombre;  mais,  les  fac- 
teurs étant  tous  pairs,  ^  serait  multiplié  par  un  pair,  ce 
qui  donnerait  une  somme  entière. 
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Noos  ne  prétendons  pas  donner  ici  un  traité  complet 
sur  les  parallélipipèdes,  avec  d'autant  plus  de  raison  que, 
les  nombres  deyenant  très -grands,  les  détails  seraient 
&tigans«  En  effet  le  plus  petit  nombre  composé  de  trois 
&cteurs  inégaux  impairs  est  105=:3«5*7,  et  la  construo* 
tion  serait  pénible  et  assez  difficile* 

Nous  appellerons  paralléljpipèdes  pairs  ou  impairs 
ceux  qui  résulteraient  d'un  nombre  pair  ou  impair  do 
termes  de  la  progression*  Nous  n'emploierons  que  la  pro- 
gression naturelle  des  nombres,  à  conmiencer  par  l'umté, 
ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  dans  tout  ce  qui  précède* 
Si  eUe  était  différente,  il  n'j  aurait  qu'à  substituer  les 
termes  de  cette  dernière  progression  à  ceux  de  la  première* 

Gomme  iJ  n'y  a  point  de  trancbes  diagonales  dans  un 
paraUélipîpède,  il  est  indifférent  qu'une  base  carrée  ait 
ou  non  ses  diagonales  exactes*  Ainsi ,  pomru  qu'une  pro- 
gression interrompue  ait  la  même  différence ,  les  interYalles 
peuvent  être  inégaux*  Soit,  par  exemple,  la  progression 
interrompue  1  •2*3. . .  7*  8*9. . .  20*21  •  22  :  la  somme  totale 
est  6+24+63=:93;  chaque  ligne  du  carré  doit  avoir  31. 
Toici  ce  carré  : 

21     1    9 

3  82a 
7  22  2 
On' voit  que  la  2,«  diagonale  n'est  pas  exacte;  mais  les 
horizontales  et  les  verticales  ont  la  somme  voulue*  Générale- 
ment, soient  ab  c  les  premiers  termes  des  trois  progressions 
partielles ,  m  la  différence  commune  :  les  termes  seront 
a,a-|-m,  a-f  2m.  ..hyb+m,  b+2m. .  .c,  c-|-w,c+2i»; 
et  le  carré  devient  : 
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a-\'2m      b'^'m       c 
b  c-{-2in     a+m 

Chaque  ligne  du  carré  a  pour  somme  a-ffr-f  c+Sm,  à 
l'exception  de  la  2.^  diagonale,  qui  a  3b+im.  Ce  qui  vient 
d'être  dit  trouyera  son  application  phis  bas. 

Voyons  d'abord  les  paraOélipipèdes  pairs. 

ARTICLE   PREMIER. 
PARALLÉLIPIPàDES    PAIRS. 


PARALLiLIPIPSDB  DR   W. 

Gomme  48=24*6,  il  y  aura  des  tranches  qui  n'auront 
que  2  sur  4,  et  2  sur  6;  et,  puisque  ces  tranches  peuvent 
être  considérées  comme  des  parallélogrammes,  il  est  né- 
cessaire que  deux  nombres  aient  pour  somme  49^  ou  un 
nombre  et  son  complément.  Donc  dans  la  composition  de 
la  tranche  de  4  sur  6  il  ne  doit  entrer  aucun  nombre  ayec 
son  complément. 

Soient  ces  six  bandes  de  4  cases  les  suivantes: 
48    45      2      3 


nn 

41 

6 

7 

40 

37 

10 

11 

36 

33 

14 

15 

32 

29 

18 

19 

28 

25 

22 

23 

On  peut  remarquer,  dans  le  choix  de  cette  composition, 
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qu'elle  est  symétrique  d'après  le  tableau  qu'on  aurait  formé 
des  nombres  et  des  complémens  :  ainsi,  ayant  lait  la  bande 
de  4  cases  48,  45 ,  2,  3^  les  suivantes  vont  en  diminuant 
de  4  unités  pour  les  grands  nombres,  et  augmentant  de  à 
unités  pour  les  peUits* 

La  seconde  tranche  complémentaire  comprendrai  les 
nombres  : 


1 

i 

47 

46 

5 

8 

13 

42 

9 

12 

39 

38 

13 

16 

35 

34 

17 

20 

31 

30 

21 

24 

27 

26 

Cette  composition  est  aussi  facile  que  la  précédente  ; 
mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'occuper  de  ces  dernières 
bandes,  puisqu'elles  dérivent  naturellement  des  premières. 

Maintenant  il  faut  choisir  un  nombre  de  chaque  bande 
de  4  pour  obtenir  1 47=49  •  3 ,  ou  les  bandes  de  6  cases , 
qui  peuvent  être 


48 

45 

2 

3 

6 

7 

44 

41 

37 

40 

11 

10 

15 

14 

36 

33 

19 

18 

29 

32 

22 

23 

25 

28 

Le  parallélipipède  est  achevé,  puisque  la  2.©  tranche 
contiendra  les  complémens  de  celle  qui  précède* 

Quant  aur  combinaisons  pour  la  composition  précé- 
dente fixe,  on  doit  remarquer  qu'on  peut  alterner  les 
verticales  à  volonté,  ce  qui  donnera  1«2«34=24  combî- 
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naisons;  mais  à  chacune  d'elles  les  horizontales  penyent 
alterner  de  1>2*34^.6=720,  et  en  tout  720*24,  qn'il  fon- 
drait diTÎser  par  tt  pour  avoir  les  positions  réellement  dif- 
HfSrentes  t  il  viendra  donc  720*6 =4320  manières  de  dbtri- 
buer  ces  bandes.  Il  faut  bien  se  garder  de  bire  passer  un 
nombre  d'une  bande  dans  une  autre. 

Quant  à  mettre  les  bandes  complémentaires  dans  la 
première  tranche,  et  les  précédentes  dans  la  seconde^  ce 
n'est  qu'un  autre  changement  de  position  auquel  on  ne 
doit  pas  avoir  égard ,  et  cela  se  pratiquera  ainsi  toutes  les 
fois  qu'un  parallélogramme  n'aura  que  deux  cases  à  l'un 
de  ses  côtés. 

n  7  aurait  une  foule  d'autres  compositions  des  bandes 
d'une  des  deux  tranches,  et  autant  de  fois  il  viendrait  4320. 

On  pourrait ,  par  exemple ,  choisir  les  bandes 

48    2    3  45  48  45    3    2 

44    6  10  38   J  (     6  10  38  44 

41  9  15  33  (  \  33  41  9  15 

42  12  19  25  j  «t««>tiïw-- <  25  12  42  19 
36  26  14  22  ]  (  14  22  26  36 
17  31  29  21  ^  \  21  17  29  31 

et  ainsi  de  suite. 

PÂRALLiLIPIPinB    BB    96. 

Soit  la  décomposition  de  96  dans  les  3  JEsicteurs  4,4,6. 
On  ne  s'occupe  pas  des  décompositions  2 , 6 , 8. . .  2, 4 , 1 2  : 
car  on  a  vu  par  ce  qui  précède  la  manière  d'opérer  lors- 
qu'un  des  iacteurs  est  2;  on  ne  peut  d'ailleurs  avoir  pour 
Êicteur  3,  qui  est  impair. 
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Chaqae  nombre  vaut  Ç=««^  Pour  atoir  les  carrés  qui 
satisfont  an  problème  proposé,  on  agira  comme  soit  : 

On  fera  le  taWeao  des  progressions  ayant  pour  différence 
rnnité;  on  mettra  à  côté  leur  somme,  et  à  droite  un 
chiffre  qui  indique  l'ordre  de  ces  progressions. 

10 1.2.3.4 I 

26 5.   6.   7-   8 2 

42 9.10.11.12 8 

58 13.14.15.16 4 

74 17.18.19.20.....     5 

90.....  21  .22.23.24 6 

106 25.26.27.28 7 

122; ....  29  .  30  .  31  .  32 8 

138 33.34.35.36 9 

154 37.38.39.40 10 

170 41  .42.43.44 Il 

186 45.46.47.48 12 

202. ... .  49  .  50  .  51  .  52. . . . .  13 

218 53.54.55.56 14 

234 57  .  58  .  59  .  60 15 

250. ... .  61  .  62  .  63  •  64 16 

266 65.66.67.68 17 

.282 69.70.71  .72.....   18 

298.....  73.74.75.76 19 

314 77.78.79.80.....  20 

330 81  .82.83.84 21 

346.....  85.86.87.88 22 

362.....  89.90.91  «92 23 

378 93.94.95.96 24 
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On  Toit  qae  la  yaleur  de  chaqae  progression  partieOe 
excède  la  précédente  de  16  unités.  Maintenant,  au  lieu 
d'agir  sur  ces  progressions ,  on  peut  ne  considérer  que  les 
nombres  qui  en  tiennent  lieu,  et  qui  indiquent  leur  ordre* 
Si  donc  on  cherche  toutes  les  combinaisons  de  ces  nombres 
propres  à  donner  pour  somme  50=:;y «A,  on  aura  autant 
de  carrés,  parmi  lesquels  on  ne  pourra  choisir  que  ceux 
qui  ne  comprennent  pas  les  ipémes  nombres.  On  substi- 
tuera ensuite  les  progressions  partielles  à  ces  nombres;  et, 
les  carrés  convenables  étant  formés,  fl  n'y  aura  plus  qu'à 
chercher  les  bandes  de  6  tirées  de  ces  carrés,  et  propres 
à  satisfaire  à  la  question.  Si  les  progressions  adoptées  ne 
pouvaient  fournir  les  bandes ,  il  fiiudrait  prendre  d'autres 
carrés.  On  yerra  tout  à  Theure  la  manière  d'arriver  plus 
promptement  au  résultat  cherché. 

Yoici  toutes  les  combinaisons  des  24  nombres  propres  à 
donner  50.  Le  premier  nombre  n'est  pas  répété  lorsqu'il 
est  commun  à  plusieurs  combinaisons  ;  il  en  est  de  même 
du  second,  pour  les  combinaisons  dont  il  feit  partie. 


TOM.    II.  37 


1 

578 
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S4  2$  1  2 

2<  22  1  4 

22  21  1  6 

21  28  1  8 

22  i     Z 

2  3 

2  5 

2  7 

21  1  à 

21  1  5 

S  4 

3  8 

2  < 

2  4 

20  1  7 

4  5 

20  i     5 

20  1  6 

2  8 

19  1  9 

2  4 

2  5 

3  5 

2  8 

19  1  6 

3  4 

19  1  8 

S  7 

2  5 

19  1  7 

2  7 

4  8 

S  4 

2  6 

3  6 

18  1  10 

18  1  7 

3  6 

4  5 

2  9 

2  6 

18  1  8 

18  1  9 

3  8 

S  S 

2  7 

2  8 

4  7 

17  1  8 

3  6 

3  7 

S  8 

2  7 

4  5 

4  6 

17  1  11 

S  6 

17  1  9 

17  1  10 

2  10 

4  5 

2  8 

2  9 

S  0 

16  1  0 

S  7 

3  8 

4  8 

2  8 

4  6 

4  7 

5  7 

8  7 

10  1  10 

.  5  6 

16  1  12 

4  e 

2  9 

H  i   11 

2  11 

15  1  10 

S  8 

2  10 

3  10 

2  9 

4  7 

S  9 

4  9 

S  8 

6  6 

4  8 

5  8 

4  7 

15  1  11 

5  7 

8  7 

5  8 

2  10 

15  1  12 

15  1  13 

14  1  11 

S  9 

2  11 

2  12 

2  10 

4  8 

3  10 

3  11 

S  9 

5  7 

4  9 

4  10 

4.  8 

14  1  12 

5  8 

5  9 

5  7 

2  11 

6  7 

6  8 

Il  1  12 

8  10 

14  1  18 

14  2  13 

2  11 

4  9 

2  12 

3  12 

S  10 

5  8 

3  11 

4  fi 

4  9 

8  7 

4  10 

5  10 

5  8 

13  2  12 

5  9 

8  9 

6  7 

3  11 

6  8 

7  8 

12  S  11 

4  10 

13  3  12 

13  4  12 

4  10 

6  9 

4  11 

5  11 

S  9 

6  8 

5  10 

6  10 

6  8 

12  4  11 

6  9 

7  9 

11  5  10 

5  10 

7  8 

12  6  11 

6  9 

6  9 

12  5  11 

7  10 

7  8 

7  8 

8  10 

8  9 

10  7  9 

11  6  10 

7  9 

11  8  10 

7  9 

11  7  10 

10  8  9 

8  9 
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30  1»  1  10 

10  18  1   12           18  17  1  14           17  16     2  15 

2     0 

2  11                        2  13                          3  14 

3     8 

3  10                        8  12                          4  13 

4     7 

4     9                        4  11                          5  12 

5     6 

5     8                        5  10                          6  11 

18  1  a 

6     7                        6     9                          7  10 

2  10 

17  1   18                         7     8                           8     9 

3     9 

2  12                  16  1   15                  15     4  14 

4     8 

3  11                        2  14                         5  18 

6     7 

4  10                        3  13                          6  12 

17  1   12 

5     0                        4  12                          7  11 

2  11 

6     8                        5  11                          8  10 

8  10 

16  1   14                       6  10                 1^     6  13 

4     9 

2  13                        7     9                          7  12 

6     8 

3  12                 15  3  14                         8  11 

6     7 

4  11                         4  13                          8  10 

16  1   13 

5  10                       5  12                 13     8   12 

2  12 

6     9                         6   11                           8  11 

3   H 

7     8                        7  10                 12  10  11 

4  10 

15  2  14                       8     9 

5     9 

3  13                  14  5  13 

6     8 

4  12                        6  12           16  15     5  14 

15  1   14 

5  11                         7  11                          6  18 

2  13 

6  10                        8  10                          7  12 

3  12 

7     9                  13  7  12                         8  11 

4  11 

14  4  13                        8  11                          »  10 

5  10 

5   12                         9  10                  14     7  18 

6     9 

6  11                   12  9  11                           8  12 

7     8 

7  10                                                           8  11 

14  3  13 

8     9                                                   1S     9  12 

4  12 

13  6  12                                                        10  11 

5  11 

7   11 

6  10 

8  10 

7     9 

12  8  il                                            16  14    8  13 

13  5  12 

9  10                                                         9  12 

6  11 

10  11 

7  10 

13  10  12 

8     0 

12  7  11 

8  10 

14  13  11   12 

11   0  10 

Maintenant,  ponrobtaûr  toutes  les  combinaisons  propres    | 

à  donner  les 

six  carrés  cherchés ,  il  faut  comparer  chacune 

de  ceDes  où 

entre  24,  arec  celles  où  n'entre  aucun  des 

quatre  nombres  qui  la  composent,  mais  seulement  avec 
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ceDes  qui  comprennent  les  plus  grands  nombres  après 
ceux  qui  en  font  partie.  Ainsi ,  qu'on  choisbse  la  première 
combinaison  où  entre  24,  et  qui  est  24, 23, 1,  2;  on  aura  : 


24  23  1 


22  21  3 

4 

22  20  3 

5 

22  19  3 

6 

22  19  4 

5 

22  18  3 

7 

22  18  4 

6 

22  17  3 

8 

22  17  4 

7 

22  17  5 

6 

22  16  3 

9 

22  16  4 

8 

22  16  5 

9 

22  15  3  10 

22  15  4 

9 

22  15  5 

8 

22  15  6 

7 

22  14  3  11 

22  14  4  10 

22  14  5 

9 

22  14  6 

8 

22  13  8  12 

^13  4  11 

^"Tlk^lO 

22  13  6 

^ 

22  13  7 

8 

22  12  5  11 

22  12  6  10 

22  12  7 

9 

22  11  7  10 

22  11  8 

9 
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Agissant  de  même,  en  prenant  la  première  de  ces  der- 

nières combinaisons  comparée  à  celles  où  n'entrent  point 

les  nombres  qui  la  composent ,  non  plus  que  ceux  de  celle 

/  20  19  5    6 

1   20  18  5    7 

20  17  5    8 

20  17  6    7 

20  16  5    9 

20  16  6    8 

20  15  5  10 

20  15  6    9 

/  20  15  7    8 

24  23  1  2. .22  21  3  4(  20  14  5  11 

' 

20  14  6  10 

20  14  7    9 

20  13  5  12 

20  18  6  11 

20  13  7  10 

20  13  8    9 

20  12  7  11 

20  12  8  10 
\  20  11  9  10 

Betenant  la  première  des  combinaisons  d-dessos ,  et 

agissant  comme  pour  ks  précédentes,  U  viendia  i 

1 

i 
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24  23  1  2... 22  21  3  4... 20  19  5  6 


18  17 

7  8 

18  16 

7  9 

18  15 

7  10 

18  15 

8  9 

18  14 

7  11 

18  14 

8  10 

18  13 

7  12 

18  13 

8  11 

18  13 

9  10 

18  12 

9  11 

16  15 

9  10 

16  14 

9  11 

16  13 

9  12 

16  13  10  11 

La  première  de  celles-ci  donnera: 

24  23  1  2. 22  21  3  4 

20  19  5  6 18  17  7  8 


Enfin,  prenant  16, 15,  9, 10,  il  ne  restera  qne  11, 12, 
13, 14,  et  les  carrés  seront  en  conséquence: 

24  23  1  2.. ...22  21  3    4 20  19    5    6 

18  17  7  8 16  15  9  10 14  18  11  12 

Substituant  les  progressions,  et  fiiisant  les  carrés  par  la 
méthode  expéditire,  on  aura  : 

1  95  94    4  9  87  86  12  17  79  78  20 

92  6    7  89  84  14  15  81  76  22  23  73 
8  90  91     5  16  82  83  13  24  74  75  21 

93  3    2  96  85  1110  88  77  19  18  80 
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25  71  70  28  33  63  62  36  41  55  5ft  44 

68  30  31  65  60  38  39  57  52  46  47  49 
32  66  67  29  40  58  59  37  48  50  51  45 

69  27  26  72  61  35  34  64  53  43  42  56 

Ce  choix  de  progressions  partielles  est  remarquable  : 
car  on  voit  que  les  deux  lignes  du  milieu  des  carrés  sont 
complémens  Tune  de  l'autre,  ainsi  que  les  première  et 
dernière.  H  suffit  donc  d'avoir  deux  tranches  pour  obtenir 
les  deux  autres ,  savoir:  l'une  du  milieu ,  et  l'une  des  ex^ 
trémes.  Il  j  a  plus  :  ayant  une  bande  de  chacune  des  deux 
tranches,  on  aura  les  trois  autres,  en  prenant  dans  le  même 
ordre  les  trois  autres  bandes  :  ainsij  ayant  trouvé  que  1 ,  84, 
76,  32, 57, 41,  donnaient  291=97*3,  valeur  des  six  cases 
d'une  bande,  on  aura  de  suite  les  trob  autres,  savoir: 

1  95  94  4 

84  14  15  81 

76  22  23  73 
32  66  67  29 
57  39  38  60 
41  55  54  44 

Ayant  de  même  obtenu  92,  9,  77, 25, 36, 52,  les  trois 
autres  bandes  seront  : 

92  6  7  89 

9  87  86  12 

77  19  18  80 
25  71  70  28 
36  62  63  33 
52  46  47  49 


584  PARALLéLIPIPÈDB    DE    96. 

Les  coœplémens  de  cette  dernière  tranche  sont: 


8 

90 

91 

5 

85 

11 

10 

88 

17 

79 

78 

20 

69 

27 

26 

72 

64 

34 

35 

61 

48 

50 

51 

45 

nsdeh] 

première 

93 

3 

2 

96 

16 

82 

83 

13 

24 

74 

75 

21 

68 

30 

31 

65 

37 

59 

58 

40 

53 

43 

42 

56 

^B  pourrait,  d'après  les  carrés,  fiedre  ceux  des  diffé- 
rences ,  qui  seraient  : 

+  47,5  —  46,5  —  45,5  +  44J5 

—  43,5  +  42,5  +  41,5  —  40,5 
+  40,5  —  41,5  —  42,5  +  43,5 

—  44,5  -f  45,5  +  46,5  —  47,5 

et  ainsi  des  autres ,  ce  qui  fiiciliterait  la  compontîon  des 
bandes'de  6  cases. 

Gomme  on  peut  alterner  à  yolonté  les  horizontales  et 
les  Terticales  des  carrés  partieb,  on  est  libre  de  placer 
comme  on  veut  le  premier  carré;  mais,  une  fois  établi, 
ce  seront  les  bandes  de  6  cases  qui  fixeront  les  autres  car- 
rés ,  dont  le  rang  est  d'ailleurs  arbitraire.  Ainsi,  le  premier 
carré  étant  placé  comme  il  est  donné  ci-dessus,  on  met- 
tra dessous,  pour  avoir  une  bande  de  6 ,  les  nombres  qpî 
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doÎTent  répondre  à  une  des  cases  de  ce  carré  de  ft.  Par 
exemple^  sons  7,  on  voit  qu*a  &adra  86, 18^  70, 68, 47 5 
ces  cinq  nombres  se  placent  arbitrairement  dans  la  bande  ; 
mais,  nne  fois  placés,  les  carrés  de  ft  ont  leur  place 
fixée.  Tout  dépendra  donc  de  ce  premier  carré  de  4 ,  et 
d'une  première  bande  de  6.  Que  de  combinaisons  pour 
un  seul  cas  !  Et  si  l'on  chobit  d'autres  systèmes  de  car- 
rés ,  d'après  la  marche  suivie  pour  celui  qu'on  a  examiné, 
que  de  nouvelles  combinaisons  I 

On  s'est  étendu  beaucoup  sur  la  méthode  à  employer, 
pour  Élire  voir]  les  simplifications  que  l'on  doit  adopter 
dans  tous  les  cas  semblables  à  celui  que  l'on  vient  de  db- 
cuter,  c'est-à-dire  lorsque  la  base  du  parallélipipède  est 
un  carré  dont  la  racine  est  4  ou  un  de  ses  multiples. 

CUBE    DE    4. 

'  Le  cube  étant  lui-même  un  parallélipipède  dont  toutes 
les  feces  sont  égales,  la  méthode  précédente  lui  est  ap- 
plicable. Soit  donc  le  cube  de  4=64  :  chaque  bande  doit 
avoir  65  •  2  =  130.  Soient  en  différences  les  4  carrés  sut- 
vans: 


+31,5—30,5—29,5+28,5 
—27,5+26,5+25,5—24,5 
+24,5—25,5—26,5+27,5 
—28,5+29,5+30,5—31,5 

+15,5-14,5—13,5+12,5 
—11,5+10,5+  9,5—  8,5 
+  8,5— 9;}— 10,5+11,5 
— 12,5+13,5+14>-.15,5 


+23,5—22,5—21,5+20,5 
—19,5+18,5+17,5—16,5 
+16,5—17,5—18,5+19,5 
—20,5+21 ,5+22,5r-23,5 

+  7,5-  6;î-  5,5+  4,5 

—  3,5+  2,5+  1,5—  0,5 
^  0,5-  1,5—  2,5+  3,5 

—  4,5+  5,5+  6,5—  7,5 
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On  en  tirera  aisément  oenz  qui  d<HTent  foimer  I«  oibe , 
et  qui  seraient 

+31^— 19^-12,5+  0^  —27,5+23,5+  8,5—  4,5 

—30,5+18,5+13,5—  1,5  +26,5—22,5—  9,5+  5^5 

—29,5+17,5+14,5—  2,5  +25,5—21,5—10,5+  6,5 

+28,5—16,5—15,5+3,5  —24,5+20,5+11,5—7,5 

+24>-20,5— 11,5+  7,5  —28,5+1 6,5+1 5>-  3,5 
—25,5+21,5+10,5—  6,5  +29,5—17,5—14,5+  2,5 
—26,5+22,5+  9,5—  5,5  +30,5—18,5—13,5+  1,5 
+27,5—23,5—  8,5+  4,5  —31,5+19,5+12,5-  0,5 
On  Toit  que  les  deux  derniers  sont  complémens  des 
premiers,  et  l'on  aurait  en  nombres  : 
16362  4  9555412  17474620 
60   6    7  57     5214  15  49      44  22  23  41 


8  58  59  5 

61  3   2  64 
d'où  l'on  tire 

1  52  45  32 
63  14  19  34 

62  14  18  35 
4  49  48  29 


16  50  51  13 
5311  1056 

60  9  24  37 

6  55  42  27 

7  54  43  26 
57  12  21  40 


24  42  43  21 
45  f9  18  48 

8  53  44  25 

58  1122  39 

59  10  23  38 
5  56  4128 


25  39  3828 

36  30  31  33 
32  34  35  29 

37  2726  40 


61  16 17  36 
350  47  30 
2  51  46  31 

6413  20  33 


Ayant  donc  placé  à  volonté,  c'est-à-dire  dans  le  sens 
qu'on  jugrera  A  propos  de  choisir ,  l'un  des  quatre  premieis 
carrés,  le  premier,  par  exemple,  les  quatre  demien  in- 
diquent  de  quelle  manière  on  doit  disposer  les  trois  autres 
pour  aToir  des  bandes  et  des  tranches  convenables. 

n  est  à  remarquer  que  les  cubes  obtenus  de  cette  ma- 
nière sont  plus  magiques  que  ceux  construits  par  les  mé- 
thodes données  :  car,  dans  ces  derniers ,  les  trandies  sont 
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bien  régulières,  mais  les  bandes  ne  contiennent  pas  la 
même  somme ,  ce  qui  a  lien  ici;  ks  tranches  diagonales 
sont  exactes  dans  celui  que  nous  venons  de  former ,  puis- 
que toutes  les  bandes  ont  mémo  somme.  Cette  construc- 
tion  est  très-remarquable. 

PA&ÂLLiLIFIPàDB    DB    192. 

Gomme  192=4*6 «8,  on  peut  îaiie  12  carrés  de  tt, 
on  en  joindre  deux  qui  donneront  en  conséquence  un 
parallélogramme  de   4  sur  8.  Chaque  ligne  de  4  vaut 
2. 193=386.  Chaque  ligne  de  8  aura  772.  Les  bandes 
de  6  auront  3*  193  =  579.  Soient  les  carrés  de  4  : 

1  191  190      4 

188  6      7  185 
8  186  187      5 

189  3      2  192 

9  183  182    12 

180  14    15  177 
16  178  179    13 

181  11     10  184 

17  175  174    20 

172  22    23  169 
24  170  171    21 

173  19    18  176 

25  167  166    28 

164  30    31  161 
32  162  163    29 

165  27    26  168 

33  159  158    36 

156  38    39  153 
40  154  155    37 

157  35    34  160 

41  151  150    44 

148  46    47  145 
48  146  147.  45 

149  43    42  152 

49  143  142    52 

140  54    55  137 
56  138  139    53 

141  51     50  144 

57  135  134    60 

132  62    63  129 
64  130  131     61 

133  59    58  136 
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65  127  126  68  73  119  118    76 

124  70    71  121  116    78    79  118 
72  122  123  69  80  114  115    77 

125  67    66  128  117    75    74  120 

81  111  110    84  89  103  102    92 

108  86    87  105  100    94    95    97 
88  106  107    85  96    98    99    93 

109  83    82  112  101    91    90  104 

Ces  carrés  sont  bits  avec  huit  nombres  qoi  se  soÎTent, 
et  leurs  complémens.  Ghacnn  de  ces  carrés  anra  les  deux 
lignes  du  milieu  complémentaires*  Il  en  sera  de  même  des 
première  et  dernière.  H  suffit  donc  d'obtenir  les  bandes  de 
6  correspondantes  aux  deux  premières  lignes  du  1  «^  carré, 
et  l'on  aura  de  suite  les  bandes  qui  correspondent  aux 
deux  autres.  Il  y  a  plus  :  il  sujBt  d'ayoir  les  bandes  qui 
répondent  aux  deux  premiers  nombres  du  premier  carré, 
pour  avoir  les  quatorze  autres.  Ainsi,  ayant  1 ,  172,  36, 
137,125,  108,  on  aura  pour  191  la  bande  191,  22,158, 
55, 67, 86;  pour  190 il  Tiendra  190,  23, 159,54,66,87; 
enfin  pour  4  la  bande  sera  4,  169,  33,  140,  128, 105, 
qu'on  peut  arranger  comme  ci-dessous.  On  observera  que 
l'on  suit  l'ordre  de  la  première  bande  :  de  sorte  que  22, 
23,  169,  qui-  viennent  après  172,  sont  les  seconds  des 
trob  bandes.  Si  la  première  bande  comprend  un  nombre 
qui  soit  le  dernier  de  l'une  des  lignes  d'un  carré,  les 
suivans  se  j^cent  aussi  par  ordre ,  en  allant  de  droite  â 
gauche.  Ainsi ,  après  36 ,  il  faudra ,  pour  les  trois  autres 
bandes,  prendre  158,  159,  33. 
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1  172  36  137  125  108 

191  22  158  55  67  86 

190  23  159  54  66  87 

4  169  33  140  128  105 

Si  188  se  compose  par  188,  29,  45,  133, 80, 104,  on 

aura  : 

188  29  45  133  80  104 

6  163  147  59  114  90 

7  162  146    58  115    91 
185    32    48  136    77  101 

On  tire  de  ces  bandes  les  complémentaires  ainsi  qn'on 
Fa  dit  plus  haut. 
8  161  145    57  116    92     189    24  160    53    65   88 

186  31     47  135    78  102         3  170    34  139  127106 

187  30  46  134  79  103  2  171  35  138  126107 
5  164  148  60  113  ^89  192  21  157  56  68  85 
n  en  sera  de  même  de  l'autre  carré  qui  complète  le 

parallélognunme  de  8.  Toute  la  difficulté  consbte  donc 
à  obtenir  les  bandes  pour  1,  188,  9,  180.  Ces  quatre 
obtenues ,  on  aura  immédiatement  les  yingt-huit  autres. 

ARTICLE  II. 
FAKALLÉLIPIPÉDES    ISPAIRS. 


GVBB    DB    3. 

Pour  arriver  plus  promptement,  qu'on  fiisseles  groupes 
de  3  nombres,  comme  ci-après,mettantun  numéro  d'ordre 
à  chacun  d'eux. 
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I  2  3=:  6 1 

4  5  6  =  15. 2 

7  8  9  =:  24 3 

10  11  12  =  33. 4 

13  14  15  ==:  42. 5 

16  17  18  =  51 6 

19  20  21  =60. 7 

22  23  24  =  69. 8 

25  26  27  =  78 9 

n  faut  partager  ces  neuf  groupes  en  3  parties  ajant 
même  somme,  en  opérant  sur  les  numéros  d'ordre.  Or  la 
somme  de  ces  derniers  est  45,  dont  le  tiers  est  1 5  :  on  petit 

donc  aroîr  2,  4,  9 1,  6,  8. . . .  3,  5v  7.  Substituant 

les  groupes  à  ces  numéros  d'ordre,  on  aura  les  trois  carrés 
26    4  12  23    1  18  20    7  15 

6  11  25  3  17  22  9  14  19 

10  27    5  16  24    2  13  21    8 

Pour  avoir  les  bandes  qui  doivent  compléter  le  cube, 
comme  la  somme  des  9  cases  de  chaque  carré  =  126, 
chaque  bande  aura  42;  ce  que  l'on  peut  obtenir  de  la 
manière  suivante  : 

26    3  13  6  16  20  10  23    9 

4  17  21  11  24    7  27    1  14 

12  22    8  25    2  15  5  18  19 

Ainsi,  le  premier  carré  étant  &it  et  placé,  les  deux  qui 

doivent  être  dessous  ont  leurs  bandes  fixées ,  et  le  cube 

sera  plus  magique  que  ceux  qui  sont  formés  par  les  mé« 

thodes  données  :  car  les  bandes  des  tranches  ou  des  carrés 

sont  aussi  égales ,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  cubes  i 
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giqœs  ordinaires.  H  est  clair  qne  les  tranches  diagonales 
sont,  par  cette  raison ,  aussi  magiques. 
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n  est  clair  que,la  décomposilion  étant  3,  3,  5,  le  paral- 
lélipipède  aura  des  tranches  carrées, et  que  les  autres  se- 
ront de  3  sur  5. 

Faisant  encore  15  couples  de  3  d'après  la  méthode  in- 
diquée ci-dessus,  on  aura  : 

1    2    3  =     6 1 

4    5    6=   15 2 

7    8    9  =   24 3 

10  11  12  =    33. 4 

13  14  15  =:    42 5 

16  17  18  =   51 6 

19  20  21  =   60 7 

22  23  24  =   69. 8 

25  26  27  =   78. 9 

28  29  30  =:    87 10 

31  32  33  =   96 11 

34  35  36  =:  105 12 

37  38  39  s=1I4 13 

40  41  42  =  123 14 

43  44  45  =132. 15 

Opérant  sur  les  numéros  d'ordre,  pour  les  diviser  en  5 
parties  égales,  on  pourra  avoir  1, 1 1, 12. ...  5,  9,  10. . . . 
4,  6,  14. ...  2, 7, 15. ...  3, 8, 1  Si  Substituant  les  groupes, 
et  formant  les  carrés  de  3,  il  viendra  : 
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35  133  2913  27  411018  44  421  38  724 
33234      152628      1217  40       62043       92337 

3136  2  25  3014  16  42  11  19  45  5  22  39  8 
Gomme  il  faut  '115  &  diaque  bande  de  5,  on  prendra 

nn  nombre  de  chaque  carré,  de  manière  à  obtemr  cette 

somme,  et  Ton  aurait  : 

2  28  40  6  39  36  26  11  19  23  31  15  18  44  7 
34  27  12  20  22  32  13  16  45  9  3  29  41  4  38 
33  14  17  43    8        1  30  42    5  37      35  25  10  21  24 

n  est  &cQe  maintenant  de  fidre  le  paraOélipipède. 

Si  l'on  veut  connaître  tons  ks  systèmes  de  compositimi 
des  cinq  carrés  de  3,  on  opérera  comme  suit  : 

La  sonmie  des  termes  de  la  progression  de  1  i  15  est 
120,  dont  le  5." = 24.  H  faut  donc  d'abord  cherdier  toutes 
les  manières  de  fiiire  24  avec  3  termes  de  la  progression 
de  1  à  15,  ce  qu'on  obtient  abémentpar  le  tableau  qao 
▼oici  : 

15  8  1  13  10  1 

7  2  92 

6  3  8  3 
54                  7  4 

6  5 
14  9  1  12  11  1 

8  2  10  2 

7  3  9  3 
6  4                  8  4 

75 

En  tout,  25  manières  d'obtenir  24  avec  3  termes  de  la 
progression  naturelle  poussée  à  15.  C'est  ce  qu'aurait  âmuné 


11 

10  3 

94 

85 

76 

10 

95 

86 

9 

87 
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la  fonnale  d'fiuler.  Hais  ce  qu'on  n'aurait  pa  en  tirer,  c'est 
le  nombre  de  systèmes  de  combinaisons  de  cinq  de  ces 
groupes,  qui  doivent  comprendre  les  15 termes  de  la  pro« 
gression«  Yoici  le  tableau  de  ces  systèmes. 


/  *  i13  6  5.. ..12  10  2.. ..11    9  4 

(14  6  4.. .13  9  2.. ..12    7  5.. ..11  10  3 

(13  8  3 

{l3  6  5....  12    8  4....  11  10  3 


1491-"    «    ' 


4«  c  *  1  13  ^*    1....12    9    3.. ..11    8    5 
14  6  4 


15  7  2. 

\13    8  3.. ..12  11  1....10  9  5 

JI4  9  1...13    7  4.. ..12  10  2.. ..11  8  5 

15  6  3<,»  o  n  /  13  10  1....Ï2    7  5.. ..11  9  4 

?  5 

ri4  9  1...13    8  3.. ..12  10  2.. ..11  7  6 

|l4  8  2...13  10  1....12    9  3.. ..11  7  6 


15  5  ni 

1U73(  ^^*^    * 

'  M3    9    2.... 12  11     1...,10    8    6 

En  tout,  onze  systèmes* 

Pour  obtepir  ces  systèmes ,  Q  est  clair  qu'il  &ut  compa- 
rer les  quatre  groupes  dont  15  fait  partie ,  avec  ceux  oii  il 
n'entre  pas,  mais  qui  comprennent  14,  comme  on  le  voit 
au  tableau,  ayant  soin  de  ne  pas  employer  ces  derniers 
lorsqu'il  y  entre  des  nombres  d'un  groupe  comprenant  15. 
On  prendra  ensuite  ceux  où  entre  13,  sans  y  comprendre 
ceux  qui  retiennent  des  nombres  des  deux  précédens 
groupes,  et  ainsi  de  suite. 

Substituant  les  sommes  des  progressions  partielles  de 
3  termes  aux  numéros  d'orire,  on  aura  : 

TOM.    II.  38 
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132  123  fl4  105  96  \ 

69  60  51  87  78  i 

6  24  42  15  33  r 

132  123  114  105  96  ( 

69  51  78  60  87  ] 

6  33  15  42  24  / 

pour  15  8  1 

132  123  114  105  96  \ 
60  78  51  69  87 
15   6  42  33  24 

132  123  114  105  96 
60  51  87  78  69 
15  33   6  24  42  1 

poar  15  7  2 

132  123  114  105  87  ] 
60  51  69  96  78  / 
15  33  24   6  42  / 

132  123  114  105  96  \ 
51  78  60  87  69 
24   6  83  15  42 

132  123  114  105  96  1 
51  69  87  60  78  > 
24  15   6  42  33  1 

pour  15  6  3 

132  123  114  105  87  ] 
51  69  60  96  78  1 
24  15  33   6  42  / 

• 
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m  123  114  105  96  \ 

02 

78    69    87  60 

33 

6    24    15  51 

1 

132  123  114  105  96  f 

42 

69    87    78  60  >  pour  15  5  4 

33 

15      6    24  51  ( 

132  128  114  105  87  ] 

42 

60    78    96  69    / 

33 

24    15      6  51  / 

Noos 

avons 

déjà  donné  un  des  sjstèmes.  Voyons-en  un 

autre  pour  15  5  4,  et  choisissona  le  premier;  les  carrés       | 

seront, 

en  substituant  les  progressions  aox  soibmes  : 

44  10  15  ) 

12  14  43  Vponr  132  42  33 

13  45  11  j 

41     1  27  j 

3  26  40  y  pour  123  78  6 

25  42    2  j 

38    7  24) 

9  23  37  >  pour  114  69  24 

22  39  8 

35  4  30 

6  29  34 

28  36  5 

32  16  21 

18  20  31 

19  33  17 


pour  105  87  15 


pour  96  60  51 
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On  ne  poussera  pas  plus  loin  les  recherchés  sur  la  < 
traction  des  parallélipipèdes.  Ce  supplément  est  déjà  trop 
étendu.  Notre  bat  était  d'indiqaer  une  des  méthodes  d'a- 
bréviation, commode  et  fiicQe*  Gomme  aacon  aoteor  ne 
s'est  occapé  des  solides,  et  ne  yoalant  rien  omettre  dans 
le  traité  spécial  qae  nous  offrons  au  public,  nous  ayons 
pensé  qu'il  lui  serait  agréable  de  trouver  ici  quelques 
données  bien  propres  à  exciter  la  curiosité ,  et  à  &ciliter 
de  nourelles  investigations. 


SUR   LKS 


CERCLES  MAGIQUES. 


Si  Ton  divise  une  circonférence  en  autant  de  parties 
qu'il  j  a  d'unités  dans  un  nombre  composé  de  deux  fiic^ 
leurs,  tous  deux  pairs  ou  tons  deux  impairs;  qu'on  mène 
des  rayons  aux  points  de  division;  qu'on  trace  des  cercles 
concentriques  en  nombre  égal  à  celui  d'un  des  facteurs,  le 
cercle  sera  magique  si,  fisdsant  mouyoir  sur  lui  un  antre 
cercle  percé  d'ouyertures ,  les  nombres  qui  se  montrent 
par  ces  ouyertures  ont  tous  une  méme^omme. 

D'après  la  définition  précédente,  il  est  clair  qu'on  ne  peut 

disposer  dans  un  cercle  que  des  carrés  ou  des  parallélo- 

.  grammes  ;  on  n'emploiera  que  la  progression  naturelle  des 

nombres.  On  sait  que  si  elle  est  différente ,  il  n'j  a  que 

des  substitutions  à  &ire. 
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ARTICLE  PREMIER. 

LES  NOMBRES  SONT  U£S  CARRÉS^ 


LE  irOHB&B  BOimâ  EST  9. 

La  circonféreBce  doit  se  diviser  en  neuf  parties;  on  se 
servira,  pour  opérer  les  divisions  y  indépendamment  des 
moyens  géométriques ,  d'une  table  des  cordes ,  ou  d'un 
compas  de  proportion^  ce  qui  est  moins  exact;  et  à  dé- 
faut, d'une  table  de  sinus  naturel»,  et  même  d'une  table 
de  logarithmes  de  sinus.  Ici  l'arc  est  de  40%  Le  carré 
de  3  est 

8    I     6 

3  5    7 

4  9    2 

On  peut  dbtribuer  dans  la  couronne  extérieure  ce  Garrë, 
dont  les  horizontales  et  verticales  varient  à  volonté  :  car  fl 
n'j  aura  point  de  diagonales  à  considérer  ici.  On  écrira 
donc  (^«re  A,  planche  XLVIII),  et  de  suite  8  S  4, 
1  5  9,  6  7  2.  Alors  le  cercle  {figure  À!)  étant  appliqué 
sur  le  précédent,  et  percé  de  trois  ouvertures,  comme  on 
le  voit  à  la  ûgui«  B',  donnera  par  son  mouvement  et  suc- 
cessivement lés  sommes  8  1  6,  3  5  7,  4  9  2. ...  1  6  8, 
5  7  ^,9  2  4... .6  8  1,  7  3  5,  2  4  9. 

Si  l'on  fiiit  attention  à  ces  sommes  toutes  égales  à  15, 
on  verra  que  chacune  se  répète  trois  fois,  ou  un  nombre 
de  fob  égal  aux  combinaisons  réellement  différentes  de 
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trob  nombres.  En  effet ^  abc  ne  peut  donner  que  abc  y 
cab,  bca,  où  chaque  lettre  occupe  successiyement  le 
milieu.  Toute  autre  combinaison,  comme  a  c  &,  est  la  même 
que  bca  renversé.  Maintenant,  on  peut  mettre  dans  la 
couronne  du  milieu  les  nombres  qui  composent  les  verti- 
cales, en  plaçant  sous  l'unité  le  nombre  3 ,  qui  tient  le  mi- 
lieu du  côté  8  3  4,  et  en  suivant,  3  4  8, 5  9  1 ,  et  7  2  6; 
puis ,  dans  la  couronne  intérieure  ^  sous  3,  le  nombre  2,  et 
en  suivant,  6  7^  puis  4  8  3,  et  9  1  5.  Cette  distribution 
est  &cile.  La  couronne  extérieure  aura  8  3  4,  et  le  nombre 
suivant  est  1 .  Sous  ce  nombre  on  met  3,  qui  est  le  second 
nombre,  et  ensuite  4  8,  ce  qui  donne  3  4  8,  où  4  tient  le 
milieu;  mais  3  étant  le  milieu  de  8  3  4,  les  autres  séries 
en  suivant  commenceront  par  le  second  nombre  de  ces 
séries,  et  seront  5  9  1,  et  7  2  6.  Quant  à  la  couronne  in- 
térieure, sous  5  qui  est  dans  la  colonne  de  6,  on  mettra  4, 
puis  8  3,  pour  que  8  soit  au  milieu^  et  par  suite  9  15, 
et  2  6  7. 

Ayant  bien  saisi  ce  qui  précède ,  on  pourra  faire  tourner 
le  cercle  percé  en  abc ^  comme  on  le  voit*(^^re  A'); 
enfin  on  peut  réunir  les  deux  cercles  mobiles  en  un  seul 
avec  cinq  ouvertures  {^même figure) ,  ce  qui  donnera  une 
horizontale  et  une  verticale  du  carré,  Touverture  a-  étant 
commune  aux  deux  lignes. 

n  y  aurait  bien  d'autres  manières  de  distribuer  le  carré 
de  3  dans  le  cercle  ^  nous  verr<His  des  exemples  de  ces 
distributions  dans  les  carrés  que  nous  allons  examiner. 
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LE  HOMBEB  SONHi  EST  25. 


S<Ht  le  carré: 

1 

8 

15 

17 

24 

7 

n 

16 

23 

5 

13 

20 

22 

4 

6 

19 

21 

3 

10 

12 

25 

2 

9 

11 

18 

Pour  garnir  le  cercle  (^figure  B,  planche  XLVni),  on 
écrira  de  suite  les  verticales  du  carré  dans  h  première 
CDuronue  (nous  désignerons  les  couronnes  par  ordre,  en 
commençant  par  la  plus  extérieure  )  ;  puis  sous  1 ,  et 
dans  la  même  colonne,  on  peut  écrire  5,  qui  est  le  2.® 
nombre  de  la  dernière  yerticale  du  carré;,  sous  5  on  écri- 
ra 4,  qui  est  le  3.®  nombre  de  la  verticale  suivante;  puis  3, 
qui  est  le  ft.^  de  la  yerticale  qui  vient  ensuite;  enfin  2,  qui 
est  le  dernier  de  la  2«^  verticale  :  on  observera  que  l'on  va 
de  droite  à  gauche ,  en  commençant  par  un  nombre  tou* 
jours  en  diagonale  par  rapport  au  précédent.  Ces  nombres 
placés,  toute  la  distribution  se  Ceiit  par  ordre  :  ainsi,  dans 
la  seconde  couronne  après  5 ,  on  continue  la  dernière  ver- 
ticale de  manière  à  employer  tous  les  nombres,  en  repre- 
nant  le  premier  et  les  suivans  A>i^squ'6n  a  placé  le  deniier 
nombre  d'une  verticale;  <m  aura  donc  5  6  12  18  24*  On 
revient  au  %^  nombre  de  la  l.'e^  pois  à  la  2.<»  vertkde,  et 
ainsi  de  suite,  en  commençant  dans  le  même  ordre,  c'est- 
à-dire  par  le  second  nombre,  comme  on  Vk  pratiqué  dans 
la  l.re  série  ci-dessus:  donc  on  écrira  7  13  19  25  1$  puis 
n  20  21  2  8;  et  en  continuant,  16  22  S  9  15;  23  4  10 
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11  17.  La  seconde  couronne  est  remplie;  la  troisième,  en 
partant  de  4,  sera  4  10  11  17  23;  6  12  18  24  5;  13  19 
25  1  7;  20  21  2  8  14;  22  3  9  15  16.  On  yoit  comment 
on  doit  placer  les  nombres  dans  ks  couronnes  restantes: 
il  suflBt  donc  de  la  première  15  4  3  2  pour  remplir  le 
cercle. 

Maintenant,  le  cercle  mobile  sara  percé  de  5  en  5,  comme 
on  le  Toit  {Jlffire  B');  si  l'on  perce  un  autre  cercle  en 
spirale  aussi  de  5  en  5,  on  aura  les  verticales  du  carré 
dont  le  premier  cercle  donnait  les  horizontales  ;  enfin,  un 
seul  cercle  à  9  ouvertures  ^même  figure  B')  donnera  verti- 
cale et  horizontale,  avec  un  nombre  commun  aux  deux 
lignes.  La  distribution  précédente  est  la  même  que  pour 
le  carré  de  3. 

Si  l'on  construit  le  cercle  comme  il  est  {Jlgure  B"), 
il  7  aura  cela  de  remarquable,  que  l'on  obtiendra  les  hori- 
zontales du  carré  soit  au  moyen  du  cercle  mobile  à  cinq 
ouvertores  extérieures  à  l'ordinaire,  soit  au  moyen  des 
ouvertures  a  h  c  d  e,  répondant  à  1  20  17  10  et  11  de 
la  couronne  eztérietire  {Jigure  B'"). 

lE    nOMBRB    nOBBi    EST    49. 

si  Vim  distribue  le  carré  comme  on  voit  (JigureC),  on 
aura  ou  le  cercle  moMle  à  sept  ouvertures  à  la  première 
couronne,  ou  le  cercle  à  sept  ouvertures  sur  ime  même 
Kgne,  ouïe  cerde  composé  des  18  ouvertures  (figure  C), 
dont  une  est  commune  à  une  horizontale  et  à  uite  verti- 
cale du  carré. 
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Ll    MOIIBAB    DOirHB'  BST    36* 


Soit  le  carré  de  6 

: 

7  26 

27 

10 

29 

12 

6  35 

3 

4 

32 

31 

21  20 

16 

15 

17 

19 

13  14 

22 

21 

23 

18 

36   5 

34 

33 

2 

1 

25  II 

9 

28 

8 

30 

Ajant  écrit  dans  la  première  couronne  i^  figure  E)  et 
par  ordre  les  verticales  du  carré,  quW  place  en  diagonale 
circulaire  les  mêmes  yerlicales,et  dabs  le  même  ordre,  en 
complétant  ces  yerticales  comme  on  le  voit  à  la  figure: 
chacune  sera  répétée  six  fob  dd  suite,  et  les  ouyertures 
seront  aussi  disposées  circulairement  en  diagonale  {Jig.  K), 
indépendamment  des  six  onyerturcs  à  la  première  cou- 
ronne, qui  donnent  les  horizontales  du  carré. 

Enfin ,  que  ce  même  carré  de  6  soit  inscrit  dans  la  pre- 
mière couronne  :  on  placera  dans  les  autres  les  verticales 
du  carré,  savoir,  un  nombre  des  verticales  dans  chaque 
couronne ,  et  arbitrairement  pour  la  première  verticale* 
Ici  7  est  dans  la  1.^^  couronne,  6  dans  lai%^y*2à  dans  la 
1^,13  dans  la  kfi,  86 dans  la  5.e,  enfin  2S dans  la  5.«* 
Bn  consultant  la  figure,  on  voit  que  les  nomlMres  de  cette 
première  verticale  ont  été  mis  à  vdonté  dans  chaque  cou- 
ronne* Ces  premiers  nombres  placés,  on  mettra  k  la  suite 
de  chacun  les  dnq  nombres  par  ordre  qui  complètent  la 
\j^  verticale;  puis  on  passera  à  la  2.^  verticale,  qui  com- 
mence par  26,   et  l'on  écrira  dans  la  2.^  couronne  les 
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nombres  352014  5  11  26;  dans  la  3.e,  les  nombres 
2014  5  fl  26  35,  et  ainsi  des  antres«  On  agira  de 
même  pour  les  antres  verticales  {fiffire  D).  Le  cerele  mo- 
bile aura^àFordinaire^six  ouvertures  pour  les  horison^ 
taies,  et  à  la  première  couronne.  Quant  aux  verticales^ 
les  ouvertures  sont  celles  {figare  V)  où  Ton  en  voit  cinq 
très-irrégolièrement  placées,  et  près  les  unes  des  autres; 
la  6.«  est  isolée. 

Ces  verticales  se  verront  dans  les  ouvertures  a,  ft,  Cyd^s^f. 

Cette  manière  d'opérer  est  remarquable  :  car  elle  donne 
grand  nombre  de  combinaisons* 

Nous  terminerons  ici  ce  que  nous  voulions  donner  sur 
les  cercles  magiques  provenant  de  carrés.  Il  y  aurait  à 
examiner  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  si  les  carrés  étaient  à 
bordures,  à  compartimens ,  etc.;  mais  cela  nous  mène- 
rait trop  loin.  U  nous  reste  à  faire  voir  que  les  parallélo- 
grammes peuvent  aussi  servir  à  composer  des  cercles 
magiques.  Ce  sera  l'objet  de  l'article  suivant. 


ARTICLE  IL 

LES  NOKBRES  SONT  DES   PARALLéLOGEAVXES. 

Nous  avons  dit,  en  traitant  des  parallélogrammes,  que 
les  deux  Êicteurs  devaient  être  pairs  ou  impairs  tous  les 
deux.  Noos  avons  donné  la  manière  d'obtenir  les  séries 
ne  contenant  point  de  nombres  lépétés.  Nous  allons  exa- 
miner quelques  parall^ogrammes.  Ce  qui  a  été  dit  sur 
les  cercles  provenant  de  carrés  nous  dispense  de  répé- 
titions inutiles. 
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LB    NOMBRE    DONNÉ    EST    15* 

C'est  le  plus  petit  nombre  impair  non  carré  composé 
de  deux  ûicteurs. 

Soient  les  cinq  groupes  15  8  1;  14  7  3;  13  6  5; 
12  10  2;  11  9  4,  chacun  yalant  24=r:(^)V. 

On  peut  composer  les  trois  groupes  de  cinq  nombres 
tirés  des  précédons^  en  prenant  un  nombre  de  cbacun 
d'eux,  de  manière  à  obtenir  4Q  pour  somme  de  chaque 
groupe  y  comme  suit  : 

15      7      5      2    11 

8      3    13     12      4 

1  14  6  10  9 
On  distribuera  par  ordre  dans  le  cercle  (  planche '^LÏL , 
Jigure  F  )  les  rerlicales  du  parallélogramme ,  et  à  fantaisie 
la  première  verticale  dans- les  trois  couronnes,  comme  on 
Toit  15  8  1,  et  l'on  répétera  chaque  yerticale  trois  fois  de 
suite,  en  reprenant  le  nombre  supérieur  lorsqu'on  a  p1a« 
ce  l'inférieur.  On  agit  de  même  pour  les  verticales  sui- 
vantes. Alors  le  cercle  mobile  (Jîgure  F'  )  donnera  les 
horizontales  du  parallélogrkmme.  On  aura  les  verticales 
(figure  V  );  et,  réunissant  les  deux  figures  en  une  seule 
{figure  F'"  ),  on  aura  une  horizontale  et  une  verticale  a,  b,  c. 
On  voit  qu'à  est  aussi  facile  de  composer  un  cercle  ma- 
gique avec  un  parallélogramme  qu'avec  un  carré.  La  seide 
difficulté  est  de  former  les  horizontales  du  parallélogramme 
lorsqu'on  a  obtenu  les  verticales.  Nous  supposons  toujours 
que  les  horizontales  comprennent  le  plus  grand  facteur, 
et  nous  renvoyons,  pour  cette  formation,  à  ce  que  nous 
avons  dit  en  traitant  des  parallélogrammes. 
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Puisque  Si=:»7*5,  qu'on  fonne  sept  groupes  de  cinq 
nond)res  vahut  90=;^^'=18  •  5.  On  peut  les  obtenir  par 

1  7  18  29  35 

2  6  19  90  33 

3  5  24  28  32 
H  8  21  23  34 
9  10  13  27  31 

11  12  16  25  26 
U  15  17  20  22 

n  faut  prendre  un  nombre  de  cbaque  groupe  pour  en 
^obtenir  un  de  sept  nombres  valant  126  =  -S|^=18*7,  et 
agir  de  même  pour  les  quatre  autres  groupes.  On  com- 
posera, par  exemple,  ces  groupes  comme  suit  : 

1  33  32  23  10  12  15 
7  19  24  21  27  11  17 
18  30    3    8  31  16  20 
29    2    5  34    9  25  22 
35    6  28    4  13  26  14 
Ayant  placé  dans  la  première  couronne  {Jigtêre  G) 
les  yerticales  par  ordre,  il  suffira  de   dbtribuer  à  to- 
lonté  la  première  yerticale ,  en  mettant  un  nombre  dans 
chaque  couronne;  elle  sera  répétée  cinq  fois  de  suite» 
et  l'on  passera  à  la  seconde,  en  agissant  de  même.  On 
roïi  {figure  Q!)  les  sept  ouvertures  de  la  première  cou- 
ronne, ce  qui  donne  les  horizontales,  et  les  cinq  ouver- 
tures des  verticales  a,  h^c^d^e  pour  les  verticales,  Fou- 
verture  a  étant  commune. 


606  CERCLES    HAGIQ^Sa. 

Il  n'est  pas  indispensable  que  les  yerticales  soient  pla- 
cées par  ordre  dans  la  première  couronne  :  on  peut  adop- 
ter pour  la  première  yerticale  tout  autre  arrangement,  et 
il  détermine  la  manière  de  disposer  les  autres.  Ainsi 
{, figure  H,  planche  XLIi)  on  a  pris  7  29  18  1  35 
pour  cette  première  yerticale ,  ce  qui  a  nécessité  19  2  30 
33  6  pour  la  seconde,  et  ainsi  des  autres.  H  n'y  a  pas 
de  motifs  pour  ne  pas  alterner  les  yerticales  à  fentaisie , 
en  suivant  pour  les  nombres  l'ordre  adopté  pour  la  pre- 
mière. De  plus ,  les  verticales  étant  placées  dans  la  pre- 
mière couronne,  on  peut  prendre,  pour  les  verticales 
distribuées  dans  les  cinq  couronnes ,  un  autre  ordre  que 
celui  adopté  pour  ces  mêmes  verticales  dans  la  première 
couronne.  Ainsi,  l'on  a  cboisi  l'ordre  7  18  35  29  1 ,  qui* 
sont  les  nombres  de  la  première  couronne  de  deux  en 
deux.  Gela  donne  le  cercle  mobile  {^figure  fL'),  dans  le- 
quel les  ouvertures  a,  h^  c,  d,  e,  sont  celles  des  verticales. 

Si  l'on  a  placé  dans  la  première  couronne  les  verûcales, 
qui  n'ont  que  cinq  nombres ,  ou  le  plus  petit  Jeteur,  on 
aurait  pu  également  choisir  les  horizontales,  qui  ont  sept 
nombres  :  ce  n'est  qu'un  changement  de  position  du  pa- 
rallélogramme. C'est  ce  qu'on  verra  (figures  I  et  ï  ). 

Il  faut  ici  sept  couronnes  au  lien  de  cinq.  Gomme  on 
peut  renverser  l'ordre  des  horizontales  et  des  verticales 
du  parallélogramme,  pourvu  que  ces  lignes  retiennent 
leurs  nombres,  il  est  également  permis  d'arranger  à 
fantaisie  les  nombres  de  la  première  ligne  placée  dans 
la  première  couronne  ;  les  autres  lignes  suivent  le  moa- 
vement  de  cette  première;  on  a  choisi  l'arrangement  sui- 
vant, en  prenant  7  nombres  pour  les  verticales  : 
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3  82  5  28  24 
31  10    9  13  27 

8  23  SA  4  21 
18  1  29  85  7 
20  15  22  ia  17 
30  38  2  6  19 
16  12  25  26  11 

Ayant  placé  par  ordre  ces  Terticales  dans  la  1 J®  cou- 
ronne y  on  a  distribué  les  nombres  de  ces  verticales  dans 
un  ordre  différent  aux  cases  a ,  fc,  c,d,c,y,  g,  ayant  pris 
rarrangement  3  18  16  20  31  8  SOpourlaL^eyerticale. 
Ces  7  nombres,  placés  dans  les  7  couronnes,  ont  déter- 
miné les  6  suirans  dans  chacune,  comme  on  le  Toit  (Ji- 
gure  I). 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  juger  du  grand  nombre 
de  combinaisons  que  présentent  les  cercles  magiques  :  car, 
composant  autrement  les  groupes  de  5  nombres,  on  tirera 
d'autres  groupes  de  7,  et  Ton  fera  subir  à  chaque  système 
une  foule  de  combinaisons.  Il  est  clair  que  ce  qui  yient 
d'être  dit  pour  le  parallélogramme  de  35  s'applique  à  tout 
autre  composé  de  plus  grands  faicteurs. 

On  va  terminer  par  le  parallélogramme  de  60,  qui  est 
pair. 

LB    NOHBBB   DOlINi    B8T    60. 

Soient  &its  les  groupes  de  6  comme  suit  :  on  remar- 
quera symétrie  dans  cette  composition. 


608  CBHCI.BS  lAGIQUeS. 

60  59  58  1  2  3 
57  56  55  4  5  6 
54  53  52  7  8  9 
51  50  49  10  11  12 
48  47  46  13  14  15 
45  44  43  16  17  18 
42  41  40  19  20  21 
39  38  37  22  23  24 
36  35  34  25  26  27 
33  32  31  28  29  30 
On  pent  tirer  de  ces  groupes  de  6,  ceux  de  10,  par 

exemple  : 

60  57  7  10  13  16  40  37  34  31 
59  56  8  11  15  18  42  39  27  30 
58    5    9  12  46  43  41  38  25  28 

1  4  52  50  47  44  19  24  85  29 

2  6  53  51  48  45  20  22  26  32 

3  55  54  49  14  17  21  23  36  33 

Chaque  groupe  de  6  vaut  183,  et  chaque  gron^  de  f  0 
aura  305  =  V' 10. 

Ce  sont  ces  derniers  groupes  de  6  et  de  10  qui  doivent 
entrer  dans  le  cercle  magique  (^gures  K  et  &'). 

n  est  très-&cile  de  remplir  le  cercle  :  d'abord  la  l.'^ooo- 
ronne  comprend  les  verticales ,  et  aura  10  ooTertores,  qui 
donneront  les  horiaontales;  ensuite  on  placera  onl'on  vou- 
dra dans  la  2.e  couronne  le  2.*  nombre  57.  Gela  suffira  pour 
remplir  cette  couronne  :  car,  après  avoir  mis  à  la  suite  les 
uns  des  autres  et  par  ordre  les  nombres  58  1  2  3  60  59, 
on  placera  le  2.^  nombre  de  la  2.^  verticale  et  les  cinq  soi- 
vans  comme  pour  la  1  je  verticale,  et  ainsi  des  autres.  On 
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mettra  ensuite  à  volonté  dans  la  3.®  couronne  le  3.®  nombre 
de  la  l.^e  vetticale,  58,  et  l'on  'agira  comme  pour  la  2.®; 
puis  on  mettra,  toujours  à  fentaisie,  le  Ufi  nombre  de  la 
l.re  verticale  dans  la  /11.®  couronne,  et  l'on  continuera  d'a- 
près ce  procédé  jusqu'à  ce  que  le  cercle  soit  rempli.  On 
aura  alors,  d'après  le  choix^jne  nous  avons  adopté  (^.  K'), 
les  verticales  û,  fc,  c,  d,  e^f, 

Nous  terminons  ici  ce  que  nous  voulions  dire  sur  les 
cercles  magiques,  et  l'ouvrage  déjà  trop  volumineux  que 
nous  avions  entrepris.  Nous  n'avions  pas  dessein  d'abord 
d'y  comprendre  ce  qui  concerne  les  parallélogrammes,  les 
parallélipipèdes ,  la  formule  d'Ëuler,  non  plus  que  les 
cercles  magiques;  mais  nous  avons  pensé  que  ces  matières 
avaient  une  connexion  trop  élroite  soit  ^vec  la  théorie 
des  carrés  magiques ,  soit  avec  celle  des  cubes  magiques , 
pour  les  passer  sous  silence.  Nous  n'avons  pas  voulu  seu- 
lement exciter  la  curiosité,  mais  présenter  de  nouvelles 
combinaisons  des  nombres,  combinaisons  dont  quelques- 
unes  ne  sont  pas  nouvelles,  il  est  vrai,  mais  n'avaient 
été  ni  approfondies  ni  développées,  et  dont  les  autres 
n'avaient  été  traitées  par  personne.  Si  nos  recherches  in- 
téressent le  lecteur,  si  elles  donnent  lieu  à  des  applications 
utiles,  nous  aurons  atteint  notre  but. 
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